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Capitulo 1

Introducao

O desenvolvimento da teoria da probabilidade estd ligado a observagao de jogos
de azar — se uma moeda honesta é jogada n vezes, o nimero de vezes em que o
resultado é coroa é préximo de n/2; se escolhermos ao acaso uma carta de um
baralho n vezes, a quantidade de vezes que a carta serd de ouros serd proxima
de n/4; quando um dado honesto é jogado n vezes, a quantidade de vezes em
que o resultado é 3 serd proxima de n/6.

1.1 Experimentos, espagos amostrais e eventos

Para poder modelar fendmenos usando probabilidade, precisamos definir com
precisao os objetos matematicos que usaremos.

Definigao 1.1.1 (experimento, espago amostral). Um experimento é um pro-
cedimento, passivel de repeti¢oes por um ntmero indefinido de vezes, com um
conjunto nao vazio de resultados possiveis.

O conjunto de possiveis resultados de um experimento é chamado de espago
amostral. E comum denotar o espaco amostral de um experimento por €.

Quando o espaco amostral de um experimento tem somente um elemento, di-
zemos que o experimento é deterministico. Quando tem mais de um elemento,
dizemos que o experimento é ndo-deterministico. <

Estamos interessados em experimentos nao-deterministicos.

Exemplo 1.1.2. O técnico de um time de futebol registrou as quantidades de
sucessos de um jogador em cobranca de pénaltis ap6s muitos jogos. Cada chute
realizado pelo jogador pode ser modelado como um experimento aleatério, com
espago amostral

) = {sucesso, falha},

que sao os dois resultados possiveis. )

Exemplo 1.1.3. Um dado é jogado, e registramos que face do dado ficou vol-
tada para cima.
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O espago amostral é {1,2,3,4,5,6}.
Este é um experimento nao-deterministico, porque ndo modelamos todas as
variaveis que influem no resultado. o

Exemplo 1.1.4. Dois dados diferentes, um branco e um vermelho, sdo jogados,
e registramos os valores das duas faces que ficaram voltadas para cima, sem
distinguir o primeiro do segundo dado.

O espago amostral é

(1,1),(1,2), (1,3), (1,4), (1,5), (1,6),
(2,1),(2,2),(2,3),(2,4),(2,5),(2,6),
=l 31,6,2),.06,3),34),35),,6),
(4,1),(4,2),(4,3), (4,4), (4,5), (4,6),
(5,1),(5,2),(5,3),(5,4), (5,5), (5,6),
(6,1),(6,2),(6,3),(6,4),(6,5), (6,6)

Da mesma forma que o experimento com um unico dado, este é um experimento
nao-deterministico. ]

Exemplo 1.1.5. Dois dados idénticos sdo jogados, e registramos os valores das
duas faces que ficaram voltadas para cima. Como os dados sdo idénticos, e
nao distinguiremos o primeiro do segundo, representaremos cada resultado do
experimento como um conjunto de nimeros, e ndo um par ordenad(ﬂ Teremos
menos resultados possiveis que no experimento |1.1.4

O espago amostral é

{113, {1,2},{1,3}, {1, 4}, {1, 5}, {1, 6},
{2,2},{2,3},{2,4},{2,5},{2,6},
{3,3},{3,4},{3,5}, {3,6},
{4,4},{4,5}, {4,6},

{5,5},{5,6},

{6,6}

Da mesma forma que o experimento com um tinico dado, este é um experimento
nao-deterministico. )

Exemplo 1.1.6. Selecionamos um ponto no quadrado entre (0,0) e (1,1), e
registramos o valor das coordenadas.
O espago amostral é

Q={(z,y) €eR? : z,y€[0,1]}.

Este é um espago amostral continuo. ®

Poderfamos ter usado pares ordenados, mas teriamos que incluir, por exemplo, (2,3) e
néo (3,2), e o modelo ficaria ligeiramente mais confuso.
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Exemplo 1.1.7. Ha quatro candidatos a prefeito em uma cidade, que represen-
taremos como a, b, c e d. Escolhemos um local da cidade e coletamos a intengao
de voto de uma pessoa.

O espago amostral é

2 = {branco, nulo, a, b, ¢, d}. [

Exemplo 1.1.8. Cartas sao selecionadas de um baralho, com reposicao, até
que uma seja selecionada com naipe vermelho.
O espago amostral é

Q= {V, PV, PPV, PPPV, PPPPV,...}. °

Exemplo 1.1.9. Medimos a pressao sistélica de uma pessoa. Rejeitando a
possibilidade de pressao negativa, presumimos que a pressao pode ser represen-
tada por reais positivos, e o espago amostral ¢ R*. Claramente simplificamos
muito o experimento ao modelar, ja que ndo cremos poder encontrar, algum dia,
qualquer ser humano com pressao igual a dez mil mmH g, por exemplo. Ainda
assim, o modelo pode ser usado. ®

Exemplo 1.1.10. Um medicamento é administrado a um paciente com cefaléia.
Depois de um tempo, verifica-se o resultado (sucesso, caso o paciente tenha
melhorado, ou falha, caso a cefaléia permaneca), por isso o espago amostral é
{sucesso, falha}.

Este é um experimento nao-deterministico, porque nao sabemos quais sao
os fatores que fariam o paciente reagir bem ao tratamento. )

Exemplo 1.1.11. Um equipamento eletrénico é ligado, e mantido em funcio-
namento até falhar. Depois disso o tempo em que permaneceu funcionando é
registrado.

Para definir o espago amostral, definimos antes como serd medido o tempo
de funcionamento. Podemos escolher horas, dias, ou qualquer outra unidade de
tempo. Também devemos decidir se registraremos valores inteiros ou fracoes.
Supondo que tenhamos decidido registrar dias usando niimeros inteiros, o espago
amostral sera

{0,1,2,..} =N.

Se quisermos representar o tempo como reais (0 que é mais comum), o espago
amostral serd R.

Este é um experimento nao-deterministico, porque nao temos informagao
detalhada sobre o dispositivo para poder determinar quando ele deixara de
funcionar. )

Exemplo 1.1.12. Um moédulo de comunicagao transmite um pacote de dados,
e aguarda até que a outra ponta responda com um “OK”. O tempo decorrido é
registrado.

Podemos definir o espago amostral como RT, contendo todos os ntimeros
positivos.
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Neste modelo, fizemos uma simplificagdo: presumimos que a outra parte
sempre responderd, e que podemos esperar indefinidamente por ela. Em uma
situagao pratica, o modulo aguardaria somente um tempo pré-definido e depois
presumiria que o pacote de dados se perdeu, enviando-o novamente. ()

Queremos poder discutir ndo apenas resultados isolados em um espago amos-
tral, mas conjuntos deles. Por exemplo, serda importante poder fazer referéncia a
resultados pares, impares, maiores que algum niimero, etc., por isso é relevante
a nocao de evento.

Definicdo 1.1.13 (evento). Um subconjunto de um espaco amostral é um
evento.

Um evento representa um conjunto de possiveis resultados, e o significado
de “um evento A ocorreu” é “o resultado obtido, z, pertence ao evento A”. <«

Exemplo 1.1.14. Ao jogar um dado, o espago amostral é Q = {1,2,3,4,5,6}.
Alguns eventos em ) sdo

o resultado par: {2,4,6} C Q;

o resultado impar: {1,3,5} C Q;

« resultado maior que 3: {4,5,6} C ;

« resultado menor ou igual que 3: {1,2,3} C ;

« resultado é quadrado perfeito: {1,4} C Q. °

Exemplo 1.1.15. O Exemplo aborda a situacdo em que o técnico de
um time de futebol registra quantidades de sucessos e falhas de um jogador ao
cobrar pénaltis. O espago amostral usado naquele exemplo é

Q) = {sucesso, falha},

onde podemos definir dois eventos: “SUCESSO”= {sucesso} ¢ “FALHA”=

{falha}.
Neste exemplo deve ficar claro que os eventos sao comjuntos, mesmo que
unitéarios. P

Exemplo 1.1.16. No experimento descrito no Exemplo em que deixa-
mos um equipamento eletronico ligado até que ele deixe de funcionar, o espaco
amostral é 2 = N. Para simplificar a exposicao, presumimos que todo ano tem
365 dias, e entdo podemos definir os eventos a seguir.

o duragdo exatamente igual a 1 ano: {365} C Q
o durac@o maior ou igual que 2 anos: {730,731,732,...} CQ
o duracdo maior ou igual que 10 anos: {3650, 3651,3652,...} C Q

« duracao exatamente igual a uma quantidade prima de dias: {2,3,5,7,11,...}
cQ
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O 1ltimo evento pode causar estranheza por nao ser 1til em situagdes praticas,
mas é, ainda assim, um exemplo de evento definido em um espago amostral. @

Exemplo 1.1.17. O Exemplo descreve um experimento onde selecionamos
um ponto em um quadrado. Podemos definir, naquele espaco amostral, alguns
eventos:

e 0s pontos que, além de estarem no quadrado, também ficam no interior
do circulo unitario com centro na origem, QN {(z,y) : x> +y* < 1};

e o0s pontos sobre a reta y =z, QN {(z,z) : z € R};
o os pontos abaixo da reta y =z, QN {(x,y) : z,y € R, = > y}. °

Exemplo 1.1.18. No exemplo da pesquisa de opinido, alguns possiveis eventos
sao

 votos brancos e nulos, {branco, nulo};
 votos em candidatos, 2 — {branco, nulo};

 votos em um subconjunto especifico dos candidatos — por exemplo, {a, b}.
(]

Definicao 1.1.19 (eventos mutuamente excludentes). Se A e B sdo eventos em
um espaco amostral, dizemos que sdo mutuamente excludentes se AN B =
0. <

Exemplo 1.1.20. No experimento onde se joga um dado, os eventos “< 2”7 e
“>4” sao mutuamente excludentes, porque

{1,2}n{4,5,6} = 0.
Ja os eventos “par” e “quadrado perfeito” nao sdo, porque
{2,4,6} N {1,4} = {4}. o

Exemplo 1.1.21. No Exemplo em que o experimento consiste em seleci-
onar cartas de baralho até surgir um naipe vermelho, temos como eventos, por
exemplo,

o quantidade impar de tentativas, {V, PPV, PPPPV,PPPPPPV,...};
e 1o maximo tres tentativas, {V, PV, PPV};
o cxatamente tres tentativas, {PPV};

e mais que 50 tentativas. ([
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1.2 Probabilidade

Tentaremos definir a probabilidade de um evento. Suponha que o experimento
seja repetido n vezes. Calculamos em quantas dessas vezes o evento A ocorre, e
damos a essa quantidade o nome de “frequéncia de A”, denotada f(A). Poderia-
mos (mas veremos adiante que isso incorre em problemas) definir probabilidade
como frequéncia relativa.

Definicdo 1.2.1 (frequéncia relativa). Seja n a quantidade de repetigoes de
um experimento. Seja A um dos resultados possiveis nesse experimento Se a
frequéncica de A é f(A), entdo a frequéncia relativa de A é

1),

n

<

Esperamos que, a medida que aumentamos a quantidade de repeticoes, a
frequéncia relativa, f(A)/n, estabilize em um ntamero. E esse ntimero que nos in-
teressa. A defini¢do para a probabilidade de resultados de experimentos usando
frequéncia relativa, portanto, seria

rqa = lim M

n—oo N

Esta defini¢do, no entanto, traz problemas. Em particular, ndo temos como
garantir, em todos os casos, que o limite existe. Precisamos de uma defini¢do que
nao encontre dificuldades técnicas. Observaremos, inicialmente, propriedades
da definicdo usando frequéncia relativa, e usaremos essas propriedades para
construir outra defini¢do.

Proposigao 1.2.1. Sejam A em B dois eventos em um espago amostral.
i) 0<ry<1.

ii) r4 = 1 se e somente se A sempre ocorreu.

iii) 74 = 0 se e somente se A nunca ocorreu.

iv) se ANB = () entdo raup =14 + 5.

Demonstragao. (i) Segue naturalmente da frequéncia de A é menor ou igual que
7, Mas maior que zero.

(ii) Como €2 todos os resultados possiveis, rq = & = 1.

(iii) Segue trivialmente de (ii)

(iv) Se AN B =0, entdo ra +rp = raup, porque 74 + 1 = = -
A)+f(B
fA)+£(B) =raup ]

n

I(A) | f(B)

Agora usamos essas propriedades para definir o conceito que realmente usa-
remos de probabilidade.

Definigdo 1.2.2 (probabilidade). Sejam Q um espago amostral e A € Q um
evento. A probabilidade do evento A é o ntimero real Pr(A) tal que
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i) 0<Pr(4)<1;
ii) Pr(Q) =1;
iii) AN B = implica que Pr(AU B) = Pr(A) + Pr(B);
iv) Vi#j, A;NA;=0implica que Pr[|JA;] =3 Pr(4;). <

Exemplo 1.2.3. No experimento em que um dado honesto é jogado, escolhemos
o espago amostral Q = {1,2,3,4,5,6}.
Definimos um evento para cada possivel face,

Ay ={1} As={4}
Ay = {2} A5 = {5}
As = {3} As = {6}
Como dissemos que o dado é honesto, atribuimos 1/6 de probabilidade a cada

evento, porque este é um modelo que cremos ser muito préximo do experimento
fisico. [

Exemplo 1.2.4. Os Exemplos e tratam do registro, feito por um
técnico de um time de futebol, da frequéncia relativa de sucessos de um jogador
em cobranca de pénaltis. Como o jogador obteve sucesso em 150 de 500 chutes,
o treinador atribuiu as probabilidades 150/500 = 0.3 para sucesso e 0.7 para
falha.

Vale ressaltar que o técnico ndo “encontrou” a probabilidade de sucesso do
jogador, nem “mostrou que ela é” 0.3. Ele realizou observacoes, e determinou
que, para fins praticos, este nimero parece modelar bem o comportamento do
jogador. )

O Teorema a seguir, estabelece que — como a intui¢do deve facilmente
aceitar — a probabilidade do evento vazio (ou seja, de nenhum resultado ocorrer)
é zero.

Teorema 1.2.5. Para quaisquer espagos amostrais e experimentos, Pr(f)) = 0.

Demonstragdo. Seja A um evento.

A=AU0D
Pr(A) = Pr(AU®) = Pr(A) + Pr(0) — Pr(ANO)
= Pr(A4) + Pr(0)
Pr(f) = 0. n

O Teorema trata da relacdo entre a probabilidade de um evento e a de
seu complemento. Dizer que um evento A néo ocorreu é o mesmo que dizer que
“o resultado do experimento ndo é um elemento do conjunto A”, e portanto que
o resultado pertence ao conjunto A, complement de A.

2Com relagdo ao espago amostral Q: falamos de A = Q\ A
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\
\/ 2
N

Teorema 1.2.6. Seja A um evento em um espago amostral. Entdo Pr(A4) =

1—Pr(4).

Demonstragdo. Seja 2 um espago amostral, e A C 2 um evento.

Q=AuUA
Pr(Q) = Pr(AU A)
1=Pr(AUA)
1 =Pr(A) + Pr(4)
Pr(A) =1 - Pr(4). [ |

Exemplo 1.2.7. No experimento descrito no Exemplo[1.1.4] dois dados diferen-
tes sdo jogados. Presumimos que cada resultado tem a mesma probabilidade de
ocorrer, e para que isso seja verdade, a probabilidade de qualquer par especifico
de nimeros é 1/36, de forma que Pr(Q) seja um.

Seja A o evento “soma par e maior ou igual a o0ito”.

H4 dez possibilidades de soma maior que oito:

)
);

: 1.1
) (L.1)
)

Destes, somente quatro tem soma par: (6,4), (6,6), (5,5), (4,6), logo probabili-
dade de A ocorrer é

4 1
Pr(A) = — = -
M =35=79
O evento A é “soma impar ou estritamente menor que oito”, e
— 1 8
Pr(A)=1— - =~

Como o espago amostral é pequeno, poderfamos ter calculado Pr(A4) direta-
mente: somamos
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¢ 0s 26 resultados com soma menor que oito (36 menos os dez que identifi-
camos na Equagao ;
« 0s seis com soma impar maior que oito, (6, 3), (6,5), (5,4), (5,6), (4,5), (3,6);
e dividimos pelo tamanho do espaco amostral (36). Com isso, temos novamente

— 32 8

O Teorema é essencialmente o principio da incluséo/exclusdo para con-

tagem de cardinalidade de conjuntos, mas traduzido para a linguagem da Pro-
babilidade.

Teorema 1.2.8. Seja () um espago amostral. Para todos os eventos A, B,C C
Q

o Pr(AUB) =Pr(A4) + Pr(B) —Pr(AN B)
« Pr(AUBUC) =Pr(A) + Pr(B) + Pr(C)
—Pr(AnB)—-Pr(ANnC)—-Pr(BNC)

+Pr(AnBNC).

Exemplo 1.2.9. No Exemplo [T.1-4] onde sao jogados dois dados distintos, os
eventos a seguir sdo definidos:

e A :soma par
e B :soma maior que oito
e (' : valor igual nos dois dados

Suas probabilidades sao

Pr(A):%

5

1
Pr(AﬂB):%:é
2 1

1
2 1
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A probabilidade do evento AU BUC é

Pr(AUBUC) =Pr(A) + Pr(B) + Pr(C)
—Pr(ANB)-Pr(ANC)-Pr(BNC)

+Pr(ANBNC)

1 5 1 1 1 1 1

"2 1876 9 18 6 18

2

=3 [

Do Teorema [1.2.8] podemos facilmente concluir o Corolério [1.2.1} cuja de-
monstracao é pedida no Exercicio

Corolario 1.2.1 (Desigualdade de Boole). Sejam Aj, As,..., A, eventos em
um espago amostral. Entao

Pr UA] S ZPY(A])

j
Teorema 1.2.10. Se A C B, entdo Pr(A) < Pr(B).

Demonstracao.

B=AU(BnNA)
Pr(B) = Pr(A) + Pr(AN A)
> Pr(4). [ ]

O Corolario pode ser derivado das outras propriedades que estabelece-
mos — o que é pedido no Exercicio

Corolario 1.2.2. Se A e B sao eventos em um mesmo espago amostral, entao

Pr(AnB) >1-Pr(A) — Pr(B).

1.3 Atribuindo probabilidades

1.3.1 Espacos amostrais finitos

Em muitas situacoes, presumimos que nenhum evento elementar é mais provavel
que outro: uma moeda nao é viciada; uma carta de um baralho pode ser sorteada
tanto quanto qualquer outra; ao retirar uma bola de uma urna, cada uma das
bolas tem a mesma probabilidade de ser escolhida. Nestes casos, dizemos que
estamos presumindo a equiprobabilidade dos eventos elementares.

Definigao 1.3.1 (eventos equiprovaveis em espacos finitos). Seja 2 finito. Se,
para todo x € Q, Pr(z) = 1/|Q|, entdo dizemos que os eventos em 2 sdo
equiprovaveis. <
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Exemplo 1.3.2. No experimento do jogo de dados, no Exemplo presu-
mimos que o dado néo é viciado — ou seja, que

Pr(1) = Pr(2) = Pr(3) = Pr(4) = Pr(5) = Pr(6) = % ()

Exemplo 1.3.3. Sorteamos um ntimero natural qualquer. Qual é a probabili-
dade deste nimero ser divisivel por sete?

O problema aparentemente exige um espago amostral infinito (usarfamos
Q = N), mas é possivel construir um modelo com espago amostral finito.

Representaremos no espago amostral, ndao o ntimero sorteado, mas o resto
de sua divisdo por sete. Assim, Q = {0,1,2,3,4,5,6}. O resultado que nos
interessa é o zero, e assim, a probabilidade do ntimero ser divisivel por sete é,
como a intuicdo prevé, 1/7.

Poderiamos também perguntar a probabilidade do niimero deixar resto maior
que quatro quando dividido por sete, e neste caso estamos interessados no evento
{5,6}, que tem probabilidade 2/7. ®

Resultados equiprovaveis e contagem

Ao presumir resultados equiprovéveis, estamos atribuindo a cada resultado z a

mesma probabilidade,
1

= @.
Como para todos A e B disjuntos temos Pr(A U B) = Pr(A) + Pr(B), entédo
para um evento A = {ay,az,...,ar},
Pr(A) =Pr({a1} U{a} U---U{ax})
= Pr({al}) + PI‘({CLQ}) R Pr({ak})

Pr(z)

1 1 1

- b b4 = (k = |A| vezes)
(LY 1]

= @.
2]

Desta forma, em muitas situagoes, tendo presumido equiprobabilidade dos re-
sultados, determinar a probabilidade de um evento consiste em determinar os
tamanhos do espago amostral e do evento. A seguir temos, portanto, uma breve
discussdo de Combinatéria basica e suas aplicagoes em Probabilidade.

Definig¢ao 1.3.4 (produto cartesiano). Sejam A e B dois conjuntos. O conjunto
Ax B={(a,b) : a€ A, be B}

é o produto cartesiano de A e B.
A definicao vale naturalmente para muitos conjuntos:

Al><A2x---xAk:{(al,ag,...,ak):aiEAi}. <
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Exemplo 1.3.5. Seja A = {1,2,3,4,5,6} os possiveis resultados ao jogar um
dado. Quando jogamos dois dados distintos, o espaco amostral é A x A. o

Proposicao 1.3.1. A quantidade de elementos em Ax B é |A||B|. A quantidade
de elementos em Ay x Ag X -+ x Ay é |Ar||Az| - |Akl.
Em particular,
|A| x |A| x --- x |A] = | A",

kcopias de A

Exemplo 1.3.6. Jogamos um dado e uma moeda. Os possiveis resultados para
o dado sao D ={1,2,3,4,5,6}, e para a moeda sao M = {a, 0}, sendo que “a”
representa cara e “o” representa coroa. O espaco amostral para o experimento
poderia ser

QO=MxD=
{ (0,1),(0,2),(0,3), (0,4), (0,5), (0,6)

wmmwwww@@mwm}

com tamanho |M||D| = 12.
Calculamos a probabilidade de obtermos uma cara e uma face par. O evento
“cara e face par” é

X = {(a7 Q)a (a74)7 (avG)}

portanto a probabilidade deste evento é

X|_3 _1 o
Q] 12 4°

Exemplo 1.3.7. Se selecionarmos um niumero k entre 1 e 8800, qual é a pro-
babilidade de k ser divisor de 83007

Primeiro fatoramos 8800 = 235211. H4 8800 valores possiveis para k, por-
tanto o espago amostral é Q = {1,2,...,8800}. Um ndmero é divisor de 8300
se é igual a 2%5°11¢, com

Como podemos escolher a, b e ¢ dentre trés conjuntos A = {0,1,2,3}, B =
{0,1,2} e C ={0, 1}, a quantidade de divisores de 8300 é

AIIBIIC] = (4)(3)(2) = 24.

Assim, a probabilidade de um nimero escolhido ao acaso entre 1 e 8800 ser
divisor de 8800 é

24 _ 3 00027 °
8800 1100 U
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Exemplo 1.3.8. Se posicionarmos duas torres, uma branca e uma preta, em
um tabuleiro de xadrez, qual é a probabilidade delas nao se atacarem?

Calculamos a probabilidades das duas torres se atacarem: ha 64 posicoes
possiveis para a primeira torre; e depois que esta é escolhida, ha 15 posigoes
para a segunda, de forma que se ataquem. Assim, hé (64)(15) maneiras possiveis
de dispor duas torres se atacando mutuamente.

Se ndo nos importassemos com a possibilidade de ataque, poderiamos esco-
lher 64 posicoes para a primeira torre, e 63 para a segunda. Assim, a probabi-
lidade de duas torres posicionadas aleatoriamente se atacarem é

(64)(15) 5

A probabilidade de duas torres posicionadas aleatoriamente ndo se atacarem é

5 16
— — = — ~0.76.
21 21 i
E interessante observar que a Proposicio vale inclusive para conjuntos
unitarios ou vazios. Se A = {z}, entdo |A| x |B| = |B|, para todo B. Da
mesma forma, ) x B = () (porque ndo hé par ordenado com primeiro elemento
pertencente a (), porque o vazio ndo tem elementos), e |} x B| = 0.

Proposi¢do 1.3.2. Seja A um conjunto tal que |A| = n. A quantidade de
tuplas ordenadas (x1,za,...,2;), com k < n e onde z; € A, sem elementos
repetidos, é

nn—1)Mn-2)---(n—k+1).

Exemplo 1.3.9. Cinco prémios diferentes serdo sorteados para cinquenta ins-
critos em um evento. Qual é a probabilidade de determinadas cinco pessoas
obterem os prémios que desejam, presumindo que nao hé conflito entre suas
vontades (cada um quer um prémio diferente)?

O espago amostral é composto pelas tuplas (ay, as, as, as, as), onde cada um
dos elementos a; é uma pessoa: a; ganha o primeiro prémio, as ganha o segundo,
e assim por diante.

A quantidade de possiveis tuplas de ganhadores é (50)(49)(48)(47)(46).

O evento que procuramos contém uma unica tupla nesse espago amostral, e
portanto tem probabilidade

1 1 1

19| ~ (50)(49)(48)(47)(46) ~ 254251200

~ (0.0000000039331. [

Corolario 1.3.1. O niimero de permutacoes dos elementos de um conjunto A
é AL

Exemplo 1.3.10. Um atacante conseguiu, ouvindo toques de teclado, determi-
nar que a senha de um usuario tem dez caracteres. Também conseguiu, usando
engenharia social, que o usudrio comentasse que sua senha nao tem caracteres
repetidos. Além disso, é sabido que o sistema sé permite niimeros nas senhas.
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Qual é a probabilidade desse atacante descobrir a senha, tentando uma vez
ao acaso?

Cada caracter da senha pode ser um dentre 10 digitos — mas a senha tem
desse usuério dez posicdes, e nao tem repeti¢goes. O espacgo amostral é, portanto,
o conjunto de permutagoes de (0,1,2,...,9). Como o atacante procura uma
Unica senha, a probabilidade de sucesso é

1 1 1
@ = 101 = 3698800 ~ 0.00000027557. J

Proposi¢do 1.3.3. Seja A um conjunto tal que |A] = n. A quantidade
de subconjuntos (que ndo sio ordenados e nio admitem elementos repetidos)
T1,%2,...,Tk, com k <neondex; €A, é

(&) = my

O ntmero (:) é chamado de combinacao de n elementos, tomados k de
cada vez, ou de coeficiente binomial.

Exemplo 1.3.11. Uma loteria permite escolher quatro nimeros entre 1 e 50;
durante o sorteio, quatro nimeros sao sorteados, sem repeticao (bolas numera-
das sdo retiradas de uma urna, e ndo sdo devolvidas). O tnico prémio pago é
para quem acerta todos os numeros.

Qual é a probabilidade de uma aposta ser premiada?

O espago amostral é composto de todos os conjuntos (e ndo tuplas, porque
a ordem dos nimeros no sorteio ndo é relevante) de quatro ntimeros entre 1 e
50:

Q= { {a1,a9,a3,a4} : a; €Z,1<a; <50 }

Ou seja,
0= { (1,2,3,4},{1,2,3,5},--- , {46,47, 48,49, 50} }

O tamanho deste conjunto de conjuntos é

50

Q =
) (4)
50!
T 446!

= (50)(49)(2)(47)
= 230300.
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A aposta é um desses conjuntos, logo a probabilidade de acerto é

1 1

=~ 0.00000434.
Q] ~ 230300 ¢

Exemplo 1.3.12. No jogo de poquer, um jogador tem uma sequéncia quando
suas cinco cartas formam uma progressio numérica. Por exemplo, (O3, &4,
05, &6, $7) é uma sequéncia. As cartas J, @, K, A tem valor 11,12,13 e 14,
portanto devem aparecer em sequéncias apos o dez, e nessa ordem.

Determinaremos a probabilidade de um jogador obter uma sequéncia, sendo
que nenhum outro jogador recebeu cartas ainda (e portanto o baralho tem todas
as cartas).

Um baralho tem 52 cartas. O nimero de conjuntos de cinco cartas diferentes

2
0] = <55> = 2598960.

A primeira carta da sequéncia deve estar entre 2 e 10. Ha 10 possibilidades
para ela; as outras quatro cartas tem, cada uma, um tunico valor possivel, e
hé dez possiveis sequéncias apenas (uma comecando com dois, uma comegando
com trés, etc). No entanto, cada carta na sequéncia pode ser de um dentre
quatro naipes diferentes. Denotamos por V' o conjunto de possiveis valores para
a primeira carta, e IN; o conjunto de naipes da i-ésima carta. Os tamanhos dos
conjuntos sao

V] =10,
[N1| =4,
|Na| = 4,
|N3| = 4,
|Na| = 4,
[Ns| =4,

e 0 evento que queremos é
S:VXN1XN2XN3XN4XN5,
que tem tamanho (10)(4)(4)(4)(4)(4) = 10240. Assim,

|S] 10240
P == =——"=0. 4.
r(S) 9] = 2598960 0.0039 [ ]

Adiante sera necessario definir multiconjuntos.

Defini¢ao 1.3.13 (multiconjunto). Um multiconjunto é um conjunto onde se
admite repeticdo de elementos. |

Exemplo 1.3.14. {a,b,b, ¢, d,d,d} é um multiconjunto, contendo um elemento
a, dois bs, um c e trés ds. ®
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Exemplo 1.3.15. Os fatores primos de um ndmero inteiro sdo naturalmente
representados por multiconjuntos: 600 = 23(3)52, e os fatores pretencem ao
multiconjunto

{27 27 27 3a 57 5}7
ja incluida a multiplicidade de cada fator. ()

Proposicdo 1.3.4. Seja A um conjunto tal que |A| = n. A quantidade de
submulticonjuntos (que ndo sio ordenados e admitem elementos repetidos)
T1,T9,...,Tk, com k <neondez; €A,é

()-C)

Exemplo 1.3.16. Jogamos trés dados, e queremos saber a probabilidade de
exatamente dois deles serem iguais a dois.
O evento que definimos é

A={{1,2,2},{2,2,3},{2,2,4}{2,2,5},{2,2,6} }.

O tamanho do espaco amostral é

()=

8!
~ 3I5!
(8)(7)(6)
3!
= (8)(7)
56.
Assim, 4
A 5
Pr(A) = @ =5 ()

1.3.2 Espacos amostrais infinitos e discretos

E possivel atribuir probabilidades em espagos amostrais infinitos e discretos, mas
é necessario cuidado para ndo violar as restrigoes na definicdo de probabilidade.

Como exemplo, tomamos o experimento onde aguardamos uma quantidade
de dias até que um equipamento falhe. Se tentarmos atribuir uma mesma pro-
babilidade positiva para “falha no i-ésimo dia” — valendo para todos os dias, a
soma das probabilidades para todos os infinitos dias sera Z?io €, que nao con-
verge, e portanto ndo estd entre zero e um. E possivel atribuir probabilidades
de forma que as restrigoes sejam respeitadas, e que faca sentido como modelo
de um fenémeno. Por exemplo, podemos presumir que a probabilidade de fa-
lha do equipamento em um dia qualquer é 1/k, ou ainda, que aumenta a cada
dia. Nestes casos, chegaremos a uma soma que converge, poderemos calcular a
probabilidade de falha depois de algum ntmero finito de dias.
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Exemplo 1.3.17. O Exemplo descreve um experimento onde cartas de
baralho sao selecionadas, com repeticdo, até que seja obtida uma carta com
naipe vermelho.

Calculamos a probabilidade de obtermos uma carta vermelha apos tres ou
menos tentativas. Ha tres possibilidades de sucesso:

e sucesso na primeira tentativa (1/2);

o falha na primeira (1/2) e sucesso na segunda (1/2), logo com probabilidade
1/4;

o falha nas duas primeiras (1/4) e sucesso na terceira (1/2), portanto com

probabilidade 1/8.
_1, 12+ 1\* 7
P=57\2 2) T %

A probabilidade de obtermos uma carta vermelha apds mais que tres tentativas

7

[S]

1
l—p=-.
P=3 °

1.3.3 Espacgos amostrais continuos

Nao podemos usar para espacos amostrais continuos a mesma definicio que
usamos para espagos discretos. Isso porque, se cada elemento tiver uma proba-
bilidade maior que zero, violaremos as restri¢des da definicao de probabilidade
(Deﬁni(;éo7 porque poderemos encontrar alguma particao de (2 em eventos
cujas probabilidades somem mais que um. No entanto, a intui¢do nos propoe
que deve ser possivel atribuir probabilidades em espagos amostrais continuos:
se um ponto é escolhido ao acaso em um quadrado, é natural pensarmos em
atribuir ao evento “na metade superior” a probabilidade 1/2, e ao evento “na
metade inferior” também a mesma probabilidade.

O tratamento rigoroso deste problema fica fora do escopo deste texto, mas
podemos usar a seguinte abordagem: podemos atribuir a cada resultado em €
a probabilidade zero, mas a cada regiGdo uma probabilidade maior que zero —
de maneira que possamos calcular probabilidades como integrais. Se 2 é um
intervalo, podemos atribuir probabilidades positivas a intervalos com tamanho
maior que zero; se {1 est4 em R?, atribuimos probabilidades positivas a regides
com &reas maiores que zero (mas ngo a regides com area zero!)

Exemplo 1.3.18. Um ponto (z,y) é escolhido ao acaso, com z,y, € [0,2], e
presumimos equiprobabilidade: todas as regides de mesma &drea tem a mesma
probabilidade de serem escolhidos.

Estamos interessados na probabilidade deste ponto cair dentro do circulo
com centro em (1,1) e raio 1/2.
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Como presumimos equiprobabilidade, podemos atribuir probabilidades a re-
gides, de forma proporcional a drea de cada uma. A probabilidade do ponto
estar no quadrado, que é o espaco amostral inteiro, é um; a probabilidade de
estar em um retdngulo de area k é a mesma de estar em outro retdngulo de area
k. Ja a probabilidade de ser um tinico ponto especifico é zero.

Calculamos a drea do quadrado @ entre (0,0) e (2,2), e a 4drea da circunfe-
rencia C

Entao

Exemplo 1.3.19. Um ponto (z,y) é escolhido ao acaso, com z,y, € [0,2], e
presumimos equiprobabilidade.

Estamos interessados na probabilidade deste ponto cair exatamente no seg-
mento de reta que vai de (0,1) até (2,1).
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A probabilidade que buscamos é igual a zero, porque ela é dada pela drea
do segmento de reta dividida pela drea do retdngulo. Como o segmento de reta
nao tem area, a probabilidade do evento é % =0. )

Se o espago amostral é continuo, a probabilidade de um dentre dois pontos
ocorrerem é zero. De maneira mais geral, se o espaco amostral é continuo —
ndo enumerdvel — a probabilidade de qualquer subconjunto enumerdvel do espago
amostral € zero

Exemplo 1.3.20. Sorteamos um ntamero real entre zero e um. A probabilidade
desse niimero ser igual a 0.5 é zero. A probabilidade desse nimero ser um dentre
0.1,0.2,0.3,0.4,0.5 também é zero.

A probabilidade do nitimero ser um dentre 107%,1072,..., 1071900 & zero,
porque o evento é um conjunto enumeravel.

A probabilidade do ntimero sorteado ser racional é, também, zero! Isso
porque, mesmo havendo infinitos racionais entre zero e um, os racionais sao
enumeraveis, e 0 espago amostral (os reais entre zero e um) néo é. ()

Ao determinar probabilidade em geometria, dividimos o “tamanho” de even-
tos pelo “tamanho” do espago amostral. No entanto, sempre comparamos dis-
tancias com distancias; dreas com &reas; e volumes com volumes. Nao se pode
comparar, por exemplo, area com distancia. Uma maneira rapida e simples de
perceber isto é através do seguinte exemplo: se um evento é um segmento de
reta com comprimento 2m, e o espaco amostral é uma area de 4m?, a divisdo

nos daria
2m 1

Am? ~ 2m’
mas probabilidade ndo tem unidade de medida (é adimensional), e obtivemos

algo com unidade “inverso de metro”.

Exemplo 1.3.21. Sorteamos um ponto dentro de uma circunferéncia de raio
um. A probabilidade desse ponto estar exatamente sobre a circunferéncia de
raio 1/2 é zero.
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Isso porque o espago amostral é uma drea, e o evento tem &area zero (a borda da
circunferéncia de raio 1/2 tem comprimento maior que zero, mas nao area!) @

S6 faz sentido determinar probabilidades como razao entre areas quando o
espaco amostral estd em R2. Se estivermos lidando com objetos em R?, com
volume, passamos a definir probabilidade como o volume de um evento dividido
pelo volume do espago amostral. Objetos que tem drea, mas nao volume (como
parte de um plano, ou uma reta) passam a ter probabilidade zero.

Exemplo 1.3.22. Um cilindro de raio r atravessa um cubo de raio [, de forma
que o eixo do cilindro é paralelo a um dos lados do cubo. Se eu escolher um
ponto qualquer no interior do cubo, qual é a probabilidade dele estar fora do
cilindro?

O evento “fora do cilindro” ¢é igual a area do cubo menos a do cilindro, logo
a probabilidade é

=1—-n—. )

Exemplo 1.3.23. Um ponto é sorteado no interior de uma esfera. A probabili-
dade desse ponto cair em um plano qualquer que tenha intersecdo com a esfera
é zero, porque a probabilidade deve ser calculada dividindo o volume do evento
pelo volume do espago amostral. E o volume da intersecao do plano com a esfera
é zero. [

H&4 um argumento diferente que ajuda a compreender porque as probabili-
dades de pontos individuais em R (ou planos em R?) devem ser zero.

Com o propd¢sito de construir o argumento, propomos um jogo: um numero
é selecionado no intervalo [0, 1], e o jogador deve adivinhd-lo. Como o nimero é
real, adivinha-lo significa adivinhar todos os seus digitos. Note que todo niimero
real tem infinitos digitos apods a virgula — ainda que em alguns casos, eles sejam
sempre zero depois de algum ponto.

A probabilidade do jogador acertar o primeiro digito apds a virgula deve ser
1/10, porque ha finitos digitos (dez) e nenhum deles é mais provavel que outro.
Da mesma forma, para dois digitos a probabilidade deve ser 1/102, e para n
digitos, 1/10™.
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Agora suponha que tenhamos atribuido a probabilidade de acertar o niimero
todo, algum ¢ > 0. Existe algum k tal que 1/10*¥ < ¢, e isso significa que
a probabilidade de acertar k digitos seria menor do que a probabilidade de
acertar o nimero inteiro. Além de contrariar a intuigdo, isso violaria as regras
da probabilidade, porque teriamos a probabilidade de um evento A menor que
a de um evento z C A — o que seria uma contradigao.

Ainda assim, contrariando a intui¢do, o resultado de um experimento como
esse é um evento elementar com probabilidade zero, sempre! (Porque todos tem
probabilidade zero.)

1.4 O Paradoxo de Bertrand

Esta Se¢ao trata de um problema conhecido como Paradoxo de Bertrand, des-
crito por Joseph Bertrand em 1889: dependendo do método para resolugio,
solucbes diferentes podem ser encontradas. Por haver mais de uma solugdo
obtida por métodos corretos, o problema foi chamdo por Henri Poincaré de
“paradoxo”.

Em uma circunférencia ha, inscrito, um tridngulo equilatero. Se selecionar-
mos equiprovavelmente uma das cordas na circunferéncia, qual é a probabilidade
da corda ser mais longa que o lado do tridangulo? Na figura a seguir, por exemplo,
a corda é menor que o lado do tridngulo.

A seguir apresentamos trés solugoes diferentes para o problema. Em cada
uma das solugoes, selecionamos a corda usando um método diferente.

1. Duas extremidades aleatdrias: escolhemos equiprovavelmente dois
pontos na borda da circunferéncia; estes dois pontos serdo as extremi-
dades da corda.

Podemos rotacionar o triangulo dentro da circunferéncia sem modificr o
resultado (rotacionar o tridngulo ndo muda o comprimento de seus lados!)



22 CAPITULO 1. INTRODUCAO

— e portanto, podemos presumir que uma das extremidades da corda coin-
cide com um dos vértices do tridngulo. Ao escolher a segunda extremidade,
estamos escolhendo um angulo com a tangente no primeiro ponto.

Como os angulos internos do tridngulo sdo iguais a 7/3, a probabilidade
da corda sair dentro do tridngulo e interceptar o lado oposto é 1/3. Ou
ainda, uma vez que uma das extermidades é escolhida, hd somente 1/3 da
circunferéncia onde a outra pode ficar para que a corda seja maior que o
lado do tridngulo.

2. Distancia aleatéria do centro: escolha equiprovavelmente uma diregao
a partir do centro; depois, uma distancia entre a corda e o centro.

\ N

N\ /
~__

A dire¢do néao influencia no tamanho da corda; observamos portanto a
distancia escolhida. Como o lado do tridngulo divide o raio exatamente
na metade, a probabilidade da corda ficar de cada um dos lados é 1/2.
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3. Ponto médio aleatdrio: escolhemos equiprovavelmente um ponto den-
tro da circunferéncia como ponto médio da corda; este ponto determina
completamente a corda.

Para a andlise, definimos outra circunferéncia, desta vez inscrita no trian-
gulo.

N\ /
<~

A corda serd mais longa que o lado do tridngulo se o ponto médio estiver
dentro da circunferéncia menor. Como o circulo menor tem raio com
comprimento igual & metade do raio maior, a area da circunferencia menor
é 1/4 da drea da maior, e a probabilidade da corda ser maior que o lado
do tridngulo é 1.4.

As probabilidades encontradas sdo diferentes porque dependem de como a
corda é “equiprovavelmente” selecionada. Ao tentar tomar uma dentre “todas
as possiveis cordas”, tivemos que caracterizar a corda de alguma forma: por
suas extremidades, pela distdncia até o centro, ou pelo ponto médio. Acontece
que estas formas de selecdo nao sdo equivalentes. Interessantemente, as trés
formas de selecao de corda sao equivalentes a:

1. coordenadas polares das extremidades sao escolhidas equivalentes;
2. coordenadas cartesianas do ponto médio sao escolhidas equiprovavelmente;
3. coordenadas polares do ponto médio sao escolhidas equiprovavelmente.

Até mesmo uma simples troca de sistema de coordenadas (que acontece entre
os métodos 2 e 3) faz diferenga.

Bertrand comentou que a dificuldade vem de haver diferentes maneiras de
tomar amostras de um espaco amostral infinito, e como o problema ndo espe-
cifica como escolher a corda, ele ndo estd completamente especificado. Cada
solucao apresentada, ao presumir um método de selegao, completa o enunciado
do problema antes de resolvé-lo. Sao na verdade trés problemas diferentes!
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Henri Poincaré em 1912 e Edwin Jaynes em 1973 observaram que ha uma
restricao adicional que poderia ser imposta de maneira natural ao problema:
uma solucdo deve ser valida mesmo que a circunferéncia e o tridngulo passas-
sem por transformagoes Euclideanas (rotagdo, translacao e dilatagdao). Quando
esta restricao adicional é imposta, somente a segunda solugdo permanece valida.
Jaynes também mencionou que executou um experimento fisico, atirando pali-
tos em uma circunferéncia (cada palito define uma corda), chegando & mesma
conclusao. Nem sempre, no entanto, é possivel encontrar uma restri¢do natu-
ral como a que Poincaré e Jaynes identificaram para resolver ambiguidades na
especificacao de problemas.

1.5 Pequeno exemplo do Método Probabilistico

E possivel usar Probabilidade para demonstrar fatos que nio tem relacio com
nao-determinismo. No Capitulo [4, mostraremos que é possivel provar que a
soma dos dngulos internos de um triangulo é igual a 7, usando um argumento
probabilistico — mesmo nao havendo nada de aleatério ou nao-deterministico a
respeito desses dngulos! Esse tipo de raciocinio é chamado de método probabi-
listico, usado em Combinatéria moderna.

Para um exemplo do método probabilistico, detalharemos uma demonstracao
de um fato béasico da Teoria de Ramsey. Precisaremos de algumas defini¢oes:
grafo, clique e conjunto independente, além da definicdo de nimero de Ramsey.

Definicao 1.5.1 (grafo simples). Um grafo simples G é um par (V, E), onde
V é um conjunto de vértices e F é um conjunto de pares nao-ordenados de
vértices.

Um grafo é completo se cada vértice estd conectado com todos os outros
por arestas. O grafo completo com n vértices é denotado por K, <

Exemplo 1.5.2. A figura a seguir mostra um grafo com cinco vértices.

d

e

A descrigao textual deste grafo é dada a seguir.
V ={a,b,c,d, e}

o [ e fad e,
{d,c} {e,c} '
Definicao 1.5.3 (clique). Uma clique em um grafo G é um subgrafo completo

de G (ou seja, um subgrafo de G onde cada vértice estd conectado com todos
0s outros). <
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Exemplo 1.5.4. Os dois grafos a segiur sdo K3 e K4, grafos completos; quando
estiverem presentes em outros grafos maiores, diremos que sao cliques de tama-
nho 3 e 4.

Exemplo 1.5.5. O grafo a seguir contém uma clique de tamanho 3, formada
pelos vértices b, ¢, e; cinco cliques de tamanho dois, formadas pelos conjuntos de
vértices {a,b}, {b,c}, {c,d}, {b,e}, {c, e}, e cinco cliques de tamanho um, {a},

{o}, {c}, {d}, {e}-

b Cc

SY )
IS )

Defini¢do 1.5.6 (conjunto independente). Um conjunto independente em
um grafo G é um subgrafo de G onde ndo ha arestas. <

Exemplo 1.5.7. O grafo do Exemplo[L.5.5|tem alguns conjuntos independentes:
{a,e,d}, {a,c}, {b,d}, {a,e}, {e,d} e {a,d}, além, claro, dos vértices isolados
{a}, {b}, {c}, {d}, {e} e o conjunto vazio {}. As figuras a seguir ilustram os
conjuntos independentes.

ec Qe
L S R ® o @& N .
a b ¢ d a b ¢ d
e ec
rrrrrrrrrrr @ M@ @B
a b ¢ d a b ¢ d
ec e
rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr e o T v @
a b ¢ d a b ¢ d
e e
® @ @ 0 @ - ‘ ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
a b ¢ d a b ¢ d
e e
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, . @



26 CAPITULO 1. INTRODUCAO

Exemplo 1.5.8. O seguinte grafo tem um conjunto independente de tamanho
4 (ndo h4 aresta entre os vértices a,c,e, f); alguns de tamanho 3 (a,c, e, por
exemplo); e outros de tamanho 2 (b, d, por exemplo).

a
b c d
€ /

Definigdo 1.5.9. O nimero de Ramsey, denotado R(k,t), é o menor n tal
que um grafo com n vértices necessaraimente tem uma clique de tamanho k ou
um conjunto independente de tamanho ¢.

Os nimeros R(k, k) sdo chamados de ndmeros de Ramsey diagonais. <«

Exemplo 1.5.10. Claramente, R(1,k) = R(k,1) = 1. Qualquer grafo, tendo
um tnico vértice v, terd também uma clique de tamanho um (composta por v
sozinho), e também um conjunto independente de tamanho um (o préprio v,
novamente).

Outro fato simples é R(2,n) = n. Um grafo com n ou mais vértices tem
necessariamente uma aresta (clique de tamanho dois) ou ele ndo tem aresta
nenhuma. Mas, se ndo tem aresta nenhuma, deve entdo ter um conjunto in-
dependente de tamanho n (porque tem n ou mais vértices, e nenhuma aresta
entre eles). Com menos de n vértices ndo podemos ter conjunto independente
de tamanho n, e ndo podemos garantir que um grafo qualquer de tamanho n
terd arestas, portanto o nimero de Ramsey R(2,n) — a quantidade minima de
vértices que faz com que o grafo necessariamente tenha uma clique Ko ou um
conjunto independente de tamanho n, é n. ()

Exemplo 1.5.11. Outros nimeros de Ramsey sdo mais dificeis de determinar.
E possivel provar, por exemplo, que R(3,3) =6 ¢ R(4,4) = 18. °

Lema 1.5.1. Seja k > 2 um inteiro, e n < 2¥/2-1. Seja também G um grafo com
n vértices. Entao a probabilidade de G ter uma clique ou conjunto independente
de tamanho n é estritamente menor que um.

Demonstracio. Crie um grafo G com n vértices, incluindo arestas aleatoria-
mente (cada aresta tem probabilidade 1/2 de ser escolhida.
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A probabilidade de um subgrafo de G com k vértices ser uma clique é

()E)-6)

(g)vezes

porque cada aresta tem probabilidade 1/2 de ser escolhida. O mesmo vale para
a probabilidade de G ser um conjunto independente de tamanho k. Assim, a
probabilidade de G ser um conjunto independente ou uma clique de tamanho k

¢ 1
2 ——) =210,
(2(5))

A quantidade de subgrafos de G com k vértices é (Z), logo a probabilidade de
haver alguma clique ou conjunto independente de tamanho k£ em G é

(”)21—(’;) < nkol-(5)

k
= (210%2 ”) kgl— (5)
_ oklogyngl—(5)
_ oklogy nt1—(3)

— 2k log, n+1—(k’(k—1)/2)-

Verificamos para quais k este valor é estritamente menor que um:

2k logy n4+1—(k(k—1)/2) <1

klogon+1—(k(k—1)/2) <0 (logy(1) = 0)
klog, (2’“/2*1> +1<(k(k—1)/2) (maior n possivel)
k(k—2
% F1< (k- 1)/2),
o que ¢ verdade para todo k > 2. |

Teorema 1.5.12. R(k, k) > 2F/2-1,

Demonstracio. Como a probabilidade calculada no Lema [1.5.1] é estritamente
menor que um, deve necessariamente haver algum grafo com n = 28/2=1 vértices
que nao tem clique nem conjunto independente de tamanho k.

Quanto aos grafos com menos que n vértices, sem cliques ou conjuntos inde-
pendentes de tamanho k, estes podem ser naturalmente obtidos dos grafos de
tamanho n que também sao livres dessas cliques e conjuntos independentes, por
remocao de vértices.

Como néo garantimos que grafos com mais que 25/2=1 vértices tem neces-
sariamente cliques ou conjuntos independentes de tamanho k, podemos dizer
somente que R(k, k) é maior que 2¢/2~1 (mas ndo igual). |
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Exercicios
Ex. 1 — Se A e B sio eventos mutuamente excludentes, entido A e B também
sao?

Ex. 2 — Prove o Coroléario [.2.1]
Ex. 3 — Prove o Corolario [1.2.21

Ex. 4 — Em uma urna hd 5 bolas brancas e 7 bolas pretas. Sorteiam-se 3
bolas. Qual é a probabilidade de serem sorteadas mais bolas pretas do que
brancas?

Ex. 5 — Sortearei equiprovavelmente trés ntimeros inteiros, a, b e ¢, todos
entre zero e 999, e calcularei seu produto, k = abc. Calcule:
1. Pr[k=0].

2. Prlk =1].
3. Pr[k = 2n] (probabilidade de k ser par).
4. Pr[k = 3n] (probabilidade de k ser divisivel por 3).

Ex. 6 — No Exercicio sorteamos um k, que pode estar entre 0 e 9993,
Usando aquele método, estaremos escolhendo todos os valores possiveis equi-
provavelmente?

Ex. 7 — Sorteamos uma matriz 2 X 2, da seguinte maneira: cada valor na
matriz vale 1 ou 0 com probabilidade 1/2.

1. Qual é a probabilidade desta martiz nao ter inversa?

2. E se a probabilidade de cada valor ser 1 for 1/3?

3. E se a matriz for 3 x 37

Ex. 8 — Um robd estd em um andar de um edificio, representado como um
labirinto. O robé consegue se mover em quatro diregdes (N, .S, L, O), e tem sen-
sores que ajudam a identificar paredes, também nas quatro direcdes. Ele tem o
mapa do andar, mas nao sabe onde esta.




29

Se o robs usa o sensor na dire¢do Norte e percebe que ha uma parede, qual é
a probabilidade dele estar em alguma local com coordenada numérica maior ou
igual a 3 (ou seja, de estar na metade superior do mapa)?

Ex. 9 — Em um lote de vinte produtos ha dois com defeito. Podemos trata-
los como distintos, porque todos tem nimero de série. Selecionamos dois deles
ao acaso, sem reposi¢do. Calcule a probabilidade de termos obtido

1. nenhum deles com defeito;
2. pelo menos um com defeito;

3. os dois com defeito.

Ex. 10 — Se dispusermos oito torres aleatoriamente em um tabuleiro de xa-
drez, qual é a probabilidade de nenhuma delas atacar alguma outra?

Ex. 11 — Se posicionarmos duas rainhas aleatoriamente em um tabuleiro de
xadrez, qual é a probabilidade delas néo se atacarem?

Ex. 12 — [ Este raciocinio estd, de fato, nos fundamentos da Crip-
tografia contemporéanea |

Um sistema informatizado estd protegido por uma chave secreta, que é uma
sequéncia de 128 bits. Um atacante nao autorizado teria que adivinhar os 128
bits corretos para conseguir acesso ao sistema.

1. Determine a probabilidade de um atacante conseguir acesso ao sistema.
Presuma que, nao sabendo a chave, ele escolherda uma completamente ao
acaso.

2. Se decidirmos que a chave atual ndo é segura, podemos escolher algum
outro nimero n para o tamanho da chave. Determine a funcéo que da a
probabilidade de sucesso de um atacante, tendo n como pardmetro (ou
seja, f(n) = Pr(A), onde A é o evento “ataque com sucesso”.

Ex. 13 — Um banco exige, para acesso em caixas eletronicos, que o cliente
escolha corretamente trés codigos de um conjunto de vinte possiveis codigos. Um
analista do banco decidiu que a sequéncia de codigos de um cliente nao pode ter
codigos repetidos. Determine a probabilidade de um atacante descobrir o cédigo
de um cliente tentando uma sequéncia ao acaso, (i) sem a restricdo imposta pelo
analista e (ii) com a restricao.

Ex. 14 — Refaca o Exemplo [1.3.10

1. trocando o sistema que permite somente ntimeros por um sistema que
também permite letras (sem distingdo entre maidsculas e minisculas);

2. mantendo somente nimeros nas senhas possiveis, mas permitindo repe-
ticoes (ou seja, presuma que o atacante ndo conseguiu obter essa infor-
macao do usudrio);

Ex. 15 — Selecionaremos aleatoriamente & nimeros inteiros distintos entre 1
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e n. Qual é a probabilidade do maior niimero ser igual a m (com m < n)?

Ex. 16 — Um usudrio esqueceu o ultimo digito de sua senha para acesso a
um sistema. Ele tentard digitos diferentes, escolhidos ao acaso, mas s pode
tentar trés vezes. Qual é sua probabilidade de sucesso?

Ex. 17 — (AHSMEﬂ 1990) Sorteie equiprovavelmente um nimero a entre 1
e 100; depois sorteie um ndmero b, também equiprovavelmente entre 1 e 100.
Qual é a probabilidade do digito menos significativo de 3*7° ser igual a oito?

Ex. 18 — Seleciono aleatoriamente um ponto em uma circunferéncia.

1. Qual é a probabilidade do ponto estar mais préximo do centro que da
borda?

2. Refaga o exercicio, com uma esfera ao invés de circunferéncia.

Ex. 19 — Ao programar um jogo eletronico de futebol, darei trés opgoes ao
usuério: (i) que ele escolha a posicio dos seus jogadores; (i) que as posig¢oes
sejam dadas por algum esquema pré-determinado; ou (iii) que os jogadores sejam
dispostos aleatoriamente no seu lado do campo, sendo que somente o goleiro é
posicoinado dentro da pequena &drea (os outros ficam fora dela).

Se o jogador escolher a opcao (iii), e eu tratar os jogadores como se fossem
pontos,
1. qual é a probabilidade de pelo menos um jogador ser posto dentro da
area central?
2. pelo menos dois jogadores dentro da area central?
3. e para n jogadores?

Para referénciaﬂ

3 Americal High School Mathematics Examination
4As regras oficiais permitem que a largura do campo fique entre 45m e 90m, e que o
comprimento fique entre 90m e 120m.
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e A drea central é uma circunferéncia com raio igual a 9.15m;

e A largura do campo é 60m;
e O comprimeto do campo é 100m;
o A distancia entre as traves do gol é de 7.32m;

o A distancia da trave, indo na direcdo da lateral, até o final da pe-
quena area, é 5.5m;

¢ A distancia da trave, indo para a frente, até o final da pequena éarea,
também é 5.5m

Ex. 20 — Refaga o Exercicio [19| considerando que cada jogador ocupard uma
area equivalente a 50cm? na tela, e que nao deve ser possivel dois jogadores
ocuparem o mesmo espaco. Ignore a possibilidade de um jogador ocupar uma
regido que cruze a fronteira da drea central. Suponha também que as dreas dos
jogadores podem ser “arranjadas” de forma ﬂexiveﬂ (eles ndo tem forma fixa).

Ex. 21 — Um muro de 20m se estende de um ponto A até C, passando por
B, que fica a 5m de A.

4 b ¢
I I |

5m 15m
Uma camera de vigilancia fica continuamente se movendo, de forma que seu
foco vai de A até C e de volta para C, com velocidade uniforme de 3m/s.
Um rob6 invasor serd jogado por cima do muro, no ponto B, e tentard chegar
até C' sem ser notado; este robd anda com velocidade de 2m/s.
Qual é a probabilidade do robd ser pego pela camera?

58e, por exemplo, exigissemos que os jogadores tivessem forma, de circunferéncia,o problema
ficaria diferente, e mais dificil.

: 60
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Ex. 22 — Sorteamos trés nimeros reais entre zero e dez. Qual é a probabili-
dade da soma dos quadrados dos nimeros ser menor que 107

Ex. 23 — Se hé 23 pessoas em uma sala, qual é a probabilidade de 2 delas ou
mais fazerem aniversdrio na mesma data? (Ignore anos bissextos, e presumaﬁ
que nascimentos sao distribuidos equiprovavelmente nos dias do ano.)

Ex. 24 — Seja f(z) = ax?® + bz + ¢ uma fungdo quadréitica com duas rafzes

reais, e a < 0. Seja R o menor retangulo que contém a parte positiva do grafico

de f. Se escolhermos um ponto ao acaso neste retangulo, qual a probabilidade

dele estar abaixo da pardbola descrita por f?
T T T

[ \

Ex. 25 — Um nimero real a é escolhido uniformemente no intervalo [0, 1].
Considere duas funcdes reais, = e z2. Sejam:

¢ A a &drea formada pelos pontos com coordenada vertical acima de zero e
abaixo de x2; e coordenada horizontal & direita do zero e & esquerda de .

e B a 4rea formada pelos pontos com coordenada vertical acima de z2 e
abaixo de z; e coordenada horizontal & direita do zero e a esquerda de a.

1

Determine Pr[A > BJ.

SIncorretamente! Na verdade, hd meses com mais e com menos nascimentos.
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Ex. 26 — Demonstre a Proposi¢ao 2:2.2]

Ex. 27 — Suponha que 75 pontos sejam escolhidos aleatoriamente no plano,
de forma que nao haja, dentre estes pontos, conjuntos de trés pontos coplanares.
Prove que, se esclhermos trés desses pontos ao acaso, a probabilidade deles
formarem um triangulo acutdngulo é no mdximo 0.7.

Ex. 28 — (Isabella@ Selecione equiprovavelmente uma funcao qualquer com
dominio [0,1] e contradominio [—a,+a], com a € R. Qual é a probabilidade
dessa funcao ser crescente?

+a

f foi escolhida
= —, aleatoriamente dentre
= / todas as fungoes reais

de [0,1] em [—a, +a]

X

Dica: inspire-se na soma de Riemann.

7Adaptado. A pergunta feita pela Isabella em aula é mais dificil (ela perguntou de uma
fungdo qualquer; neste exercicio, a fungao é limitada).
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EXERCICIOS



Capitulo 2

Probabilidade Condicional e
Independéncia

2.1 Probabilidade Condicional

Antes de definir probabilidade condicional, damos dois exemplos.

Exemplo 2.1.1. No Exemplo[1.1.4] jogamos dois dados diferentes, um vermelho
e um branco. Podemos definir naquele espaco amostral os eventos:

e A: “dado vermelho par”
¢ B: “dado branco impar”

¢ C: “soma dos dois niimeros é maior que 10”

Claramente,
1
Pr(A) = =
HA) = 5,
1
Pr(B) = =
1(B) = 3,
3 1
P =—=—.
(O =36 = 12

Ao calcular Pr(C'), observamos que uma soma maior que dez sé é possivel
com resultados (5,6), (6,5), (6,6) — tres possibilidades no espaco amostral com
36 elementos.

Agora tentamos calcular a probabilidade de C, dado que A ocorreu. Como
presumimos que A ocorreu, comegamos descartando 2\ A, e chamamos A de
espago amostral reduzido.
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Mas neste espago amostral reduzido (com 18 elementos) temos duas possibili-
dades, (6,5), (6,6), com o primeiro dado par. Logo,

2 1

diferente de Pr(C).

As figuras a seguir ilustram a probabilidade de C' (com relagdo a Q) e
Pr(C|A) onde tratamos A como espago amostral reduzido.

Q

A partir da ilustragdo, a intuicdo indica que o que queremos é, para espacos
amostrais finitos, (JAN C|)/|A| — mas deveremos estabelecer isto mais adiante.
L

Se repetirmos o experimento do exemplo poderemos calcular a frequén-
cia relativa dos eventos. Nossa defini¢cdo de probabilidade foi construida a partir
das propriedades da frequéncia relativa, e faremos o mesmo para chegar a defi-
nicao de probabilidade condicional.

Suponha que o experimento do exemplo[2.1.1]seja repetido n vezes. Sabemos
que para determinar a frequéncia relativa dos eventos, basta calcular o niimero
de vezes que ocorrem e dividir pelo nimero de repeticdes do experimento.

Para calcular a probabilidade de C, dado que A aconteceu, olhamos para
as repeticoes do experimento, descartamos os casos em que A nao acontece, e
temos um novo espago amostral (onde A sempre ocorre, portanto o evento “A e

C7 é o mesmo que “C”). Neste espaco amostral, contabilizamos as ocorréncias
de “A e C”, e dividimos por |A|:

flend) _flen4) (@)
f(4) 4 \n
_fen4) n_

- on f(A)

Quando n — 0o, denotando por “rgj4” a frequéncia relativa de C' dado que A
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ocorreu,
b FCNA) n
= lim —————
e Ty
1
=TrcnA —
TA
_Tcna
rA '

Definiremos, portanto, probabilidade condicional de B, dado que A cocorreu,
como a razdo entre Pr(AN B) e Pr(A)

Definicao 2.1.2 (probabilidade condicional). Sejam A e B dois eventos em um
mesmo espaco amostral. A probabilidade do evento B ter ocorrido, dado que
A ocorreu, é chamada de probabilidade condicional de A dado B, denotada
Pr(BJ|A), e definida a seguir.

Pr(AN B)
Pr(B|A) = Wa
desde que P(A) # 0. <
Definimos Pr(B|A) usando as probabilidades de A e de AN B, e nao as car-
dinalidades dos eventos. A defini¢do usando cardinalidade, Pr(B|A) = |A‘2‘B|,

funciona para espagos amostrais finitos, mas nao para os infinitos (discretos ou
continuos), porque as cardinalidades podem ser infinitas. Ainda assim, obser-
vamos que, em espagos finitos,

Pr(An B)

Pr(BIA) = =5

= Pr(AﬂB)Pr(A)

el

Exemplo 2.1.3. Em um lote com 80 pegas ha 20 com defeito. Se selecionarmos
duas, uma de cada vez,

e a probabilidade da primeira ser defeituosa é

20 1

e a probabilidade da segunda peca ser defeituosa, dado que a primeira jd
foi selecionada, e tem defeito, é
19

1
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Ao calcular a segunda probabilidade, Pr(B|A), tinhamos dezenove itens defei-
tuosos restantes (porque o primeiro ji era um dos itens com defeito), dentre
noventa e nove (porque um jé foi selecionado). ()

Exemplo 2.1.4. Suponha que queiramos determinar a probabilidade de, ao
selecionar duas cartas de um baralho, as duas serem de naipe vermelho ({ ou
Q©). Denotaremos

e p = probabilidade do naipe da primeira carta ser vermelho.
e ¢ = probabilidade do naipe da segunda carta ser vermelho.

As probabilidades serdo diferentes, dependendo de retirarmos as cartas com ou
sem reposicao.

Com reposigao, nos dois casos retiramos alguma carta de um baralho com-
pleto, e metade das cartas tem naipe vermelho, logo p =1/2 e ¢ =1/2.

Sem reposicdo, a probabilidade para a primeira carta é igual a calculada

para o caso com reposicao,

%6 1
P=5 =

No entanto, ao retirarmos a segunda carta, temos dois fatos importantes:
e 0 baralho tem uma carta a menos

¢ a quantidade de cartas vermelhas que permaneceram no baralho depende
da primeira carta ter ou nao o naipe vermelho

Se a primeira carta tem o naipe vermelho, sobram 25 cartas vermelhas no

baralho, logo

25
= — =0.4901
1= 0.49019

Se a primeira carta era preta, entdo sobram todas as 26 vermelhas no baralho,

portanto

26
q= 7 = 0.50080

O espaco amostral é

(Ad, AR), (A, AB), (Ad, AD), (A, AD),
0 _

(KO, K&), (KO, KM), (KO, KQ), (KO, KO)

O evento “primeiro naipe vermelho” é A, contendo os pares ordenados onde o
naipe do primeiro elemento é vermelho.

26 1
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O evento “segundo naipe vermelho” é B, contendo os pares ordenados onde o
naipe do segundo elemento é vermelho.
26 1
Pr(B)= — =-.
52 2
Se quisermos determinar a probabilidade do segundo naipe ser vermelho, dado
que o primeiro é,

e 0 Novo espaco amostral contém somente os eventos com o primeiro naipe
vermelho — ou seja, é igual a A. Dizemos que este é o espagco amostral
reduzido

e 0 evento que queremos é aquele em que os dois naipes sdo vermelhos (o
segundo vermelho, dado que o primeiro é). Este evento é AN B. )

O proéximo exemplo ilustra um ponto bastante importante: a probabilidade
de um evento depende de detalhes da definicdo do experimento.

Exemplo 2.1.5. Alguém joga duas moedas diferentes (uma de $0,50 e uma de
$1) e nos diz que “o resultado, para pelo menos uma delas, é cara”. Dado que
sabemos isso, qual é a probabilidade das duas moedas terem caido com a face
“cara” para cima?

H4 quatro resultados possiveis, coroa/coroa, coroa/cara, cara/coroa, cara/-
cara. Sabemos que um deles (coroa/coroa) é impossivel, portanto a probabili-
dade é 1/3.

E se nos for dito que “para a moeda de $0,50, o resultado é cara”?

Esta situagéo é diferente da anterior. As moedas sdo diferentes, e sabemos
o resultado para uma delas. A resposta d pergunta feita sé depende da outra
moeda, para a qual s6 hd duas possibilidades, cara ou coroa. A probabilidade
é, portanto, 1/2.

As duas probabilidades sao diferentes, porque os experimentos sao diferentes,
apesar de parecerem ser iguais. °

A definicdo de probabilidade condicional estd de acordo com a definigao de
probabilidade (ou seja, da maneir aque definimos, “probabilidade condicional”
é, também, probabilidade):

e« 0<Pr(4|B) <1

o Pr(QA) = 1;

o Se A1 N Ay =10, entdo Pr(A; U A3|B) = Pr(A;|B) + Pr(A42|B);
o Se A;NA; =0. entdo Pr(UA;|B) = > Pr(A;|B).

2.2 Independéncia

Em geral, Pr(B) # Pr(B|A), a nfo ser quando os eventos A e B sido indepen-
dentes.
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Definicao 2.2.1 (eventos independentes). Dois eventos A, B C () sdo inde-
pendentes se e somente se Pr(A N B) = Pr(A) Pr(B). <

Exemplo 2.2.2. Jogamos dois dados distintos e registramos o resultado.
Sejam A B, C' os eventos:

e A = o valor do primeiro dado é par;
¢ B = o valor do segundo dado ¢ par;

e C = o valor do primeiro dado é maior que o do segundo.

Claramente,
1
Pr(A) = =
HA) = 5.
1
Pr(B) = -
HB) = .
15 5
ANB=1{2,4,6} x {2,4,6}, e portanto tem 9 elementos. Assim,
9 1
Pr(ANB)= — = —.
HANB) =35 = 1
Vemos que

Pr(A) Pr(B) = <;) (;) — Pr(AN B),

e os eventos A e B sdo independentes.
Ha& sete casos em que o primeiro valor é par e maior que o segundo, logo

7
Pr(ANnC) = —.
Mas como ) . .
os eventos A e C' nao sdo independentes. o

Exemplo 2.2.3. O Exemplo|[I.3.6]descreve um experimento em que uma moeda
e um dado sao jogados, e pede a probabilidade de se obter cara na moeda e uma
face par no dado.

Se presumirmos que os lancamentos da moeda e do dado sdao independentes
(o que parece bastante razodvel), podemos calcular as probabilidades individu-
almente:

Pr(CARA) =
Pr(PAR) =

portanto

Pr(CARAN PAR) = (;)
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Exemplo 2.2.4. Escolhemos ao acaso um ponto no quadrado entre (0,0) e
(1,1). O espago amostral é Q = {(z,y) : x,y € [0,1]}. Definimos tres eventos,
A contendo os pontos na metade superior; B contendo os eventos na metade da
esquerda; e C' contendo os pontos no quadrado entre (0,0) e (0.5,0.5):

A={(z,y) : 2 €0,1],y € [0.5,1]},
B ={(z,y) : z€]0,0.5],y €[0,1]},
C={(z,y) : = €[0,05],y € [0,0.5]}.

Podemos determinar as probabilidades por simples inspe¢ao das figuras.

A B C

1 1 1

Pr(4) =5 Pr(B) = 3 Pr(C) = ;

Agora verificamos:
1 _ 1
Pr(ANB) = 7, Pr(AncC) =0, Pr(BNC) = 7.
1

Pr(A) Pr(B) = i, PrA)PHC) =32 py(B)Pr(C) = %

Os eventos A e B sdo independentes; ja os outros pares de eventos, A com C e
B com C, ndo sdo independentes. )

Proposigao 2.2.1. A e B sdo independentes se e somente se

P(A|B) =Pr(A), e
P(B|A) = Pr(B).

Exemplo 2.2.5. No exemplo temos

Pr(AlB) =5, Pr(BlA)=g, Pr4IC)=0,  Px(BIC) =1,
Pr(C]4) = 0. 1
Pr(A) = 2, Pr(B) = L, Pr(CIB) = 5-

2 2

Novamente concluimos que A e B sao independentes. Os outros pares de ev-
nentos, nao. [
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Se A e B sao independentes, a ocorrencia de B nao deve ter efeito sobre a
ocorréncia de A; logo, A e B devem também ser independentes. Isso é aformado
na Proposigao A demonstragdo com rigor é pedida no Exercicio

Proposicao 2.2.2. A e B sio eventos independentes se e somente se A e B sdo
independentes.

Exemplo 2.2.6. No Exemplo A e B sao independentes. Também sdo
independentes A e B. Além disso, A e C sdo dependentes, asim como A e C,
como verificamos a seguir.

A B C
1 — 1 — 3
— 1 — 1
Pr(AﬂB):z7 Pr(AﬁC’):57
Pr(A) Pr(B) = i Pr(A) Pr(C) = g
Da mesma forma, pode-se verificar que B e C' sdo dependentes. o

Exemplo 2.2.7. Suponha que uma mensagem ¢é enviada por n canais indepen-
dentes, ¢1,¢o,...,¢,. Se um dos canais transmitir corretamente a mensagem,
diremos que a transmissdo aconteceu com sucesso. Cada canal consegue trans-
mitir a mensagem corretamente com probabilidade p;.

Seja C' = {c1,¢2,...¢n} 0 conjunto de canais. O espago amostral serd o
conjunto das partes de C,

@, {Cl}v {02}7 R {Cn}7

Q:P(O) _ {61.762}7{01,63},...,{C7L71,an[,7

C

onde cada resultado é o conjunto de canais que conseguiram transmitir a men-
sagem.

O evento FALHA é o conjunto vazio; o evento sucesso é todo o espago amos-
tral exceto o vazio (ou seja, P(C) \ {0}).
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A probabilidade da transmissdo ser feita com sucesso é 1 — Pr(FALHA),
onde “FALHA?” é o evento em que todos os canais falham. Como os eventos sao
independentes,

Pr(SUCESSO) = 1 — Pr(FALHA)
=1-Pr(C;NCyn---NC,)
=1-Pr(Cy)Pr(Cy)---Pr(C,).

Observamos que Pr(SUCESSO) ndo é igual a Pr(C;) + Pr(Cs) + - -- + Pr(C)),
porque os eventos ndo sao mutuamente exclusivos! [ ]

2.3 Teoremas da probabilidade total e de Bayes

O Teorema da Probabilidade Total é uma afirmacgao simples a respeito de pro-
babailidade condicional.

Teorema 2.3.1 (da probabilidade total). Se By, Bs, ..., B), sd@o uma partigdo
de , e A é um evento, entao

Pr(A) => Pr(ANB;)

— ZPr(A|Bi) Pr(B;).

K2

Demonstragio.

A=JAnB;

Pr(A) = Pr (U AN Bi>
=> Pr(ANB;).

Como Pr(B N Aj) = Pr(A;)Pr(B|4;),
Pr(A) = Pr(A|B;) Pr(B;). L

Exemplo 2.3.2. O Exemplo descreve uma situacdo em que ha vinte itens
defeituosos em um lote de oitenta, e o experimento consiste em selecionar dois
itens, um por vez.

Naquele exemplo, definimos os eventos A (primeiro item defeituoso) e B
(segundo item defeituoso), e calculamos
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Agora observamos que A e A sdo uma particio de €2, e portanto podemos
calcular a probabilidade de B:

Pr(B) = Pr(B|A) Pr(A) + Pr(B|A) Pr(A)
= () (5) + () (:)
~ 19480
—99(5)
1
=z °

Exemplo 2.3.3. Estamos estudando um virus presente em tres regices.
e na primeira regiao, o virus infecta 20% da populacao;
¢ na segunda regiao, 10%;
» na terceira regido, 15%.

As populagoes das regides sao

Ry : 10000,
Rs : 5000,
R3 : 5000

Se um paciente chega a um hospital, vindo de uma dessas regides, sem que
saibams qual delas, qual é a probabilidade dele estar infectado?

O espago amostral é composto de pares ordenados (r,a), onde r é a regido
de onde o paciente vem, e a é a presenca do virus.

Determinamos alguns eventos: A é o evento que representa o paciente in-
fectado; R;, Rs, R3 sdo os eventos representando a regiao de onde o paciente
vem.

Presumindo equiprobabilidade entre as regides (e isto pode ser muito longe
da verdade em situagoes préticas), as probabilidades do paciente ter vindo de
cada regiao sdo

10000 1
Pr(R) : 55500 = 20
5000 1
Pr(R2) : 55000 = 1
5000 1
Pr(Rs) 55000 = 1

Sabemos as probabilidades condicionais de infec¢do dada cada regido:
Pr(A|R;) = 0.20,
Pr(A|R2) = 0.10,
Pr(A|R3) = 0.15.
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Pelo Teorema de Probabilidade Total,

Pr(A) =Pr(A|Ry)P(Ry)
+ Pr(A|R2) P(Rz)

+ Pr(A|R3)P(R3)
=(0.2)(0.5) + (0.1)(0.25) + (0.15)(0.25)
=0.1625. [ )

Outra ferramenta importante relacionada a probabilidade condicional é o
Teorema de Bayes, que permite obter Pr(B|A) a partir de Pr(A|B).

Teorema 2.3.4 (de Bayes). Sejam A, By, Ba, ..., eventos em um espago amos-

tral Q). Entao
Pr(A|B;) Pr(B;)

Se B; é particao de A,
Pr(A|B;) Pr(B;)
B;|A
PO = 5 P41, Pr(B,)
Demonstragdo.
(B) = LA

Pr(4)
Pr(B;) Pr(A|B;)
~ S Pr(B) Pr(A]B)

Exemplo 2.3.5. O exemplo descreve um experimento onde dois dados
diferentes sao jogados, e trés eventos sdo definidos:

e A: “dado vermelho par”;
e B: “dado branco impar”;
e C: “soma dos dois numeros é maior que 10”.

Naquele exemplo, calculamos as probabilidades a seguir.

Pr(4) = 5.
Pr(B) = .
Pr(C) = .
Pr(C14) = 5.
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O Teorema de Bayes permite obter Pr(A|C) a partir de Pr(C|A), Pr(A) e Pr(C),
que ja temos.

Pr(C|A) Pr(A)
Pr(C)
(1/9)(1/2)
1/12
12

Pr(4|C) =

w\w»—n‘
- oo

Como o espaco amostral é finito e pequeno, poderiamos também ter observado
que Pr(A|C) é a quantidade de resultados com o primeiro valor par, dado que
a soma é maior que dez. Como

C= {(5’ 6)? (67 5)’ (676)}7
claramente Pr(A|C) = 2/3. [ )

Exemplo 2.3.6. Testes de gravidez normalmente detectam a presenga de um
horménio que s6 se pode perceber quando uma mulher estd gravida. O teste
pode falhar em detectar gravidez e dar resultado negativo (porque nao foi possi-
vel detectar o hormonio), mas se o resultado é positivo, hd a certeza da gravidez.
Suponha que um novo teste de gravidez, que usa um método diferente da
detecgdo hormonal, foi desenvolvido. Este teste foi aplicado a 145 mulheres
selecionadas aleatoriamente na populagao, com o seguinte resultado:

positivo negativo
gravida 85 5
nao gravida 10 45

i) Se uma das mulheres for selecionada ao acaso, qual é a probabilidade dela
estar gravida?

Na primeira linha contabilizamos 90 mulheres gravidas, portanto

90 18

ii) Se uma das mulheres for selecionada ao acaso, qual é a probabilidade de
seu teste ter resultado positivo?

A coluna da esquerda soma 95, e a mulher foi selecionada dentre todas as
156, logo

95 19
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iii) Se uma das mulheres for selecionada ao acaso dentre as grdvidas, qual é a
probabilidade de seu teste ter resultado positivo?

Na primeira linha ha 90 mulheres, e dentre estas, 85 tem teste positivo.

8 17
Pr(T|G) = — = — = 0.95.
r(T|G) 90 — 18 0.95
iv) Se uma das mulheres for selecionada ao acaso, e o resultado de seu teste
for positivo, qual é a probabilidade dela estar gravida?

Aqui o Teorema de Bayes pode ser usado, porque temos Pr(T|G), Pr(T)
e Pr(G):
Pr(T|G) Pr(G)
Pr(G|T) = T
 (17/18)(18/29)
— (19/29)
1729
2919
1T
19
~ 0.8947.

A rigor, neste exemplo, ndo teriamos precisado do Teorema de Bayes: Poderia-
mos ter calculado Pr(G|T) observando que ha 95 mulheres com teste positivo,
e 85 delas estao gravidas, logo

8 17

Pr(GIT)= — = —.

(GIT) 95 19
Nem sempre, no entanto, teremos um espago amostral finito e disposto em uma
tabela, como neste exemplo. )

O Exemplo mostra uma aplicagio pratica importante de probabilidade
condicional e do Teorema de Bayes. Nesse exemplo, nao explicitamos o espaco
amostral — isso é pedido no Exercicio

Exemplo 2.3.7. Suponha que um teste para um tipo especifico de tumor tenha
as seguintes caracteristicas

o A sensitividade do teste (probabilidade de resultado positivo em pacientes
que de fato desenvolveram o tumor) é 0.95;

¢ A probabilidade de falso positivo é 0.05.

Sabemos também que a probabilidade de um paciente ter desenvolvido o tumor
é 0.02.

Se o teste de um paciente tem resultado positivo, qual é a probabilidade
desse paciente ter desenvolvido o tumor?

Definimos dois eventos:
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e T: o paciente desenvolveu o tumor;
e P: o resultado do teste é positivo para o paciente.

Listamos agora as probabilidades que temos:

Pr(T) = 0.02,

Pr(T) = 0.98, (1-Pr(T))
Pr(P|T) = 0.95, (senstividade)
Pr(P|T) = 0.05. (falso positivo)

Queremos a probabilidade de tumor, dado que o resultado do teste é positivo,
Pr(T|P). Aparentemente, ndo podemos usar diretamente o Teorema de Bayes:

para caleular Pr(T'P) = P;(rT(gD)» precisariamos dePr(T N P) e Pr(P), que nao
temos — ainda.
No entanto,
Pr(T N P)
H(T1P) Pr(P)
Pr(T'n P) ~ .
- Pr(TNPUTNP) (eventos sao conjuntos!)
T
Pr(TNP
TP (TN ]rD() +mP ()T N P) (T e P sao independentes)
r r
Pr(T) Pr(P|T)

- Pr(T) Pr(P|T) + Pr(T) Pr(P[T) (definigdo de Pr(.|.))

Agora temos todos os valores necessarios. Substituimos na equacao:

(0.02)(0.95)

Pr(TIP) = (5.02)(0.95) + (0.98)(0.05)

~ 0.2794. L

2.4 Monty Hall e solucgoes “intuitivas”

O problema de Monty Hall é um interessante problema de Probabilidade, ins-
pirado no show televisivo Let’s Make a Deal, que foi ao ar pela primeira vez
em 1963. O nome do problema é uma referencia a um dos apresentadores do
programa, o Canadense-Americano Monty Hall. Este é um problema impor-
tante por ilustrar como a intuicdo pode estar, algumas vezes, completamente
equivocada.

No programa, o apresentador pede que o jogador escolha uma dentre trés
portas: atras de uma delas ha um carro, e atras das outras duas, ha dois bodes.
O jogador ganhard o prémio atras da porta que tiver escolhido.

Apés o jogador fazer sua escolha sobram duas portas — e certamente uma
delas contém um bode. Neste momento, o apresentador abre uma porta nao
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escolhida, e que contém um bode. Em seguida pergunta ao jogador se ele quer
mudar de porta, ou se mantém sua escolha.

Como o jogador tem que optar agora por duas portas, uma com o carro e
outra com um bode, poderfamos crer que a probabilidade dele ganhar é 1/2 com
qualquer das escolhas, e que nao faz diferenga trocar ou nao de porta. E esta
resposta, surpreendentemente, estd errada!

O problema é que a porta que o apresentador abre nao é independente da
escolha do jogador, e nem da posigdo do carro. Apresentamos a seguir uma
solucdo para o problema, usando probabilidade condicional e o Teorema de
Bayes.

Cada episddio do show pode ser visto como um experimento aleatério. Defina
trés varidveis aleatorias

e J, igual ao nimero da porta escolhida pelo jogador;
e (), igual ao ntimero da porta onde o carro esta;
e O, igual ao ntimero da porta aberta pelo apresentador.

Primeiro, notamos que o carro pode estar em qualquer uma das portas, com
igual probabilidade:

Pr[C =1] =Pr[C =2]=Pr[C =3] = é

Agora suponha que o jogador tenha escolhido a porta um. Calculamos a pro-
babilidade do apresentador Monty abrir a porta dois.

1
PrlO=2|J=1,C=1] = 3 (Monty pode escolher 2 ou 3)
PrjlO0=2J=1,C=2]=0 (ndo! o carro estd na 2.)
PrilO0=2|J=1,C=3]=1 (Monty nao tem escolha, abre a 2!)

Também é evidente que
Pr[C =i,J =i] = Pr[C =] Pr[J =],

porque a escolha do jogador e o local do carro sdo independentes.
Usaremos o Teorema de Bayes:

Pr(A|B,C)Pr(B,C) =Pr(A,B,C) =Pr(B|A,C)Pr(A,C),

logo
Pr(BJA,C)Pr(A,C)
Pr(B,C) '

Pr(A|B,C) =



50 EXERCICIOS
Agora calculamos a probabilidade do jogador ganhar mudando de porta, e es-
colhendo a porta 3 (a dois foi aberta).

Pr[C = 3(0 = 2,0 = 1] = r[O=2|C=3,J=1] Pr[C =3,J =1]

Prj0=2,J =1]

(1) Pr[C=3,J=1]
 Pr[0=2,J=1]
B Pr[C =3,J = 1]
~ Pr[O =2|J =1]Pr[J = 1]
_ Pri[C=3]Pr[J =1]
P[0 =2|J =1]Pr[J =1]
_(1/3))

1/2
2
=3

Em simulagoes, pode-se verificar que, quando o jogador sempre troca de
portas, e o experimento é repetido muitas vezes, ele ganha em 2/3 das vezes.
Se nunca troca de porta, ele ganha o carro em somente 1/3 das vezes.

Em um artigo na revista Decision Line, Andrew Vazsoini mencionaﬂ que
mesmo Paul Erdés, um dos mais renomados matematicos do século vinte, de-
morou a aceitar a solucao correta — e s6 considerou que estava errado apds ver
resultados de uma simulagdo em um computador.

Exercicios

Ex. 29 — Dois dados idénticos sao langados.

1. Qual é a probabilidade da soma ser par, dado que um dos dados mostrou
a face “3” para cima?

2. Qual é a probabilidade de um dos dados ter resultado par, dado que a
distancia entre os resultados é dois?

Ex. 30 — Escolha dois vetores unitérios u e v aleatoriamente em R2. Seja A
o angulo entre eles, medido de u até v no sentido anti-horario. Determine:

1. Prsen(A) 4 cos(4) > 0]
2. Prsen(A) + cos(A) > 0| sen(A) > 0]
3. Pr(sen(A) + cos(4) = 0]

4. Pr {sen(A) +cos(A)=0] A= kj}, onde k € N

5. Pr {sen(A) +cos(A)=0] A= kgr} onde k € N

Vazsonyi, Andrew (December 1998 — January 1999). “Which Door Has the Cadillac?”,
Decision Line: 17-19.
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Ex. 31 — Sortearei uma matriz A, com duas linhas e duas colunas tendo
entradas iguais a zero ou um.

1. Calcule Pr[det A # 0].

2. Calcule Pr[det A # 0 | aj1a12 = 0].
3. Calcule Prlajia;2 = 0] det A #0].
4

. Seja
T
V=
Y

um vetor com z,y € N, escolhidos aletoriamente. Qual a probabilidade
de Av ser um vetor somente com entradas pares, dado que A tem no
mdximo um zero?

Ex. 32 — 40% dos estudantes de graduacao em uma Universidade recebam
bolsa-auxilio para poderem permanecer estudando. Sabe-se que 10% destes
estudantes nao sdo do estado onde a Universidade fica (vieram de outro estado
para estudar). Se um estudante for selecionado ao acaso, qual é a probabilidade
dele ser de outro estado, e receber bolsa-auxilio?

Ex. 33 — Jogo uma moeda trés vezes. Qual é a probabilidade de no minimo
dois dos resultados serem cara, dado que no minimo um é cara?

Ex. 34 — Duas fabricas produzem o mesmo doce, no mesmo formato, mas
em sabores ligeiramente diferentes, sempre em sacos de 30 unidades.

o A fabrica A produz sacos de doce com sabores maga (10 unidades), cereja
(5 unidades), abacaxi (5 unidades), e uva (10 unidades).

o A fébrica B produz doces com sabores magéd (8 unidades), cereja (5 uni-
dades), abacaxi (5 unidades), uva (7 unidades), e morango (5 unidades).

Tenho dois pacotes, um de cada fabrica. Abro um deles e ofereco um doce a um
amigo, mas nao digo de que fabrica ele veio.

Dado que os doces sao um de cereja e um de uva, qual é a probabilidade do saco
de doces ser da fabrica A?

Ex. 35 — Uma urna tem 5 bolas vermelhas e 8 bolas brancas. Duas bolas sdo
selecionadas, uma por vez, e sem reposi¢ao. Qual é a probabilidade da primeira
bola ser vermelha, dado que a sequnda é branca?
Ex. 36 — Dois dados diferentes sao jogados. Definimos trés eventos:

¢ A = os dois dados resultam em nimeros maiores ou iguais a quatro;

¢ B = a soma dos dois ntimeros é par;

o« C' = a diferenca entre os valores dos dois nimeros é maior ou igual que
seis.

Determine, para cada par de eventos, quais sdo independentes.
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Ex. 37 — Qual é a probabilidade de uma mao de péquer (5 cartas) ser toda
de copas, dado que os naipes das cartas sao todos vermelhos?

Ex. 38 — Seis bolas s@o retiradas, sem reposi¢gdo, de uma urna onda havia
trés bolas brancas. As outras sdo azuis. Sabendo que a probabilidade das trés
bolas brancas serem retiradas é o dobro da probabilidade de nenhuma delas ser
removida, determine quantas bolas ha na urna.

Ex. 39 — No Exemplo tratamos de dois eventos diferentes, mas nao
deixamos explicito qual era o espago amostral. Proponha um espaco amostral
que poderia ter sido usado naquele exemplo.

Ex. 40 — Sejam A e B dois eventos em um espago amostral. O que se pode
dizer da relacdao entre Pr(A|B) e Pr(A), nas situagdes a seguir?

1. AnNB=10
2. ACB
3. BCA

Ex. 41 — Calcule as probabilidades de sucesso para o problema de Monty
Hall, para os casos em que o jogador sempre troca e nunca troca:

1. quatro portas (o apresentador fecha duas);

2. n > 4 portas (o apresentador fecha n — 2);

3. quatro portas (o apresentador fecha uma, e o jogador escolhe aleatoria-
mente entre as outras);

4. n > 4 (o apresentador fecha uma, e o jogador escolhe aleatoriamente
entre as outras);



Capitulo 3

Variaveis Aleatorias
Discretas

3.1 Variaveis Aleatorias

E comum que tenhamos interesse nio no resultado de um experimento, mas em
algum nimero relacionado a ele. Por exemplo, ao jogar duas moedas, o resultado
pode ser cara ou coroa, e o espago amostral mais natural que imaginamos é
Q ={(a,a), (a,b), (b,a), (b,b)}, onde a é cara e b é coroa. Mas podemos querer
medir, por exemplo, a quantidade de caras, e trabalhar com fungoes usando esta
quantidade. Uma solucdo para este problema ¢é definir uma func¢ao de €2 em um
conjunto numérico. Por exemplo, uma funcio poderia mapear

Definigdo 3.1.1 (varidvel aleatéria). Seja  um espago amostral. Uma varia-
vel aleatéria é uma funcao
X:Q—-R.

Se a quantidade de possiveis valores que X pode assumir é finita ou enumerével,
entao X é uma variavel aleatéria discreta.

Se s € Q é um possivel resultado de um experimento, X (s) é um ndimero
real. Usaremos a notagio “X” ao invés de “X(s)”, porque nos interessam mais
os valores que X (s) pode ter, e menos quem era o resultado s. <

Exemplo 3.1.2. Em um experimento onde dois dados distintos sao jogados,
determinamos o espaco amostral

Q={(1,1),(1,2),...,(6,6)}.

53
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Podemos definir a variavel aleatéria S, que da a soma dos dois valores obtidos:
S(a,b)=a+b

Definimos outra varidvel aleatéria D, que determina o valor absoluto da dife-
renca entre os dois valores obtidos nos dados:

D(a,b) = |a — b
Os possiveis valores de D sdo
Rp ={0,1,2,3,4,5}.

Podemos definir um evento contendo os resultados onde a diferenca é zero,
Dy = {(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(6,6)}. A probabilidade do evento Dy é
a probabilidade da variavel aleatoria D ser igual a zero. Usamos a notagdo
Pr[D = 0].

6 1

Pr(Do) = Pr[D = 0] = g = ¢ )

Cada valor que uma variavel aleatéria pode assumir tem uma probabilidade;
se somarmos todos os valores possiveis, estaremos calculando a probabilidade
da variavel assumir “um de todos os seus possiveis valores” — o que é claramente
igual a um.

Podemos fazer uma analogia com uma quantidade de massa igual a um, que
distribuimos entre os valores da varidvel: se, por exemplo, X é +1 quando uma
moeda resulta em cara, e —1 quando resulta em coroa, e a moeda é honesta,
imaginamos que a massa de probabilidade é dividida igualmente para os casos
em que X = +1 e X = —1. Por convencdo, a massa disponivel é um, portanto
PriX =+1]=1/2ePr[X = -1] =1/2.

Defini¢do 3.1.3 (fungdo de massa de probabilidade). A funcdo de massa
de probabilidade de uma varidvel aleatéria discreta é uma funcao que da a
probabilidade dessa varidvel ser igual a um dado valor. <

A préxima figura ilustra os conceitos de varidvel aleatéria e funcao de massa
de probabilidade. Um resultado do experimento, s € (), é mapeado em um
nimero real pela varidvel aleatéria (fungdo) X. Depois, a fungdo de massa de
probabilidade atribui alguma quantidade entre 0 e 1 para a probabilidade de X
assumir o valor X (s). Na figura, s €  pode ser qualquer objeto; ja X (s) é um
ndmero real, e Pr[X(s)] é um real entre zero e um.

Q R [0,1]
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No resto do texto, no entanto, para maior clareza de notagdo, escreveremos
simplesmente “X” e “X = 2”7 ao invés de “X(s)” e “X(s) = 27 Também
escrevemos Pr[X = k] para “a probabilidade de X (s) ser iguala k”.

Exemplo 3.1.4. No experimento onde jogamos um dado, definimos uma va-
riavel aleatéria X, que siplesmente reflete o niimero resultante.
Sendo o dado honesto,

1 1
Pr[X—l]—é Pr[X—4]—6
Pr[X — 2] — + Pr[X = 5] = -

6 6
Pr[X = 3] = ~ Pr[X = 6] =
X =3]=¢ PrlX=6]=c,

e portanto a funcio de massa de probabilidade de X é

1 1
1)=- 4) = -
fy=g  f=
1 1
2 = - —
f@=z 6=
1 1
fB=g  J0)=g
A figura a seguir ilustra esta funcao.
0.3
= 0.2 8
I
=
01 .
00 2 4 6
x

Exemplo 3.1.5. No Exemplo a varidvel aleatéria X mede a diferenca
entre os dois valores resultantes quando jogamos dois dados distintos. Para esta



56 CAPITULO 3. VARIAVEIS ALEATORIAS DISCRETAS

variavel aleatoria,

1 1
PrX =0] = £ ~0.1666  Pr[X =3] = - ~ 0.1666
1
Pr[X = 1] = 1% 02777 Pi{X =4 = 5 ~ 01111
2 1
PriX =2]=5~02222  Pr[X =5] = -5~ 0.0555,
e portanto a fungdo de massa de probabilidade de X ¢é
1 1
f(0) = g~ 0.1666 f3) = g~ 0.1666
5 1
1)=—~=0.2 4) = - ~0.1111
)= m027TT ()= 50
2 1
2) = - ~0.2222 =—=0. .
f(2) 5 0 f(5) 13 0.0555
A figura a seguir ilustra esta fungdo.
0.4
_. 0277 L] =
I 0.222 | L] N
% 0.166 |- =
&
0.111 |- =
0.055 |- T -
0 2 4 6

3.2 Distribuicoes de Probabilidade

Ja mencionamos que a probabilidade do espago amostral inteiro é um. Se o
espago amostral € for particionado em eventos disjuntos Aj, As, ..., Ag, de
forma que UA; = , teremos

Pr(A;) =Pr(Q) =1,

sendo que cada evento A; pode ter probabilidade 0 < p < 1. De maneira simpli-
ficada, uma distribuicio de probabilidade é uma descricdo da fungao que atribui
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um valor de probabilidade a cada um dos eventos. Para as varidveis discre-
tas de que tratamos neste capitulo, usamos a fun¢do de distribuicio de massa;
no Capitulo 4] uma “distribuicao” sera descrita pela funcdo de densidade da
variavel.

H4 algumas distribuices que sdo encontradas muito frequentemente, e que
portanto tem nomes — uniforme, binomial, normal, dentre outras. Neste Ca-
pitulo e no proximo descreveremos brevemente algumas delas, mas antes disso
damos, sem analise, um exemplo simples de distribuicdo “com nome”: a distri-
buicdo de Benford.

Exemplo 3.2.1 (Lei de Benford). Em 1881, o astrénomo americano Simon
Newcomb observou que o livro onde ficavam os valores de logaritmos (onde
ficavam os niimeros que comegam com um) tinhas as pdginas do inicio mais
desgastadas por uso do que as do final. Newcomb identificou que os nos nime-
ros que observava, e cujos logaritmos eram buscados, o digito inicial era mais
comumente igual a um ou a dois do que a outros digitos. Ele determinou que a
probabilidade do primeiro digito ser igual a d (com d entre 1 e 9) é

1 1+ =
0810 d .

Em 1938, Frank Benford resgatou este fato e o verificou em varios conjuntos de
dados: areas de rios, tamanhos de populagoes, constantes fisicas, e outros. Este
fenémeno é conhecido como Lei de Benford.

Dificilmente um conjunto de dados obedece perfeitamente a Lei de Benford,
mas teoricamente, podemos idealizar a distribuicio de Benford, cuja fungao de
massa é

£(d) =logy, (1 + ;) .

Assim, se D é a varidvel aleatéria que nos idica o primeiro digito de um ndmero
selecionado aleatoriamente de um conjunto de dados que segue a Lei de Benford,

Pr[D = 1] = logyo(1 + 1) = 0.301

Pr[D = 2] = log;o(1 + 1/2) = 0.176
Pr[D = 3] = log,((1+1/3) = 0.124
Pr[D = 4] = log,(1 + 1/4) = 0.096
Pr[D = 5] = log (1 + 1/5) = 0.079
Pr[D = 6] = log;,(1 + 1/6) = 0.066
Pr[D = 7] = logyo(1 + 1/7) = 0.057
Pr[D = 8] = log;o(1 +1/8) = 0.051
Pr[D = 9] = logo(1 + 1/9) = 0.045
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0.301
e

0.176

0.124
B 0.0

I%%"‘OGG

Pr[D = a]

L1

2 4 6 8 10
T

o

A distribuigao de Benford é, realmente, uma distribuicdo de massa. Lembramos

que
10810 z+logioy — xy,

e verificamos:

1
9 1 <Z?1:1 logyg <1+E>)
Z logio [ 1+ 7= log,( 10
d=1
0 1
=lo 1+ -
o]l (1+3)

=1

A Lei de Benford é usada, por exemplo, em detecgao de fraudes contdbeis (por-
que valores em conjnutos de dados contabeis normalmente seguem, de maneira
aproximada, a distribui¢do de Benford), e em detecgdo de fraudes eleitorais. @

Quando uma varidvel X aleatoria tem funcdo de distribuicio de massa
igual a uma distribuicdo conhecida D, denotamos “X ~ D”. Por exemplo,
“X ~ Benf” significa “X tem funcdo de distribuicdo de massa igual a dis-
tribuicao de Benford”; X ~ Y significa “X e Y tem a mesma distribuicdo de
massa”. O mesmo valerd também para distribuigdes continuas (que ainda néo
definimos): X ~ Ezp(0.5) significa “X tem distribui¢do exponencial com para-
metro 0.5”.

3.3 Distribuicao Acumulada

Definicao 3.3.1 (funcao de distribuigdo acumulada de probabilidade). A fun-
cao de distribui¢ao acumulada de probabilidade de uma variavel aleatoria
discreta X é a funcao tal que

Fx(xz) =Pr[X < z]. <
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Teorema 3.3.2. Se X é uma varidvel aleatoria discreta e F' sua funcgdo de
distribuicao acumulada, entao

F(z)= > Pr[X =],

r; <z

Exemplo 3.3.3. O Exemplo[3.1.4]ilustra a fungdo de massa de probabilidade, a
partir do experimento onde um tnico dado é jogado. Naquele Exemplo, uma va-
ridvel aleatéria X é definida, sendo seu valor sempre igual ao nimero resultante
quando o dado ¢ jogado.

A funcado de distribuicdo acumulada para a variavel X é

0 z€(—o00,1)

1/6 z€][1,2)
2/6 x€[2,3)
Fx(z)=4(3/6 x€]34)
4/6 x € [4,5)
5/6 x€[5,6)
1 x € [6,00)
O gréafico de Fx é mostrado a seguir.
11 —
—. 5/6 —o 8
8
I 4/6 |- —0 .
= 3/6) — .
ol
2/6 |- *—0 .
1/6 |- *—0 .
- | | |
0 2 4 6 8
x
A fungdo Fx é definida para todo ntimero real, porque a pergunta “Pr[X <
x]” faz sentido para qualquer x real. )

Exemplo 3.3.4. O Exemplo trata do experimento em que dois dados dis-
tintos sao jogados. E definida, ali, uma varidvel aleatoria X, que da a diferenca
entre os valores dos dados, e sua func¢ao de massa de probabilidade é mostrada.
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A funcao de distribuicdo acumulada para X é

0 x € (—00,0)
1/6 ~ 0.1666 e [0,1)
4/9 ~ 0.4444 €[1,2)
Fx(z) = { 2/3 ~ 0.6666 €[2,3)
5/6 ~ 0.8333 e [3,4)
17/18 ~ 0.9444 =z € [4,5)

€l

1 5, 00)
O grafico de Fx é mostrado a seguir.
T T
17/1% - —0 |
5/6 |- —o -
T 2/3 — .
XT 4/9 - —o =
N
1/6 |- —o -
- | | |
0 2 4 6 8
x

A fungdo Fx é definida para todo niimero real, porque a pergunta “Pr[X <
x]” faz sentido para qualquer x real. Y

Definigao 3.3.5 (varidvel indicadora). Uma varidvel aleatéria discreta que pode
assumir somente dois valores é chamada de variavel indicadora. |

Em geral, os valores de variaveis indicadoras sdo zero e um.

Exemplo 3.3.6. Em uma populacio de 1500 pessoas, 350 fumam. Ao definir
um experimento aleatério onde selecionamos uma pessoa e verificamos se ela é
fumante, a varidvel aleatéria F' valerd 1 se o individio selecionado é fumante, e
0 se nao é. ()

3.4 Esperancga, variancia e desvio padrao

Como uma varidvel aleatdria nos dd um valor numérico, podemos querer saber
que nimero estard mais préximo dos valores da varidvel apds muitas repeticoes.
Esse valor é a esperanca da varidvel aleatéria, a média dos valores obtidos quando
a quantidade de repeticdes do experimento tende a oc.
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Definicao 3.4.1 (esperanca de varidvel aleatéria discreta). A esperanca de
uma varidvel aleatéria discreta X é

E(X) =) aPr[X =a,
onde o somatdrio é sobre todos os valores possiveis de . |

Exemplo 3.4.2. No experimento em que uma moeda é jogada, defina a varidvel
aletéria X, que assume valor 1 quando o resultado é cara, e 0 quando o resultado
é coroa.

A esperanca de X é

E[X] =) aPr[X =1

SORE

1

3"

Se, no entanto, definirmos outra variavel, Y, que vale 1 quando o resultado
é cara e —1 quando o resultado é coroa, a esperanga sera

E[Y] = yPr[Yy =y

) ()

=0.

A esperanca depende do experimento e dos wvalores que a varidvel aleatdria
assume para cada evento — como deve ficar claro a partir dos dois casos acima.

Se definirmos outra varidvel aleatéria, Z, valendo 5 e 10 para cara e coroa,
a esperanca de Z serd 7.5. [

Exemplo 3.4.3. No Exemplo(3.1.2] definimos a varidvel aleatoria X, que dé a
diferenca entre os dois niimeros obtidos ao jogar dois dados.

Para determinar as probabilidades de cada possivel valor de X, observamos
as seguintes tabelas, que indicam, para cada par de possiveis resultados nos
dados, a diferenga entre os dois valores.
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vermelho
1 2 3 4 5 6

110 1 2 3 4 5

211 0 1 2 3 4
o
Q
312 1 0 1 2 3
B
413 2 1 0 1 2
514 3 2 1 0 1

A tabela a seguir mostra a contagem de possibilidades de ocorréncia de cada
diferenca.

diferenca n° de casos P[X =n)]
0 6 6/36 =1/6
1 10 10/36 = 5/18
2 8 8/36 = 2/9
3 6 6/36 =1/6
4 4 4/36 = 1/9
5 2 2/36 = 1/18

A esperanca dessa varidvel é

+5(1/18)
35

BT S o

Exemplo 3.4.4. No experimento em que jogamos uma moeda até obter cara,
o espago amostral é
0 = {a, 0a, 0oa, oooaq, . . .}.

A funcado de massa de probabilidade desta varidvel é
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As probabilidades foram atribuidas corretamente, porque

1
ZE:L

Jj=1

Uma variavel aleatéria que podemos definir neste espaco é a que contabiliza
quantas vezes tivemos que jogar a moeda para obter cara. Denotamos esta
variavel por X. A esperanga de X é

Para este ultimo passo, verificamos o valor da soma parcial
n
. 1 1 n+1
]:

e portanto

. (1 1 .
fim 35 () = Jim g (n 420 -2

Jj=1

=0+2+0. [

Quando o espaco amostral é infinito, a esperanca de uma variavel aleatéria
pode ser infinita, como ilustra o exemplo [3.4.5)

Exemplo 3.4.5. No exemplo definimos outra variavel aleatéria, Y, que
nos da uma fung¢ao exponencial da quantidade de jogadas feita.

Y(a) =2
Y (oa) = 2*
Y (o0a) = 2°
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A esperanca de Y é

E[Y] = Zyj PrY = y;]

= 00. (]

Se f(X) é uma funcdo f aplicada a uma varidvel aleatéria X, entdo fica bem
definida a esperanga de f(X).

Teorema 3.4.6. Se X é uma varidvel aleatoria discreta, e g uma funcao,
Elg(X)] =Y g(x:) Pr(z,).

Demonstracdo. Definimos, para o mesmo experimento, uma variavel Y que as-
sumird somente valores ¢g(z), para todo possivel valor « da varidvel X. Entao,

Pr[Y =y| = Z Pr[X = z].

z: g(x)=y
Com isso, temos
Elg(X)] = E[Y]
=Y yPr[Y =y
y

:Zy Z Pr[X = z]

z: g(z)=y
:Z Z yPr[X = z].
Yy oz g(x)=y

Mas nesta soma, para “todo valor de y”, um termo s6 serd diferente de zero
quando o y tomado no primeiro somatério for tal que g(x) = y para algum z.
Os dois somatérios estdo apenas selecionando x tal que g(z) = y, logo podemos
reescreveé-los:

E[Y] =) yPr[X =1

Elg(X)] = g(=) Y _ g(x) Pr[X = 2], n
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Exemplo 3.4.7. Em um experimento jogamos uma tnica moeda honesta, e
definimos uma variavel aleatéria:

X — 0 cara
10 coroa

E[X] = 0 (;) +10 (;) _s.

J4 a esperanca de X2 é

E[X] = 02 (;) + 107 (;) = 50.

Agora calculamos a esperanga de 2X — 1:

E[X] = [2(0) — 1] (;) +[2(10) 1] (;)
119

2 2
=9. [

A esperanca de X é

Teorema 3.4.8. A esperancga é linear: se X é uma variavel aleatéria discreta,
E[aX] = aE[X],
E[X 4+ Y] = E[X] + E[Y].
Demonstragio. Para a primeira parte, E[aX] = aE[X], usamos o Teorema
ElaX] = Zax Pr[X = z]
x

:aZxPr[sz]

= aE[X].
Para a segunda parte,

EX +Y]=) (z+y)PrX =2,V =y

= <ZxPr[X =z,Y :y]> + (ZyPr[X =z,Y :y]>
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Exemplo 3.4.9. Em um jogo, ganho o valor da diferenca entre os dados, se a
diferenca for par, e perco o valor da diferenca, se for impar.

Se eu jogar dez vezes, quanto é o valor esperado de meu ganho (que pode
ser negativo)?

Seja X; a varidvel aleatéria que dé o valor ganho na i -ésima jogada. As X;
sdo todas idénticas, e calculamos a esperanca delas. O cédlculo é semelhante ao
realizado no Exemplo[3.1.2] exceto que subtraimos os valores quando a diferenga
é fmpar.

E[Xi] =

—

2(2/9) +4(1/9)] — [1(5/18) + 3(1/6) + 5(1/18)]
19
18

1

=5

A esperanga para o valor ganho em dez rodadas é

E[X] =E[X; + X5+ --- + X0]

Il
@\oo

= E[Xl] + ]E[XQ] + -+ E[Xl()] (EH é linear)
= 10E[X] (E[X:] = E[X;])
10
6
~ —16.666,

e claramente o jogo nao é vantajoso. ()

Defini¢do 3.4.10 (varidncia de varidvel aleatéria discreta). A varidncia de
uma variavel aleatéria discreta X é

var(X) = E[(X — n)?]
onde p = E(X). <

Teorema 3.4.11. Se X é uma variavel aleatéria com esperanca igual a p, entdao
var[X] = E[X?] —

Demonstragaio.
var(X) = E[(X — p)?]
=E[X? —2uX + p?]
= E[X?] — 2uE[X] + p?
=E[X?] - 2u + u?
=E[X?] - u

Para calcular E[X?], basta obsrevar que ]E[Xz] = E[f(X)], com f(k) = k?,

e aplicar o Teorema [3.4.6
X =) a}Pr[X =
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Exemplo 3.4.12. No Exemplo a variavel aleatéria D, que dé a diferenca

entre os valores obtidos em dois dados, tem média pu = 32. A variancia de D é,

18
curiosamente,

+5%(1/18)

_(35Y
18
665

C 34
~ 2.0524691358. °

Definigdo 3.4.13 (desvio padrao).

ox =SD(X) = y/o%. <

Exemplo 3.4.14. No Exemplo [3.4.12] calculamos a varidncia de uma variavel

aleatéria D. Como var(D) = %, entao o desvio padrao dess variavel é
665
=1/ — ~ 1.4326.
op 324 3 6 o

3.5 Método Probabilistico: linearidade da espe-
ranca

Retomamos agora o método probabilistico, para desenvolver uma demonstragao
de que a soma dos angulos internos de um tridngulo é igual a 7. Na demons-
tragdo, determinamos algumas probabilidades em espagos amostrais continuos,
mas a partir delas definimos varidveis aleatorias discretas.

Exemplo 3.5.1 (Método probabilistico e linearidade da esperanca: angulos
internos de um tridngulo). Podemos usar a linearidade da esperanga para provar
que a soma dos angulos internos de um tridngulo é igual a 7 (ou 180 graus).

Considere o seguinte experimento, realizado com um tridngulo qualquer,
tendo angulos internos «, 3, y: escolha aleatoriamente uma diregao entre 0 e 2.
Projete a imagem do tridngulo em uma reta, ortogonal & direcao escolhida.

Seja X a varidvel aleatoria que indica a quantidade de vértices do tridngulo
que “desapareceram” (ou seja, ndo cafram na extremidade do segmento de reta
projetado).
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direcao )

escolhida N ' e o vértice de
e : T a “desaparece”
B p no segmento

Claramente, X s6 poderd ser zero ou um: serd zero quando a diregao for paralela
a um dos lados do tridngulo; e serd um quando nao for. Como s6 hd um nimero
finito de lados, e uma quantidade nao enumeravel de dire¢oes,

P
P

(X
(X

0] =0,
1] =1.

r
r

Assim,

E[X]=0-0+1-1=1.

Agora sejam A, B,C as varidveis que indicam quando cada um dos vértices
desaparece (A = 1 quando o vértice do Angulo « desaparece, e A = 0 se ele nao
desaparece; semelhantemente para B E C'). Tome A, por exemplo.

O vértice do dngulo « desaparece se e somente se a diregao escolhida é uma
dentre 2a possibilidades:

Como hé 2« entre 27 diregoes que fazem o vértice desaparecer, a probabili-

dade é

Prid—1]=22_2

Tor o

Observamos que a probabilidade de wm vértice desaparecer é definida em espago
continuo, mas a varidvel aleatoria A € discreta, porque sé pode valer zero ou
um.

Calculamos a esperanga de A:
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De maneira semelhante,

E[B] = B
77
E[C] = 1
i
Pela linearidade da esperanca,
A+B+C=X

E[A + B + C] = E[X]
E[A] + E[B] + E[C] = 1

o

a Ba_y
™ m ™
oa+B+y=m.

A demonstracao é valida para qualquer poligono convexo, sendo necessério ape-
nas definir uma varidvel aleatéria por vértice. )

3.6 Experimentos de Bernoulli e Distribuicao Bi-
nomial

Alguns exemplos anteriores abordaram a repeticdo de experimentos que resul-
tam em “sucesso” ou “falha”: o Exemplo onde cartas sao retiradas de um
baralho até obter um naipe vermelho; e o Exemplo [3.4.4] onde uma moeda é
jogada até se obter cara. O tipo de experimento que é repetido nesses exemplos
— onde ha somente dois resultados possiveis, com probabilidades conhecidas, é
chamado de experimento de Bernoulli.

Definicao 3.6.1 (experimento de Bernoulli). um experimento de Bernoulli
é um experimento aleatério com exatamente dois resultados possiveis, usual-
mente chamados de “sucesso” e “falha”, sendo a probabilidade de sucesso a
mesma cada vez que o experimento for repetido. |

Exemplo 3.6.2. O mais conhecido e mais simples exemplo de experimento de
Bernoulli é aquele em que uma moeda — nao necessariamente honesta — é jogada.
Associamos uma das faces com “sucesso” e a outra com “falha’. )

Exemplo 3.6.3. No Exemplo[I.1.8] cartas sdo selecionadas de um baralho, com
reposicao, até que uma seja obtida com naipe vermelho.

Aquele experimento é composto de varios experimentos menores, onde uma
carta é selecionada e seu naipe ¢ registrado. Esse experimento menor é um ex-
perimento de Bernoulli, onde tratamos “naipe vermelho” como sucesso e “naipe
preto” como falha. [

Se uma varidvel aleatoria X é definida a partir de um experimento de Ber-
noulli, e seus valores sdo 1 para sucesso, com probabilidade p, e 0 para falha,
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com probabilidade 1 — p, entdo a funcdo de massa de probabilidade de uma
distribuicao de Bernoulli é

Pr(X=1)=p
Pr(X=0)=1-p.

Além disso, a esperancga e a varidncia sdo determinadas pelo Teorema [3.6.4

Teorema 3.6.4.

Demonstracdo. Trivialmente, a esperanca é
E[X]=1p+0(1-p) =p.
Ja a variancia é
var(X) = E[X?] — E[X]?
—_ ]E[X2] _ p2
= (’p+0*(1 - p)) —p*

Corolario 3.6.1. Se X é uma varidvel de Bernoulli, entdo 0 < o, < 1/4.

Exemplo 3.6.5. Uma moeda nao honesta tem, ao ser jogada, probabilidade
0.25 de resultar em cara, e 0.75 de resultar em coroa. Se definirmos uma variavel
de Bernoulli X, onde sucesso é cara e falha é coroa, entao teremos

Pr[X =1]=0.25
Pr[X =0]=0.75
E a esperanca de X é
E[X] =0.25

J4 a varidncia de X é
ox = (0.25)(0.75) = 0.1875,
entre 0 e 0.25, como determina o Corolério [3.6.1] [

Exemplo 3.6.6. H4 uma populagao prestes a escolher o ocupante de um cargo
importante, e hé dois candidatos, A e B. Selecionaremos um individuo dessa
populacdo e consultaremos sua intengao de voto. A probabilidade dele escolher
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A é0.7, e adeescolher B é0.3. Se definirmos uma variavel aleatéria de Bernoulli
V', com sucesso sendo ao voto em A, e falha sendo voto em B, Teremos

E[V] =0.7
oy = (0.3)(0.7) = 0.21

O fato da varidncia ficar entre zero e um quarto serd importante na determinagao
de tamanho minimo de amostra para uso do Teorema central do Limite, no
Capitulo [6] ()

Uma pergunta importante sobre experimentos de Bernoulli é, “em n repeti-
¢oOes, quantos sucessos devo esperar conseguir?”.

Defini¢do 3.6.7 (distribui¢do binomial). Seja X a varidvel aleatéria que con-
tabiliza a quantidade de sucessos em uma sequéncia de n experimentos de Ber-
noulli, onde a probabilidade de sucesso é p. Dizemos que X tem distribuig¢ao
binomial com parametros (n, p). <

Se X uma varidvel binomial tem pardmetros (n,p), entdo

Pr{X = 1] = <Z>p’“<1 —p*,

A razao para o nome “binomial” fica clara ao observarmos a férmula que deter-
mina Pr[X = k], onde hé o uso dos coeficientes binomiais (7).

Quando p = 0.5, a distribuicdo binomial é simétrica. Suponha que n =6 e
p = 0.5. Entao

Pr[X =0] = <6)0 5°0.5% = (1)0.5° ~ 0.0156

Pr| = <?)0 5'0.5° = (6)0.5° ~ 0.0937
6 4 6

Pr| = 20505 (15)0.5° ~ 0.2343
6 3 6

Pr| = 30 30.5% = (20)0.5°% ~ 0.3125

Pr| = (2)0 510.5% = (15)0.5° ~ 0.2343

Pr| <§)0 550.51 = (6)0.5° ~ 0.09375

Pr[X = 6] = (6)0 550.5° = (1)0.5° =~ 0.0156

O gréafico da fungdo de massa de probabilidade é mostrado a seguir. O grafico
é simétrico ao redor da média, que neste caso é np = 6(0.5) = 3.
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Quando p é diferente de 0.5, no entanto, a distribuicao nao é simétrica. A figura
a seguir mostra o grafico da fungdo de massa de probabilidade da distribuigcdo
binomial para p = 0.7 e n = 50.
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Exemplo 3.6.8. No Experimento do Exemplo selecionamos cartas de
um baralho até que uma seja obtida com naipe vermelho.

Decrevemos o experimento de outra forma: retiramos cartas de um baralho,
com reposi¢ao, n vezes, e registramos a sequéncia de naipes. O espaco amostral é
composto por tuplas de tamanho n: se n = 7, um elemento do espaco amostral
seria (P, P, P,V,V, P, V). Simplificamos a notagio, escrevendo a tupla como
PPPVVPV. para n = 3, podemos listar o espago amostral inteiro.

Q = {PPP,PPV,PVP,PVV,VPP,VPV,VVP,VVV}.

Tendo definido n, também definimos a varidvel X que determina a quantidade de
naipes vermelhos na sequéncia de experimentos. Para n = 3, podemos enumerar
todas as possiveis sequéncias de resultados.
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X(PPP)=0 X(VPP)=1
X(PPV)=1 X(VPV)=2
X(PVP)=1 X(VVP)=2
X(PVV)=2 X(VVV)=3
Calculamos Pr[V = 2]. Como Pr(V) = Pr(P) =1/2,

Podemos, como n é pequeno, verificar que realmente, ha 3 sequéncias com dois
naipes vermelhos: VV P, VPV, PVV e a quantidade total de possiveis sequén-
cias é oito — o que confirma que Pr[X = 2] = 8. )

Exemplo 3.6.9. Suponha que no Exemplo [3.6.8| seis cartas com naipe ver-
melho tenham sido removidas do baralho antes do inicio do experimento. As
probabilidades agora sao

26 13
Pr(P)= — = — =0.52
=575 ’
22 11
Pr(V) = — = — =044
=5 %
Entao,
2 3-2
3\ /11 13
== ;) (35) (33)
(2 (1
- \625) \ 25
_3 1573
- 715625
= 0.302016,
menor que o valor calculado no Experimento [3.6.8] (0.375). °

Se X é uma variavel aleatoria com distribuicdo binomial e parametros n e
p, entdo a funcao de distribuicdo acumulada de X é dada por

L] o\ ‘
F,pk)=Pr(X <k)= Z (i)pl(l _p)ni

=0
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E possivel obter uma forma fechada para esta funcdo, mas o desenvolvimento
dela se desvia demasiadamente do escopo deste texto.

Teorema 3.6.10. A esperanca de uma variavel aleatéria X que tem distribuicao
binomial com pardmetros (n,p) é E[X] = np.

Demonstragdo. Se a distribuigao tem pardmetros (n,p), entao identificamos n
experimentos de Bernoulli, e definimos uma variavel aleatéria X para cada um
deles. X; é a variavel igual a um quando o i-ésimo experimento tem sucesso, e
zero quando o i-ésimo experimento falha. A varidvel

X=Xi+Xo+ - +X,

contabiliza, portanto, a quantidade de sucessos, e tem distribuicdo binomial com
pardmetros (n,p).
Para as variaveis X;, a esperanca é simplesmente

EX:] = (1)(p) + (0)(1 = p) =p.
A esperanca de X, portanto, é

E[X] =E[X; + Xz + -+ + X,]
=E[X1] +E[X3] + - - - + E[X,)]
=ptp+---+p=np. u
—_——
Exemplo 3.6.11. Se jogarmos quinhentas vezes uma moeda viciada, com pro-
babilidade de resultar em coroa igual a 0.4, a esperanca da quantidade de coroas

a serem obtidas é
np = 500(0.4) = 200. )

Exemplo 3.6.12. Um remédio tem efeito positivo 70% das vezes em que foi
usado em um estudo. Um hospital comeca a administrar esse medicamento em
300 pacientes.

Se usarmos o valor sugerido pelo estudo para a probabilidade de sucesso, a
esperanca da quantidade de pacientes que deve apresentar melhora é

np = 300(0.7) = 210. )

O Teorema [3.6.13[ d4 uma forma fechada para a varidncia de variaveis bino-
miais. Sua demonstragdo é pedida no Exercicio

Teorema 3.6.13. A varidncia de uma varidvel aleatéria X que tem distribuicao
binomial com pardmetros (n,p) é var(X) = np(1l — p).

Exemplo 3.6.14. O Exemplo [3.6.12 considera uma medicagdo com probabi-
lidade de sucesso 0.7 administrada em 300 pacientes, com esperanca de 210
sucessos. A varidncia serd

o? =np(1 —p) = 300(0.7)(0.3) = 63,

e o desvio padrao,
o= +V63~7.937. ]
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3.7 Poisson

Ha fendémenos que sao semelhantes a experimentos de Bernoulli, mas ao invés de
ocorrer em uma quantidade discreta e (relativamente) pequena de experimentos,
ocorre ao longo de um continuo (ou de uma quantidade muito grande de experi-
mentos), com probabilidade baixa de ocorrer. Como exemplos, temos o niimero
de erros por pagina de um livro; quantidade de chamadas telefonicas recebidas
em uma hora; quantidade de pessoas entrando em uma loja em um periodo de
tempo (uma hora, por exemplo). Em todos esses casos, podemos tentar usar a
distribui¢do binomial na modelagem: dividimos o tempo (ou a quantidade de
paginas) em partigdes, e olhamos para cada particio como um expermiento de
Bernoulli. Por exemplo, para determminar a probabilidade de alguém entrar
em uma loja em um periodo de duas horas, sabendo a média de pessoas por 30
min, dividimos o periodo de duas horas em quatro partes de 30 min, e tratamos
cada 30 min como um experimento de Bernoulli. Cada periodo isolado é tratado
como independente. Queremos, agora, determinar o que ocorre quando torna-
mos esses periodos muito pequenos. Teremos a probabilidade de sucesso muito
pequena, e a quantidade de experimentos de Bernoulli muito grande. Podemos,
portanto, considerar a distribui¢do binomial com n muito grande e p pequeno.

Por conveniéncia, denotaremos por A a esperanca de uma varidvel binomial:

A=E(X) = np.

Mas se A = np, entao

3>

Reescrevemos a probabilidade de X ser igual a k:
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Quando n tende a oo e p é pequeno,

S e 0 N
_n(n1)(n2]3!...(nk+1)?f<1:L)n(li)_k
:n<n_1)(n_273!...(n_k+1)2:(1_2)n_k
:Z(ngl)(n;mlm(n_sﬂ)2;(;%2

Assim, presumindo que p é pequeno,

nh_}n;o Pr[X =k] = e

O que fizemos foi estabelecer que, quando n é miuto grande e p muito pequeno
(ou mais precisamente, quando n — 00, e consequentemente p — 0), sendo np =
A, as probabilidades determinadas pela distribui¢do binomial para Pr[X = k]
tendem a N

A

2 e

k!

Definigao 3.7.1 (distribuigdo de Poisson). Uma varidvel aleatéria X tem dis-
tribuicao de Poisson se

DL
Pr[X = k] = €
Denotamos a distribuicdo de Poisson com parametro A por Poiss()). <

Verificamos que a distribuicdo de Poisson é uma distribuicdo de probabili-
dades bem definida: a soma de todas as possiveis probabilidades deve ser um.

00 o0 )\ke—)\
S i) 3
k=0 k=0
_ A
=D
k=0
— e (Taylor: e* =14z + L + % 4...)

H4 algumas condicdes que devem ser observadas ao presumir que uma va-
ridvel aletéria tem distribuicdo de Poisson:
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e 0 evento pode ser contabilizado em nimeros inteiros;

e as ocorréncias sao independentes;

e a frequéncia média de ocorréncias por intervalo de tempo é conhecida;
¢ dois eventos nao ocorrem ao mesmo tempo.

Exemplo 3.7.2 (distribuigao de Poisson: ciclistas passando em via). Observa-
mos ciclistas em um determinado ponto de uma ciclovia, e registramos 120 a
cada hora. A média de ciclistas por minuto é 120/60 = 2.

Presumimos distribuicao de Poisson.

A probabilidade de nenhum ciclista passar em um periodo de dois minutos

¢S

e Huk 440
Y
= e 4~ 0.0183156.

A probabilidade de exatamente trés ciclistas passarem nesse mesmo periodo é
e Huk  em143
k! 3!
64e™4
3!
=~ 0.1953668. )

Exemplo 3.7.3 (distribuigdo de Poisson: protocolo ALOHA). Entre 1968 e
1971 a Universidade do Havai desenvolveu um protocolo de rede sem fio chamado
ALOHAEL que foi também usado em redes cabeadas. Do protocolo ALOHA
varios outros foram derivados, inclusive alguns dos protocolos modernos para
telefonia celular.

A primeira versao do ALOHA é bastante simples: quando uma estacao pre-
cisa transmitir um pacote de rede, ela o faz imediatamente, sem verificar antes
se o canal estd em uso. Se, ao transmitir, ela detectar que ha outra estagao
transmitindo, ela desiste e tenta novamente um curto tempo mais tarde. Esse
tempo precisa ser aleatério, porque de outra forma as colisoes se repetiriam mais
tarde, e os pacotes nunca seriam transmitidos.

Uma das coisas interessantes que podemos fazer é calcular a vazao méaxima
(throughput) do protocolo. Para isso é necessdrio, por simplicidade, presumir
que os pacotes sempre sao do mesmo tamanho, e o tempo necesario para enviar
um deles é fixo, que denotaremos 7. Damos o nome de “periodo” (ou “frame”)
a esse tempo. Além disso, a quantidade de estagoes tentando enviar pacotes é
modelada por uma distribuicao de Poisson.

A probabilidade de k tentativas simultaneas de envio em um periodo é

)\ke—A
ko

L« Additive Links On-line Hawaii Area”.
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Se uma estacdo comega a transmitir em um tempo t, qualquer transmissao que
inicie entre t —T" e t+ T causard colisdo. Este tempo (que tem duracao 27" — dois
perfodos) é chamado de tempo vulnerdvel. Isto é ilustrado na figura a seguir:
para que a estagdo A possa transmitir, B ndo pode iniciar depois de t — T, e C
nao pode iniciar antes de t + 7.

t—T t t+T

No perfodo vulnerdvel (dois perfodos consecutivos), a probabilidade de &
estagoes transmitirem é

(2)\)]‘3672’\
k! ’

Assim, a probabilidade de sucesso de uma transmissao é a de nenhuma outra
estagdo transmitir naquele periodo:

—2X

O throughput da rede é a quantidade de tentativas (A) multiplicada pela pro-
babilidade de sucesso, portanto

(N (672)\) .

Esse valor atinge um méximo de 0.1839 envios por periodo quando A = 1/2
(é uma exponencial, portanto tem um tnico ponto critico, que é o maximo —
basta derivar a fungdo e igualar a zero). Ou seja, no maximo 18.39% do tempo
¢é usado para transmissoes com Sucesso.

Uma versao posterior do ALOHA mais eficiente foi desenvolvida, dividindo
o tempo em slots fixos. ®

Calculamos agora os valores de Pr[X = k|, para k entre zero e oito, com
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A =4, como no Exemplo |3.7.2

7440
c =t~ 0.0183
7441
c o = 4e™ &~ 0.0732
7442
c S = 87!~ 0.1465
—443
eT = (32/3)e~ ~ 0.1953
—444
€ T = (32/3)e™" ~ 01953
—445
c = (128/15)e ™" ~ 0.1562
—446
eT = (256/45)e~* ~ 0.1041
6_4.47
= (1024/315)e™* ~ 0.0595
6_4.48
= (512/315)e™* ~ 0.0297

A seguir estd a gréifico da fungdo de massa de probabilidade.

0.195 [
B 0136 | . ' y

0.104 N

0.073 -
0.059 -

8:%3:T T:

I
o
&

A préxima figura mostra oa graficos das fungdes de massa de probabilidade
de varidveis com distribui¢do de Poisson, para A igual a 0.5, 1, 5 e 10. Quanto
maior o valor de A, mais o grafico fica baixo e com o valor maximo mais deslocado
para a direita.
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Teorema 3.7.4. Seja X uma varidvel aleatoria com distribuicdo de Poisson
com parametro \. Entao

E(X) = A.

Demonstracio. Este foi o ponto de partida para definirmos a distribuicao de
Poisson (“Por conveniéncia, denotaremos por A a esperanca de uma varidvel
binomial” — no inicio desta se¢ao). [ |

Exemplo 3.7.5. Uma cultura em meio liquido contém em média 2000 bactérias
por ml. Se tomarmos uma amostra de 1 ml, a probabilidade de nao haver
bactérias nela é

e=292000° _ 3000
0! '

Se quisermos saber a probabilidade de haver bactérias em uma amostra de 10 ml,
observamos que, se hd em média 2000 bactérias por ml, também encontraremos
em média 20000 em cada 10 ml. Assim, para determinar a probabilidade de
haver bactérias na amostra temos dois caminhos possiveis:
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o calcular, para todo j > 0, Pr[k = j]. Ou seja, calculamos Zjoil Pr[k = j].

i 6*2000020000J _ 20000 Z 20000ﬂ

j=1

200001 20000%  20000?
_ ,—20000
=e ( 1 + 21 + 3] + .. )

20000 200002 20000%
— ¢—20000 <_1 14+ T + o1 + 3] +.. )

20000% 200002 200003
620000|:—1+<1+ TR TR T +>}

_ 6720000(71 +620000)

6_20000 41,

e como sO nos interessam os casos diferentes de zero bactérias, calcular a
probabilidade do complemento do evento “sem bactérias”:
—20000 0
e 20000 o—20000

1- = —1-
0!

o mesmo resultado que pelo outro método, com muito menos trabalho.

H&a uma observacao importante a respeito deste exemplo: quando dissemos
que o meio liquido “contém em média 2000 bactérias por ml”, e depois procura-
mos a probabilidade de nao haver bactérias, usamos A = 2000. Poderiamos ter
tentado simplificar o problema, usando 2 ao invés de 2000: o meio “contém em
média 2 ’lotes’ de 1000 bactérias por ml”. No entanto, ao usar A = 2, estariamos
contando a quantidade de “lotes inteiros” de 1000 bactérias, e nosso modelo nao
nos permitiria fazer adequadamente afirmagoes sobre uma quantidade de 500
bactérias por ml, por exemplo. )

Exemplo 3.7.6. Uma fabrica produz chapas de metal, e é sabido que a média
de pequenas irregularidades nelas é de uma a cada 2m?. Sabendo que as chapas
serdo cortadas em pedacos de 50cm?, determinaremos a probabilidade de uma
chapas ser produzida com exatamente uma ou duas irregularidades.

Presumimos que a distribuigdo é de Poisson, com média igual a 1/16 em
cada 50cm?. A probabilidade que procuramos é

e~1/16(1/16) N e !/19(1/16)° e (L 1
T 2 16 2(162)
33
_ —1/16 99
€ 512
~ 0.060. L

A funcdo cumulativa de massa da distribui¢do de Poisson é dada por

A
Fia(2)Pr(X <2) = Z JARPEDN
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Assim como no caso da distribuicdo binomial, é possivel obter uma forma fe-
chada para esta funcéo, cujo desenvolvimento também sai do escopo deste texto.

Teorema 3.7.7. Seja X uma variavel aleatoria com distribuigdo de Poisson
com pardmetro A. Entao
var(X) = A.

Demonstracdo. Sabemos que
var[X] = E[X?] — E[X]?.
Usaremos um fato trivial: como
rx—1)+z=2°—z+z=2°
podemos reescrever
E[X?] = E[X(X — 1) + X]
=E[X(X - 1)] + E[X].

Calculamos E[X (X — 1)]:

> Aree=2
EX(X -1)] = k(k—1)——
XOE- 1] =3k =17
e kzzok(k )
Y

- Z(k:fQ)!

k=0
& )\k—2

:)\2e—>\z
k:2(k:—2)!

WY .
=\ AZF (j=k-2)
= Ne et
=\2

Continuamos, portanto:
var[X] = E[X?] — E[X]?
=E[X(X - 1)] + E[X] - E[X]?
=N+ A2
=\ |

Exemplo 3.7.8. No Exemplo |3.7.5] a média de bactérias por ml era 20000.
Isso significa que a variancia é também 20000, e o desvio padrao é

V20000 = 100v/2 ~ 141.4213. °
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3.8 Geométrica

A distribuicdo binomial trata da quantidade de sucessos em n experimentos de
Bernoulli. Podemos querer saber, ao invés disso, a quantidade de repeticoes
necessdrias até obter sucesso em um experimento. Se uma variavel aleatéria
tem esse valor, dizemos que ela tem distribuicio geométrica.

Defini¢do 3.8.1 (distribuicio geométrica). Se X é uma varidvel aleatdria que
determina a quantidade de experimentos de Bernoulli necessarios até que um
sucesso ocorra, dizemos que X tem distribuicdo geomeétrica. |

Se X é uma varidvel aleatéria com distribuicdo geométrica, associada com
um experimento de Bernoulli onde a probabilidade de sucesso é p, entao

Pr(X = k) = (1 - p)*'p.

A equagdo da funcgdo de massa de probabilidade da distribuigdo geométrica
é a de uma funcio exponencial (e, de fato, a distribuigdo geométrica é andloga
a uma distribuigdo continua chamada de “exponencial”). A distribuicdo tem
o nome de “geométrica” porque as probabilidades para k = 0,1,2,... formam
uma progressao geométrica.

Se quisermos usar uma defini¢do levemente diferente, removendo a possibi-
lidade de k& = 0, teremos

Pr(X = k) = (1—p)"p.
A definicao a ser usada deve, no entanto, servir ao problema sendo modelado.

Exemplo 3.8.2. Uma moeda nao honesta tem probabilidade 0.45 de, ao ser
jogada, resultar em cara (e evidentemente, 0.55 de resultar em coroa). Se quiser-
mos saber a probabilidade de obter cara na quinta vez (e nao antes), definimos
uma varidvel aleatéria A, que nos dé o nimero da quantidade de tentantivas até
obter cara, e que tem distribuicdo geométrica:

PriA=5] = (1-p)*'p
= (0.55)*(0.45) ~ 0.0411778. ()

A Figura a seguir mostra a funcao de massa de probabilidade para p = 0.55
e 1 —p=0.45, como no Exemplo[3:8:2] com k variando de 1 a 6.
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A figura aseguir mostra os gréificos das fungbes de massa de probabilidade
de vraiaveis geométricas com p igual a 0.2,0.4,0.6 e 0.8.
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Exemplo 3.8.3. Considere o experimento onde jogamos dois dados distintos.
Se definirmos que um jogador tem sucesso quando a soma de seus dados € seis,
temos um experimento de Bernoulli.

Damos o nome de S ao evento “sucesso”:

S ={(1,5),(2,4),(3,3),(4,2),(5,1)}.

Como |S] = 5 e |2 = 36, as probabilidades de sucesso e de falha em uma rodada
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do experimento sao

5
PI‘(S) = %,
— 31

Podemos definir, também, uma varidvel aleatéria X que nos d4 a quantidade de
rodadas até que o jogador tenha sucesso, e perguntamos qual é a probabilidade
do jogador obter sucesso exatamente na quarta tentativa?

A varidvel X tem distribuicao geométrica, portanto

31\’ /1 29791\ [ 1
Prix=4=(2) (=)= (2222 (=) ~0.01773679.
X =4 (36) (36) (46656) (36) ¢

Se quisermos saber quantas vezes temos que jogar um dado até obter um
certo resultado, a intuicao nos diz que ndo deve ser importante quantas vezes
jd jogamos o dado, ou quantas vezes ja obtivemos sucesso — podemos comecar a
contar as repeticoes a qualquer momento. E de fato, esta é uma propriedade da
distribuicao geométrica: ela nao tem memoria.

Teorema 3.8.4. A distribui¢do geométrica ndo tem meméria. Se X é uma va-
ridvel com distribuicdo geométrica, entdo, para quaisquer a, b inteiros positivos,

Pr[X > a+b|X > a] =Pr[X >0
Demonstracao.

Pr[X > a+b,X > 0]

PriX > a+b/X >a] =

Pr[X > a]
Pr[X > a+b]

= X = X >

PrX = d] ( a+b = X >b)
_ (1 _p)a+b

(1-p)e
=(1-p)°
= Pr[X > b,

Conforme o enunciado. [ |

Exemplo 3.8.5. O Exemplo [3.6.12] descreve uma droga com probabilidade de
sucesso igual a 0.7. A probabilidade de que tenhamos que administrar a droga
a mais que 4 pacientes até observer efeito positivo é

Pr[X > 4] = (0.3)*(0.7) = 0.00567.

Essa probabilidade ndo depende de quantas vezes ja administramos a medicagao
a outros pacientes. Se ja tivermos tratado 50 deles,

Pr[X > 54|X > 50] = Pr[X > 4] = 0.00567. °
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Teorema 3.8.6. Se uma varidvel aleatoria X tem distribui¢do geométrica e
pardmetro p, com Pr(X = k) = (1 — p)*~!p, entdo a fungio de distribuicio
acumulada de massa para X é

F(k)=Pr(X <k)=1-(1-pt.
O Teorema tem demonstracao bastante simples.

Teorema 3.8.7. Se X é uma variavel aleatéria geométrica relacionada a expe-
rimentos de Bernoulli com probabilidade de sucesso p € (0,1), entdo

Demonstragao. Usaremos a igualdade a seguir: para todo p € [0, 1],

(oo}

d-p)"

(1-p) = )

j=n

Agora calculamos
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Exemplo 3.8.8. Se usarmos a medicacao descrita no Exemplo[3.6.12] que tem
probabilidade de sucesso 0.7, repetidamente em diversos pacientes, a esperanca
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da quantidades de tentativas até que um paciente com melhora seja observado
¢ 1
E[X] = — ~ 1.428. [
X 0.7

Teorema 3.8.9. Se X é uma varidvel aleatéria geométrica relacionada a expe-
rimentos de Bernoulli com probabilidade de sucesso p € (0, 1), entdao

Exemplo 3.8.10. Se usarmos a medicagao descrita no Exemplo|3.6.12] que tem
probabilidade de sucesso 0.7, repetidamente em diversos pacientes, a esperanca
da quantidades de tentativas até que um paciente com melhora seja observado
é de aproximadamente 1.428, com varidncia

5 0.3

= 22~ 0612
7T ’

e desvio padrao

o =+v0.612 ~ 0.782. ®

Exemplo 3.8.11. No experimento do Exemplo |3.8.3] a média de rodadas ne-
cessarias para que o jogador obtenha sucesso é

1
E[X] = 5/36 =172,
e a variancia é 31/36
var(X) = (5/36)? = 44.64.
O desvio padrao de X é, portanto v/44.64 ~ 6.681317. [

3.9 Polimeros e a distribuicao de Flory-Schulz

Polimerizacao é um tipo de processo quimico em que moléculas de tamanho
relativamente pequeno (mondmeros) sdo agregadas, formando outras moléculas
cada vez maiores (oligdmeros e, como objetivo final, polimeros sdao formados).
Em 1936 Paul Flory publicou uma anélise da distribuicdo de massa das molécu-
las em polimeros, determinando a probabilidade da formacao de moléculas com
cada possivel tamanho.

H& véarios tipos de reacdo de polimerizacdo. em uma delas, chamada de
polimerizagio em etapas, os mondmeros reagem para formar oligdbmeros (cadeias
de diferentes tamanhos), que por sua vez também reagem para formar cadeias
maiores, até formar polimeros (cadeias muito longas). Neste tipo de reagdo de
polimerizacao, oligdbmeros de qualquer comprimento podem reagir para formar
outro maior — ao contrario da polimerizacio em cadeia, onde somente acontece
a adicdo de mondmeros a uma cadeia sendo formada.
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A primeira figura a seguir ilustra o processo de polimerizacdo em etapas; a
segunda ilustra o processo de polimerizacdo em cadeia. Cada ponto representa
um monodmero, e os pontos ligados por linhas representam oligbmeros sendo
formados.

[ J [ J (] (] (]
o o €C—d €C—d €C— G—
[ ] ([ (] (\] (\]
[ N J [ J € [ J [ 2 o [ 2 o e o
polimerizacdo em etapas

[ ] i [ ] i [ J d [ J i [ J d [ J 9
[ ] [ [ ] [ ]
® o [ J [ ]
AN A LA A A A ¢ x}
polimerizacdo em cadeia

A discussédo a seguir vale para os dois tipos de processo de polimerizacao.

Um grupo funcional é uma estrutura quimica que confere certas propriedades
a molécula em que estdo inseridos. Por exemplo, a carboxila é a estrutura
—COOH,

0
7
—C
AN

OH

e a hidrozila é a estrutura —OH.

Quando mondémeros tem estes dois grupos funcionais, eles reagem para for-
mar polimeros. Uma reagdo inicial com dois monoémeros é ilustrada a seguir,
onde R representa um grupo qualquer que pode ser a cadeia carbonica do mond-
mero ou do proprio polimero, ji que s6 nos interessam os grupos funcionais e a
maneira como reagem.

0 0
7
HO—R—C + HO—R—C
OH OH

H, O + HO—R——C O

Apés vérias reagoes, k monémeros formam um k-oligdmero (ou “k-mero”):

“H,0
HO—R——COOH —> H(O——R——C0),0H
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No exemplo acima uma molécula de agua é liberada no processo; isto pode
ou nao acontecer dependendo do processo de polimerizacdo mas no caso de
poliésteres sempre ocorrera. Entretanto, como a molécula liberada tem peso
muito pequeno comparado ao das moléculas de polimreos, seu impacto na analise
é desprezivel. A andlise é simplificada presumindo que os grupos funcionais
das moléculas (mondmeros ou oligbmeros, independentemente do tamanho) tem
igual probabilidade de reagir — este é chamado de principio de tgual reatividade
de Flory.

Seguiremos o raciocinio de Flory: os monoémeros sao chamados de “segmen-
tos” que reagem para formar polimeros. Definimos:

e Ny é o nimero total de segmentos
e N é o ntmero de segmentos que nao reagiram
e Ny — N é o nimero de segmentos que reagiram

e A extensao da reagdo — a fracdo dos grupos que reagiram em um dado

momento — é
Nog— N
p = —

No

Escolhemos um segmento ao acaso. Calcularemos a probabilidade (que Flory
denotou por II;) deste segmento ser parte de um oligbmero com k segmentos.

Como presumimos que os grupos funcionais que nao reagiram tem igual
probabilidade de reagir, a probabilidade de uma reagao ter acontecido ligando
dois segmentos em um ponto b é p, e a probabilidade de nao ter ocorrido reagao
alié 1 —p.

Seja 1_[,1C a probabilidade de um segmento ser o primeiro de um k-oligdmero.
1’[,1€ ¢é dada por uma distribuicao parecida com a geométrica, Hi =pFt(p-1)%
E necessario computar a probabilidade de nao-reacdo, p — 1, duas vezes para
levar em conta as duas “pontas” ou extremidades da cadeia do oligbmero. Mas
o segmento pode ndo ser o primeiro da sequéncia; ha k posicdes possiveis para
ele, portanto

I = kp™ (1 - p)?

é a probabilidade de um segmento pertencer a um oligbmero de tamanho k.
I é de fato uma funcao de distribuicdo de massa:

Teorema 3.9.1. > 72 IIj, = 1.

A demonstracao do Teorema é pedida no Exercicio @
A massa de um oligbmero é proporcional & quantidade de mondémeros que
ele tem; assim, como
segmentos em k-oligbmeros

II. =
k NO )

podemos tratar I, como a fragdo de massa de k-oligdbmeros, quando comparada
com o total.
A seguir estao graficos da distribuicdo para p=0.3, p=0.5e p=0.7.
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Teorema 3.9.2. Se X tem distribuicdo de Flory-Schulz, entdo a fungao acu-
mulada de massa de X é

F(z) =1-p"(1+z —px)
A demonstragio do Teorema [3.9.2] é pedida no Exercicio

Teorema 3.9.3. Se X tem distribui¢do de Flory-Schulz, entao

_—p-1
EX] =~

. n —
Demonstraremos o Teorema usando o valor da soma parcial Y »_, z?p®~!

e calculando seu limite quando x — oo. Esta demonstracio, apesar de traba-
lhosa, é bastante elementar.

Lema 3.9.1. Se |p| < 1, entdo

ixzp””’l _ —on2p L p2pnt2 4o p2pn — oppntl 4ot L oppn Lo gy ]
r=1

(p—1) ’
(3.1)
e o limite da soma quando x — oo é
i 72n2pn+1 + n2pn+2 + n2pn _ 2npn+1 +pn+1 + ann +pn —p— 1 _ —p— 1
n—o0 (p—1)° (p—1)%

A primeira parte do Lema m (equagdo [3.1)) pode ser demonstrada por
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inducao em x. Para a segunda parte, basta separar a soma em dois termos,

_2n2pn+1 + n2pn+2 + n2pn _ 2npn+1 _|_pn+1 + 2npn _|_pn —p— 1

li
n300 (p—1)3
i _2n2pn+1 + n2pn+2 + n2pn _ 2np'll+1 + pn+1 + ann + pn —p — 1
= lim
oo (h— 1 - 1?

e verificar que o limite para o numerador do primeiro termo é zero.
A seguir provamos o Teorema [3.9.3

Demonstrac¢ao. Usando o Lema |3.9.1

EIX] = Yo/ (@)
x=1
=S a1 )
_ (1 o p)2 Zx2p$71

(p—1)3

Exercicios

Ex. 42 — (F4cil) Prove que para qualquer varidvel aleatéria discreta, E[X?] >
E[X]2. Identifique quando acontece a igualdade (ou seja, quando E[X?] =
E[X]?).

Ex. 43 — Prove que a Lei de Benford nao depende da base numérica usada

para representar os nimeros: se, por exemplo, um conjunto de dados segue a
distribuicao de Benford, e o escrevemos na base 8, entdo

Pr[D = d] = logg (1 + ;) .

Ex. 44 — Seja

Como
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esta é uma funcdo de distribuicdo de massa. Tente calcular a esperanca desta
funcdo, e explique o que ocorre.

Ex. 45 — No experimento do Exemplo |3.4.7] calcule
X
E s — ) | -
(%)
Ex. 46 — No final do Exemplo [3.5.1} mencionamos que a demonstragao vale

para qualquer poligono convexo. Verifique.

Ex. 47 — A distribui¢do Soliton, usada em um tipo de cédigo corretor de
erros, € definida para todo K € N como a seguir.

Pr[X =1]= %
) 1
Pr[X =j] = G-D ( para > 1).

1. Prove que esta é realmente uma funcao de massa

2. Determine a esperanca e a variancia da distribuigao.

Ex. 48 — (F4cil) Prove o Corolério [3.6.1}

Ex. 49 — Uma méaquina produz brinquedos de pldstico, e 1% deles é produ-
zido de forma que nao passa no controle de qualidade. Sabendo que lotes de 20
sao enviados por vez ao processo de controle de qualidade, qual a probabilidade
de haver dois brinquedos rejeitados em um lote?

Ex. 50 — Em uma grande cidade, verificou-se que 20% dos trabalhadores do
comércio sabe tocar um instrumento musical. Se eu selecionar comerciarios
aleatoriamente, qual é a esperanca da quantidade de pessoas que precisarei
selecionar até encontrar uma que saiba tocar? E o desvio padrao?

Ex. 51 — Em um vilarejo com 20000 pessoas, 2% estd infectada com uma
doenga. A probabilidade de alguém sobreviver apds infectado é de 95%, e o
chefe do hospital local pediu que calculdssemos a probabilidade de haver mais
que 3 Obitos decorrentes dessa doenga. Dé uma resposta ao chefe.

Ex. 52 — Em duzia de margaridas, dez abelhas costumo ver. Quéo provavel
seria, ao passar por mil dessas flores, que uma unica abelha eu encontrasse?

Ex. 53 — Uma roleta escolhe equiprovavelmente entre os nimeros 1,2, ..., 10.

1. Qual é a probabilidade de, girando a roleta dez vezes, obter um nimero
divisivel por 3 metade das vezes?
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2. Qual é a esperanca do nimero de vezes que devo girar a roleta até obter
um ndmero primo?

Ex. 54 — Uma pessoa verificou que em seus textos hd uma média de 3 erros
por pagina. Qual é a probabilidade dessa pessoa produzir duas paginas sem
erros?

Ex. 55 — Sabe-se que uma certa massa de elemento radioativo emite 4.1 par-
ticulas por segundo. Qual é a probabilidade de nenhuma particula ser emitida
por trés segundos?

Ex. 56 — Um jogador tentard o jogo descrito no Exemplo Os dados,
no entanto, ndo sdo honestos. As probabilidades de resultado em cada dado sdo

Pr(1) = ¢
Pr(2) = £
Pr(3) = %
Pr(4) = o
Pr(5) = 2%
Pr(6) — %

Calcule a probabilidade do jogador obter sucesso em cinco rodadas.
Ex. 57 — Prove o Teorema

Ex. 58 — Um jogador costuma acertar 60% de suas tentativas de lance livre
no jogo de basquete. Ele nos porp6s um desafio: tera direito a vinte lances livres,
e registraremos como pontuacdo a quantidade de cestas que ele fizer acima de
dez (por exemplo, se fizer 14, registramos 4; se fizer 7, registramos —3).

1. Se concordarmos em pagar R$100 por ponto neste jogo, qual serd o valor
esperado que receberemos (ou pagaremos, se for negativo)?

2. Qual é a probabilidade desse jogador errar todas as cestas?

3. Qual é a probabilidade da primeira cesta acontecer apés a décima?

4. Qual é a probabilidade de ndo pagarmos nem recebermos qualquer quan-
tia?

5. Qual é a probabilidade de recebermos algo (diferente de zero)?

Ex. 59 — (Problema de Huygens) Dois jogadores, A e B, jogam dados. Cada
um joga um par de dados em sua vez; se A fizer seis pontos antes de B fazer
sete, A ganha — sendo, B ganha. Se A comecar o jogo, qual é sua probabilidade
de vencer?
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Ex. 60 — Seja X ~ Poiss(A). Sabendo que Pr[X = 0] = 0.3,
1. determine A;
2. calcule Pr[X > 2]

Ex. 61 — Uma cultura em meio liquido estd sendo estudada. Um biblogo
verificou varias amostras de 10ml cada, e observou que 15% das amostras estava
livre de um tipo de protozoario. Presumindo distribuicdo de Poisson, estime a
média de protozoarios por ml.

Ex. 62 — Qual distribuigdo de Poisson tem o maior valor para Pr[X = 3|7

Ex. 63 — (Rohatgi) Refaga o Exercicio trocando Pr[X = 3] por Pr[X =
k).

Ex. 64 — Seja Q = {0,1,2,3,...} um espaco amostral, e um experimento
onde
Pr(n)=e™  paran > 0.

1. Defina Pr(0).

2. Defina duas variaveis aleatérias diferentes neste espaco e calcule suas
esperancas.

Ex. 65 — Uma maquina pinta chapas de ferro automaticamente, mas a ma-
quina eventualmente deixa pequenos riscos. A média é de 2 riscos por 10cm?.
Qual é a probabilidade de selecionarmos duas regides de 10cm? que

1. tenham, juntas, exatamente 3 riscos?
2. tenham, juntas, no maximo 2 riscos?

3. tenham a mesma quantidade de riscos?

Ex. 66 — Uma fabrica produz barras de chocolate com amendoim, e a média
de pedagos de amendoim por barra é dez.

1. Supondo que a quantidade de pedacos de amendoim por barra segue
distribuigao de Poisson, determine a probabilidade de uma barra nao ter
qualquer pedago de amendoim.

2. Dado que a fabrica ji produziu mais de um milhdo de barras, e que
todas tinham mais de sete pedagos de amendoim, comente o item (i) e
sua resposta.

Ex. 67 — Demonstre o Teorema [3.9.1]
Ex. 68 — Demonstre o Teorema [3.9.2



Capitulo 4

Variaveis Aleatorias
Continuas

Este Capitulo aborda varidveis aleatérias continuas e algumas distribuigbes con-
tinuas importantes.

4.1 Variaveis continuas

Definimos variaveis continuas de forma analoga as varidveis discretas, mas usando
integracao, e ndo soma, para calcular quantidades. Como ja visto no Capitulo
isso implicard que a probabilidade de eventos isolados é igual a zero.

Defini¢do 4.1.1 (varidvel aleatéria continua, fungdo de densidade de probabi-
lidade). Seja € um espago amostral. Se 2 ndo é enumerdvel, entdo uma fungéo
de 2 em R é uma variavel aleatéria continua, se, para todo B C €2,

Pr[X € B] = /Bf(x)dx.

Dizemos que f é a funcao de densidade de probabilidade de X. |

Exemplo 4.1.2. Seja uma variavel aleatéria X tal que

1

— >
PriX <z]={ e z20

0 z<0.

A funcdo de densidade de probabilidade de X serd

1

— >0
fl@)=qe ~ —

0 x <0,

95
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se a integral de f(z) em toda a reta real for igual a um. Mas, de fato,

/ f(x)da::/ eimda:
<1

2/ —dx
o €

=1.

A figura a seguir mostra o grafico de f(z).

A funcao de densidade ndo expressa valores de probabilidades em pontos,
porque estes sao todos iguais a zero. Usamos fungdes de densidade apenas para
determinar probabilidades de regidoes. Por isso, uma funcao de densidade pode
assumir valores fora do intervalo [0, 1].

Exemplo 4.1.3. A funcao

f2 ze0,1/2]
fl) = {0 x¢10,1/2)

assume valores maiores que 1, mas é funcéo de densidade:

[e%) 1/2
/ flz) = ()
—00 0
=1 [ )

Definicao 4.1.4 (funcdo de distribuigdo acumulada, continua). Se X é uma
variavel aleatéria continua com fungdo de densidade f, entdo sua fungao de
distribuicdo acumulada é



4.1. VARIAVEIS CONTINUAS 97

Exemplo 4.1.5. No Exemplo uma fungdo de densidade, f(x) = e™%, é
apresentada. Se uma varidvel aleatéria X tem densidade dada por f, entdo tera

fungdo de distribuigdo acumulada

=1—-e"

A seguir, o grafico da esquerda ilustra o gréafico da fungdo de densidade f, onde
estd destacada a regido que representa a probabilidade Pr[X < 2]. A édrea da
regido (integral de f no intervalo [0,2]) é o valor de F(2) =1 —e 2~ 0.86. O

grafico & direita é da fungdo F(z) =1—e *.

Como a fungao de distribuicdo acumulada é dada pela integral da funcao de
densidade, é possivel obter uma a partir da outra.

Exemplo 4.1.6 (varidvel continua — obtendo f(x) a partir de F'(z)). uponha
que uma variavel aleatéria X tem funcao de distribuicdo acumulada

1
r+1

Flx)=1-

Verificamos que F(z) — 1 quando = — oo (que deve ser verdade para qualquer
fungéo de distribuicdo acumulada).
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A funcao de densidade de X deve ser

f(z) = %F(l") = m

Se nao soubermos o intervalo onde f é fungdo de densidade de X, podemos
determinar um (pode haver vdrios!) Suponha que queiramos que o intervalo

/Oaf(x)da::/oa(x_’_llydx

comece em zero.

1 a
Cz+1lo
- 1
a+1’
que, como esperado, é F(a).
Como a integral deve valer um, queremos 1 — 25 = 1, que s6 pode acontecer
(]

quando ﬁ é zero. O intervalo, portanto é [0, 0o].

Exemplo 4.1.7 (varidvel continua sen(a)) — obtendo a densidade). Ecolhemos
equiprovavelmente um angulo « em [0, 7/2], e definimos a varidvel aleatéria

S = sen(a).

Determinaremos as fungoes de densidade e de densidade acumulada de S.
No intervalo que escolhemos, sen(a) é crescente:

1

sen(a)
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Assim, a probabilidade de sen(a) < s é

F(s) =Pr[S < s

[sen(a) < $]

Pr
Pr

[a < arcsen(s)]
__arcsen(s)
/2

2 arcsen(s) '

™

Entao a fungdo de densidade de S é

/1 — 82

Os gréaficos a seguir ilustram f e F' (o de f ndo estd em escala 1:1).

4.2 Esperancga, variancia e desvio padrao

O conceito de esperanca é definido para variaveis continuas de maneira analoga
ao que foi feito para varidveis discretas.

Suponha que uma varidvel aleatéria X tenha fungdo de densidade f(z). Ao
integrarmos uma regido de f(x), estamos calculando uma area, que podemos,
para facilitar a discussdo, chamar de “volume”. A esperanca de uma varidvel
continua representa o centro de massa desse volume — o ponto na reta que divide
o volume de f(z) pela metade.
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A

Definicao 4.2.1 (esperanca de varidvel aleatéria continua). A esperanca de
uma varidvel aleatoria continua X com funcao de densidade de probabilidade
f(z) é dada por

Exemplo 4.2.2. No Exemplo a fungado de densidade de probabilidade de
X era f(z) = e ® quando x > 0.

A esperanga de X é, interessantemente,
o0 o0 T
/ zf(x)dx = / —dx
el’
—0o0 — 00

=1. o

Assim como para variaveis discretas, a esperanca de uma variavel continua
pode nao ser finita.

Exemplo 4.2.3. Seja X uma variavel aleatéria continua, com fungdo de den-
sidade de probabilidade

0 z<1.

f(x)={"”2 e

Esta é, de fato, uma funcao de densidade de probabilidade, porque

[eS)
1
1 x
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A esperanca de X, no entanto, é

= +o00. [ J

Teorema 4.2.4. A esperanca é linear: se X é uma variavel aleatéria continua,

E[aX] = aE[X],
E[X + Y] = E[X] + E[Y].

Demonstracio. A demonstracao é idéntica aquela para varidveis discretas, tro-
cando somatérios por integrais (veja o Teorema [3.4.8). |

Teorema 4.2.5. Seja X uma variavel aleatéria continua e ¢ : R — R uma
funcao. Entao

HﬂXﬂ=/mguﬁ@ﬁm

— 00

Definicdo 4.2.6 (varidncia de varidvel aleatéria continua). A varidncia de
uma variavel aleatéria continua X com funcdo de densidade de probabilidade
f(x) e média p é definida da mesma forma que para as varidveis discretas,
02 = E[(X — p)?]. E necessario, no entanto, usar a defini¢iio de esperanca para
variaveis continuas, obtendo

—+oo
<&=Mw—mﬂ=[ (2 — w)?*f(x)dz.

<

Da mesma forma que para varidveis discretas, vale o Teorema [3.4.11} que
reproduzimos aqui.

Teorema 4.2.7 (reproducdo do Teorema [3.4.11)). Se X é uma varidvel aleatdria
com esperanca igual a p, entdo var[X] = E[X?] — u2.

O desvio padrao é definido para varidveis continuas da mesma forma que
para discretas. Repetimos aqui a deﬁni(;é(ﬂ

Definicao 4.2.8 (desvio padrio, reprodugio da Defini¢ao [3.4.13)).

ox =SD(X) = y/o%. <

LA Definigio [3.4.13| ndo especificava que a varidvel aleatéria deveria ser discreta.
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4.3 Uniforme

No Capitulo [l| mencionamos equiprobabilidade, mas somente em espagos dis-
cretos finitos e em espagos continuos (verificamos que nos espagos infinitos e
discretos ndo ha como atribuir probabilidades iguais a todos os resultados).
Nao tratamos de distribui¢ées uniformes no Capitulo [3] porque para o caso fi-
nito pouco héa que se possa estudar.

No caso continuo, no entanto, a distribui¢do uniforme tem parametros, e
podemos descrever a média e a varidncia de varidveis uniformes em fungao desses
parametros.

Definigdo 4.3.1 (distribuigdo continua uniforme). Uma varidvel aleatéria con-
tinua X tem distribuicdo uniforme em um intervalo [a,b] se sua funcdo de
densidade de probabilidade é

Denotamos esta distribuigdo por U(a, b). |

Napo existe distribui¢ao uniforme em toda a reta real — somente em intervalos.
Se quiséssemos definir f(z) = k > 0 constante (e portanto definindo distribuicao
uniforme em R), ela ndo seria uma fungao de densidade de probabilidade, porque

/_O:Of(a:)dx:/_o:okdx:oo#l.

0.4 B

Exemplo 4.3.2. Seja X uma variavel aleatéria com distribuicdo uniforme no



4.3. UNIFORME 103

intervalo [1,4]. Calculamos Pr[2 < X < 3]

w

Pr2< X <3]= [ f(z)dz

Ml\\
W =
IS
8

Wl Wk W~ Wl

h
o
j=%
=

8
o ow

—
w

I
)
~—

A fungéo distribuigdo da uniforme continua em [a, b] é

0 z<a
F(r)={F2 z€a,b]
1 x> b.

O grafico a seguir ilustra F'(z) para a distribui¢do uniforme no intervalo [1, 5].

Pr[X < z]

Exemplo 4.3.3. Sorteamos um ntmero qualquer no intervalo (0,1). Determi-
naremos a probabilidade dos seus dois primeiros digitos apds a virgula repre-
sentarem um nimero primo.

Seja K o numero sorteado. Definimos uma varidvel aleatéria X, que terd o



104 CAPITULO 4. VARIAVEIS ALEATORIAS CONTINUAS

valor igual a parte inteira de 100K: Por exemplo,

K X | primo?
0.03215... | 03 sim
0.11238... | 11 sim
0.33212... | 33 | nao

Cada valor de X tem probabilidade 1/100 de ocorrer:

Pr[X = 00] = Pr[0.0 < K < 0.1]
Pr[X = 01] = Pr[0.1 < K < 0.2]
Pr[0.2 < K < 0.3]

_U

=,
s
e

)
[

Como ha 25 primos com no méaximo dois digitoaﬂ logo

25 1
P é 1 = — = —,
r[X é primo] 100 — 1 °
Teorema 4.3.4. A esperanga de uma varidvel continua no intervalo [a, b] é

a+b
E[X] = 7

Demonstragio.

a

1 x2b
-5 |7,
B 1 b2 —a?
b—a 2
1 (a+0b)(a—0)
b—a 2
a+b

2

Exemplo 4.3.5. Um ponto « é escolhido equiprovavelmente no intervalo [—1, +1].
Definimos uma variavel aleatéria Y, que serd igual & drea abaixo da parabola
determinada por 2, apenas em [—1,q].

29,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47,53,59,61,67,71,73,79,83,89,97.
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-1 0 @ +1

Calcularemos a esperanga de Y de trés maneiras diferentes.
Prieiro, sabemos que Y deve variar de zero até a area sob a parabola entre
[—1,41], e que as &reas sdo equiprovaveis. Calculamos o valor méximo de Y

+1
2

2
max — dr = .
y /_lx T 3

Como Y € [0,2/3], distribuida uniformemente, entdo a funcido de densidade

para Y é
1 3

f(y):mzi-

A esperanga de Y é, portanto,

2/3 3
0

Passamos ao segundo método. Definimos uma varidvel X, que nos da sim-
plesmente o valor escolhido para «. Os valores de X ficam entre —1 e +1, logo
sua funcao de densidade é

A varidvel Y é funcdo de X: a drea sob z2 entre —1 e k é

k 2
k*+1
/ z2dr = + ,
1 3

logo
X241
Y = .
3
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Usamos o Teorema e calculamos

O terceiro método consiste na aplicagdo direta do Teorema A varidvel
Y tem distribuigdo uniforme em [0,2/3], logo

0+2/3 1
EY]= —— = -.
Teorema 4.3.6. Se X tem distribui¢do uniforme,
(b—a)®
X =
var(X) B
Exemplo 4.3.7. A variancia de Y, no Exemplo [4.3.5] ¢
o _ (2/3% 1
oY=l T 0.037,
e o desvio padrao é, consequentemente,
1 1
oy =4/ — = ——= ~0.192. )

27 33
4.4 Normal

A normal é uma das mais importantes distribui¢oes. Ela surge naturalmente
em muitas situagdes, como é detalhado no Capitulo[6] onde se trata do Teorema
Central do Limite.

Definigao 4.4.1 (distribui¢do normal). Uma varidvel aleatéria continua X tem
distribui¢cdo normal com média y e varidncia o2 se sua funcdo de densidade

de probabilidade é
1 <x — u)z
1 _
f(z) = e 2\ 0 .

V2r o

E usual denotar esta distribuicao por N(u, 0?). <
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O gréfico da fun¢do de densidade da normal é simétrico ao redor do valor da
média.

O grafico da fungdo de densidade da distribuicdo normal pode variar em
sua altura e deslocamento ao longo do eixo das abscissas. Na figura a segiur
estdo os graficos das fungdes de densidade de diferentes distribui¢bes normais:
no primeiro grafico, algumas distribui¢cbes com a mesma média; no segundo,
algumas com a mesma variancia.

2
L5 iy N(1,03)N(2,03)  N(4,0.3)
N(3,0.5) L5 h
Ol 1 E o .
=~ N(3,0.3) =
0.5 . 051 |
N(3,1)
00 2 4 6 00 2 4 6
X x

Da Definicao segue que se X tem distribuigdo N'(u, ), entao

1/x—p\?
e
PriX <z] = e g dx.

oo V2T O

Por exemplo, a drea ilustrada na préxima figura é o valor de Pr[X < 2.5]
para uma das distribui¢des normais ilustradas antes, N'(3,0.5).
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0.6 - =
= Pr[Z < 2.5]

X

A seguir estd o grafico de uma aproximagé(ﬂ da funcdo distribuicdo de
N(0,1), usualmente denotada ®(x).

Pr[X < z]

A integral da funcdo de densidade da normal, no entanto, ndo tem forma
fechada, e ndo podemos resolvé-la analiticamente. Podemos usar uma tabela
com os valores da fungéo distribui¢do de X (ou seja, os valores de Pr[X < z]) —
mas precisarfamos de uma tabela para cada par de pardmetros (u, o). Usamos
uma mudanga de varidvel para obter, a partir de uma tunica tabela, os valores
de Pr[X < z] para qualquer varidvel X com distribui¢do normal.

Definigao 4.4.2. A distribuigiao normal com média zero e variancia um, A (0, 1),
é chamada de distribuicao normal padrao. |

3Conforme relatério técnico de B. Zogheib e M. Hlynka, 2009, “Approximations of the
Standard Normal Distribution”, WMSR #09-09:

54— _ 3\ —1
d(z) ~ <1+60.0004 1.61012—0.0674x ) '
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04/ |
B
T 02 |
0 | | |
) 0 2
X

Exemplo 4.4.3. Seja A uma varidvel aleatdria com distribuigdo normal padréo.
Entao Pr[A < 1.25] é

L2
e 2dx.
/;oo V 2
A tabela da func¢ao distribuicdo para a normal padrdo pode ser consultada no
Apéndice [A] e consultando-a verificamos que
Pr[A < 1.25] ~ 0.8944. °
E também simples calcular Pr[X > b] e Prla < X < b]:
Pr[X > b =1-Pr[X < b
Prla < X < b] = Pr[X < b] — Pr[X < g

A segunda parte pode ser facilmente verificada calculando as integrais. A figura
a seguir ilustra a obtencdo de Pr[—0.5 < X < 1.5] como Pr[X < 1.5] — Pr[X <
—0.5].

0.4 - 0.4 i
0.2 B 0.2 B
0 Il 0 Il Il

04| B
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Exemplo 4.4.4. Seja B uma variavel aleatéria com distribui¢do normal padrao.
Entao

2

5 T
Pr[-0.70 < B < 1.5] = / —— e 2dzx
—0.7 V27
2 2
15 o -07 4 o
— e 2 d{L‘ — e 2 dx
/_Oo Vor _/_oo V2T
-07 4 9372
=0.9332 — e 2 dx
oo V2T
_ . Cvj
=0.9332— |1 — / e 2dx
—0.7 2
- 2
o7 4 T
=0.9332—- |1 — e 2dx simetria
| (simetria)
=0.9332 — 0.2420
= 0.6912. °

A utilidade de conseguir calcular probabilidades envolvendo varidveis com
distribuicdo normal padrao é limitada, uma vez que em situagoes praticas a
média e a variancia dificilmente serdo 0 e 1. Esta dificuldade serd resolvida com
o Teorema

Teorema 4.4.5. Seja X uma varidvel aleatéria tem distribuicdo normal com
média y e variancia pu?. Seja Y = aX + b. Entdo a distribuicdo de Y é N (au +
b,ac0).

O Teorema nos permite usar a tabela da distribuicio normal padrio
para célculo de probabilidades envolvendo qualquer variavel normal.
Suponha que queiramos trabalhar com uma varidavel X, que tem distribuigao
N(p,0). A varidvel
X p

z=2=_E
g ag

)

que obtivemos multiplicando X por 1/0 e somando com —pu /o, tem distribuigdo

o

N (H ya f) = N(0,1).
c o o

Assim, para determinar Pr[X < z], podemos transformar X em uma varidvel

com distribuicao normal padrao, e calcular

mm<ﬂ=PﬂZ<X_ﬂ.
g
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Exemplo 4.4.6. A média do peso de recém-nascidos em uma determinada
populagao é de 2.9kg, com desvio padrao o = 0.4kg, e a distribui¢do pode ser
modelada como normal.

A probabilidade de um bebé nascer com peso entre 2.8kg e 3kg é Pr[2800 <
X < 3000].

Seja

Queremos

Pr[2800 < X < 3000] = Pr[2800 — p < X — 11 < 3000 — ]
(2800 — X - 3000 —
b b u}

=Pr
o o o

=Pr

[2800 — 2900 < X —2900 < 3000 — 2900
400 400 400

: 1 1
=Pr|——-<Z7 .
r_4< <+4]

Da tabela da funcao distribui¢do da normal padrao (no Apéndice , vemos que

Pr[Z < 0.25] = 0.5987
Pr[Z < —0.25] = 1 — Pr[Z < 0.25] = 0.4013.

Concluimos que

Pr[—0.25 < Z < 0.25] = Pr[Z < 0.25] — Pr[Z < —0.25]
= 0.5987 — 0.4013
= 0.1974. ([ ]

4.4.1 Aproximagao da Binomial pela Normal

Suponha que X seja uma variavel aleatoria com distribuicdo binomial e paré-
metros (n, p). Para n bastante grande e p ndo extremo (nao muito perto de zero
ou de um), a normal pode ser uma aproximagcao razodvel para a binomial.

Exemplo 4.4.7. Suponha que uma variavel X tenha distribuigdo binomial com
pardmetros (100,0.4). Aproximamos esta distribui¢do usando uma normal: os
parametros sao

= mnp=100(0.4) =40
o? = np(1 — p) = 100(0.4)(0.6) = 24.

Agora calculamos Pr[X < 35], primeiro usando a aproximagio pela normal, e
depois de forma exata, tratando como binomial.



112 CAPITULO 4. VARIAVEIS ALEATORIAS CONTINUAS

Aproximando como normal,

Pr[X§35]=Pr[Zg x_”}

g

:Pr[Z< 35—40]

V24
= Pr[Z < —1.02]
= Pr[Z > 1.02]
~1—0.8461

~ 0.1539

Agora tratamos de forma exata, como binomial:

35
PriX <35]=3 (10.0> (0.4)7(0.6)100~3

i=o N J
~ 0.1795.

A aproximagdo nao é tdo boa, mas 1til quando n é tdo grande que nio consiga-
mos calcular de forma exata. ()

H& uma corregao que pode ser feita, para ajustar a aproximagcao pela normal.
Consiste em somar 1/2 a = antes de determinar Pr[X < z].

Exemplo 4.4.8. No Exemplo a aproximacdo que encontramos nao foi
boa. Com a “corre¢io de continuidade” da aproximagcao, temos

g
35.5 — 40
=)
= Pr[Z < —0.91]
= Pr[Z > 0.91]
~1-091
~1—0.8186
~ 0.1814,

Pr[X < 35| = Pr [Z < f”“‘“}

Pr[Zg

muito melhor que a aproximacio anterior, que resultava em 0.1539. ()

4.5 Exponencial

Apés ter definido experimentos de Bernoulli, observamos trés distribuicoes:

¢ binomial, dando a quantidade de sucessos em n repeticoes de um experi-
mento;



4.5. EXPONENCIAL 113

e Poisson, que obtivemos da binomial para n muito grande e p pequeno;

o geométrica, dando a quantidade de tentativas (ou de repetigdes) do expe-
rimento antes de um sucesso

Construiremos uma andloga continua da distribui¢ao geométrica — distribui-
¢ao exponencial. Esta distribuicao é caracteristica de varidveis aleatérias que
dao nao o nimero de repeticdes, mas o tempo decorrente até que um experi-
mento tenha sucesso.

Suponha que um experimento tenha sido modelado usando a distribuicao
de Poisson — temos eventos que ocorrem ao longo do tempo, e a média de
ocorréncias é A em alguma unidade de tempo. Queremos saber a probabilidade
do primeiro evento ocorrer apds o tempo t, e ndo antes. Usamos a distribuigdo
de Poisson:

—At )0
Pr[T > t] = eoA L e M
0!
Mas temos somente uma férmula para Pr[T > ¢]. Para estudar a distribuigdo
de T gostariamos de ter sua funcdo de densidade de probabilidade. Podemos
calcular sua funcgao distribuigao:

F(t) = Pr[T < ]
=1—Pr[T > {]

=1—e.

Mas F(t) é [ f(z)dz, onde f(z) é a funcdo de densidade de probabilidade de
T. Assim,

) = L P@)

d “at
= —1 —
ai €

= e M

Definic¢ao 4.5.1 (distribuicdo exponencial). Uma varidvel aleatéria continua X
tem distribuigdo exponencial se sua funcédo de densidade de probabilidade é

fz) =

Ae ™ >0
0 x <0.

Quando uma varidvel X tem distribuicdo exponencial com pardmetro A, deno-
tamos Exp(N). <

A figura a seguir mostra os graficos de trés fungoes de densidade exponenciais
—uma com A = 1.2, uma com A =1, e uma com A = 1.5.
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114
1.5 N
1 N
=
g
0.5 n
0 2 4 6
T

A probabilidade Pr[X < z] é dada por fox e Mdt; a préxima figura ilustra
graficamente Pr[X < 2] com A =1/2.

0.6

0.4

Pr[X < z]

0.2

X

Teorema 4.5.2. Se uma varidvel aleatéria X tem distribui¢do exponencial,

entao
Pr[X <] =1—e "

Demonstragaio.

Pr[X < z] z/ e~ Mdt
0

_ —)\r’m
= —¢ o

_ 767>\I o (7€>\0)

=1—e

A funcao distribuicdo da exponencial é ilustrada para A igual a 0.5, 1 e 2.
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Pr[X < z]

10

A distribuicdo exponencial é usada na modelagem da duracdo entre eventos
que seguem distribuicdo de Poisson. Quando a média de tempo entre eventos é
w o pardmetro da exponencial é A = 1/u eventos por unidade de tempo.

Por exemplo, se um equipamento falha u vezes por ano, dizemos que sua
taxa de falha é de A = 1/p.

Exemplo 4.5.3. A bateria de um determinado modelo de carro elétrico tem
duragdo média de 1000km, e temos uma viagem de 750km para fazer. Supondo
que a varidvel aleatéria que determina a duragdo da bateria tem distribuicao
exponencial, qual é a probabilidade da bateria falhar antes de de terminarmos
a viagem?

Como p = 1000, a taxa de falha é X\ = 1/1000.

Pr[X < 750] = 1 — e~ 720/1000 — 1 _ ¢=3/4 ~ (.5276.

Isto significa que a probabilidade de conseguirmos realizar a viagem sem que a

bateria falhe é
Pr[X > 750] = e=%/* ~ 0.4724. °

Exemplo 4.5.4. A média de duragio de conversas em um sistema interativo
é de 90 segundos, e o modelamos como exponencial. Determinaremos a proba-
bilidade de uma conversa demorar mais que 3 minutos. O tempo de duragdo
médio é de 90 segundos, mas o pardmetro que precisamos para a distribuicdo
exponencial é o inverso disso — a frequéncia, por minuto, com que conversas
terminam.

A= —
90
Pr[D > 180 = 1 — Pr[D < 180]
—1— (1 _ 67180/90)
_ o~ 180/90
= 672

~ 0.135. ([ ]
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Podemos querer determinar o tempo a partir da probabilidade, ao invés do
contrario. O préximo exemplo ilustra como isso pode ser feito.

Exemplo 4.5.5. No Exemplo expusemos um sistema de chat onde as
conversas tem duragdo média de 90s. Se ha 50 conversas em andamento, em
quanto tempo devemos esperar que 10 delas tenham terminado?

Queremos o tempo apds o qual 40/50 conversas continua ativa — ou o tempo
em que 10/50 das conversas termina.

Pr[T > 1] = 40/50
et/ =45

et
90  %\5
4
t=—90log (=

~ 20.08 segundos. ()

Quando expusemos a distribuicao de Poisson, mostramos exemplos de even-
tos raros dispostos no tempo e no espago. A distribuicdo expoenencial trata
dos intervalos de tempo, ou de espago, entre os eventos modelados por uma
distribuicao de Poisson.

Se andarmos em linha reta e marcarmos pontos aleatoriamente, a quantidade
de pontos apds um certo tempo (ou apds determinado comprimento — tanto faz,
porque andamos em velocidade constante) seguird uma distribui¢do de Poisson,
com média p. O tempo entre as marcas feitas é dado por uma distribuicdo
exponencial, com pardmetro A = 1/pu.

Isso pode ser visto claramente ao determinarmos um valor numérico para
a média. Suponha que facamos cinco marcas em cada dez metros (ou a cada
dez segundos). Entdo g = 5/10 = 1/2 marca por metro. Como a média de
marcas por metro é 1/2; a distancia entre duas marcas deve ser de 2 metros

(A=(@1/2)7h).

Exemplo 4.5.6. H4 roteadores sem fio em uma avenida, instalados por peque-
nos comerciantes e moradores, independentemente; a posi¢do de cada um nao
tem relagdo com a posi¢ao com as dos outros. Os donos desses roteadores con-
cordaram em uséd-los aos domingos para oferecer acesso a rede para as pessoas
que passam por ali, em troca de um valor pago pela Prefeitura. Sabemos que
ha 210 roteadores em 20 quadras — e cada quadra tem 100m. A quantidade de
roteadores por quadra segue distribuicdo de Poisson. Determinaremos a pro-
babilidade de uma pessoa qualquer, passeando pela avenida em um Domingo,
fique a mais de 30m de um desses roteadores.

H4 210/20 = 21/2 roteadores por quadra, logo 21/2 a cada 100m. O para-
metro que usamos na distribuicdo exponencial é

21
200
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Assim,

Pr[D > 30] = o—30(21/200)
_ ¢ 63/30

~ 0.043. [ ]

Exemplo 4.5.7. Uma rede de comunicagoes é composta de dispositivos es-
palhados em uma determinada area. Presumimos que a distribuicao desses
dispositivos é aleatéria — como se cada um deles tivesse sido posto em um ponto
aleatério, sem qualquer relagao com a escolha dos outros locais.

Um usuario tentando se comunicar pode ser modelado como um ponto es-
colhido ao acaso na regido. A menor distancia desse usudrio até um dispositivo
da rede segue uma distribuicao exponencial. )

Assim como a geométrica, a distribuicdo exponenicial ndo tem memoria.

Teorema 4.5.8. A distribui¢do exponencial ndo tem meméria. Se X é uma
varidvel com distribuicao exponencial, entao, para quaisquer 0 < a,b € R,

Pr[X > a+ b X > a] = Pr[X > b].

Exemplo 4.5.9. No Exemplo havia A = 21/200 roteadores por metro
em uma avenida. Se eu percorrer a avenida do comec¢o ao fim, a posicdo do
proximo roteador ndo depende da minha posicio na avenida, ou da quantidade
de roteadores pelos quais ja passei: a probabilidade do préximo roteador estar
a mais que 10m, dado que ja andei 50m, é a 4rea sob a curva e ** para x de
60 até oo, dividida pela area sob a mesma curva, mas para = de 50 até oo.

< \e N d
PLD > 60|D > 50] — 0 2
Jso AeAdx
67)\60

T =50
— o~ M60-50)

que é 0 mesmo que
Pr[D > 10] = ¢~ (21/200)10
— —21/20
~ (0.35. ()

Teorema 4.5.10. Se uma variavel aleatoria X tem distribuicdo exponencial,
entao

E[X] = %
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Demonstracao.

E[X] = / zhe” Mdx
0

=\ lim ze Mdx

Teorema 4.5.11. Se uma variavel aleatéria X tem distribui¢do exponencial,
entao

Exemplo 4.5.12. No Exemplo o tempo médio de duracdo de uma con-
versa era de 90s. A variincia é, portanto,

1 1
2 —
o= =g = .00012,
e o desvio padrao é
_ 1 0.011 ]
o= ~ 0.011.
90

4.6 Distribuicoes truncadas

H4 situacgoes em que a distribuicdo necessaria para um modelo é semelhante a
uma distribui¢do conhecida, mas com o dominio restrito. Estas sdo chamadas
de distribuigoes truncadas.

Exemplo 4.6.1 (exponencial truncada). Uma varidvel aleatéria X tem distri-
buicdo exponencial truncada, com

ae™® sex € [2,4]
2
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Note que nao podemos usar ae~**, porque esta nao integraria um no inter-

valo dado, para nenhum valor de a. Para que seja funcao de densidade,

4
/ ae %dr = a(e™? —e™?)
2

deve ser um, portanto

64

e2—1"

a =

Podemos calcular, por exemplo, Pr[X > 3|:

4
e—1

“Pdx = ~ 0.269.

/3 ae T 2] [ J

Os Exemplos e no Capitulo [5| tratardo novamente do tépico de
distribuicdes truncadas.

4.7 Crateras lunares e a distribuicao do seno

Em 1892 o gedlogo Grove Karl Gilbert apresentou uma interessante discussao
sobre a formagao de crateras lunares, sugerindo que haviam sido formadas por
impacto de meteoritos. Gilbert estava interessado na distribui¢do dos angulos
com que os meteoritos atingiriam a superficie da Lua. Comentava que o an-
gulo com que cada um atinge a superficie depende da menor distdncia de sua
trajetéria até o centro da Lua, e ndo da sua direcdo de aproximacao.
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d determina
unicamente 6

A partir desta observacao, Gilbert obteve a probabilidade do angulo de incidén-
cia de um meteorito ser menor ou igual que algum a.

Modelamos a Lua como uma esfera de raio um. Como observado por Gil-
bert, ndo faz diferenca a direcdo pela qual o meteorito se aproxima, e sim quao
proximo ele passa do centro. Fixamos, portanto, uma dire¢do, simplificando o
modelo de forma que os meteoritos cheguem sempre em trajetorias paralelas.

Considere um meteorito que chega formando um angulo «. Ele define uma
calota na esfera, e todos os meteoritos chegando na calota tem angulo de inci-
déncia maior ou igual que «.
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Agora observamos que, se os meteoritos chegam equiprovavelmente em qualquer
posicdo, a probabilidade de um deles formar dngulo maior que « é dada pela
area da segao circular menor (e ndo da calotal) dividida pela drea da segdo
maior. A secdo maior, que divide a esfera em duas, tem drea w. A menor, que
tem raio sen(a), tem drea msen?(a). A razdo entre as duas é

2
msen? () _ sen?(a),
7r

que é a probabilidade do angulo ser menor ou igual que a. Assim, temos uma
funcao de densidade acumulada

Pr[A < a] = F(a) = sen?(a).

1,

<

~ 05 .
0
0 w/2

A funcao de densidade da distribuicdo que queremos deve ser, portanto,

o sen’(a) = 2sen(a) cos(a) = sen(2a)
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Esta é, de fato, uma funcdo de densidade, porque sua integral é um:

00 w/2
/ sen(2«a)da = / sen(2a)dao
—o0 0
1.

1 | |
B
= 051 .
0
0 /2

«

Agora podemos verificar, por exemplo, que a esperanca do angulo de inci-
déncia dos meteoritos é

E[A] = /0 " o sen(a)da =

e

Uma conta simples também nos d4 a varidncia de 04 = (72 — 8)/16 ~ 0.1168.

Exemplo 4.7.1 (probabilidade de angulos de meteoritos). Com as devidas
ressalvas — a Lua ndo é completamente esférica, e a trajetéria dos meteoritos
nao é completamente retilinea — a probabilidade de um meteorito atingir a Lua
fazendo um angulo menor do que 7/4 com a superficie é

f(5) - (- (F) -

Sabemos que 7/4 é a média dos dngulos, e a probabilidade de um angulo ser
menor que a média é, portanto, 1/2. Isso acontece porque a distribuicio é
simétrica, e a média divide a area sob a curva da funcdo de densidade em
duas partes exatamente iguais. Em uma distribuicdo ndo simétrica (como a
exponencial), isto ndo acontece.

J4 a probabilidade de um dngulo de menos de 7/8 é

F (%) = sen? (%) =~ 0.146.

Como esperado, também, F(0) = 02 =0, e F(r/4) =12 = 1. ®
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4.8 A distribuicao de Cauchy

Esta Secao descreve a distribuigao de Cauchy (também chamada de distribuigao
de Lorenz). O principal objetivo desta Segdo é apresentar uma distribuicdo de
densidade que néo tem esperanga (e nem varidncia) definida — mas que ainda
assim segue rigorosamente a defini¢ao de distribuigao de probabilidade, e é usada
para modelar situacodes praticas.

Definimos um experimento aleatério: Seja P o ponto com coordenada (0, 1).
Escolhemos um angulo # de maneira uniforme entre —7 e +7. Em seguida,
tragamos um segmento de P até o eixo das abscissas, formando angulo # com o
eixo das ordenadas.

Cada vez que o experimento é executado, a variavel aleatéria X registrard a
distancia da origem até o ponto de intersec¢do do segmento com as abscissas.
Agora determinaremos a distribuicdo acumulada de densidade para X.

F(X)=Pr[X < x
= Prftan(d) < «]
= Pr[0 < arctan(z))

2 s

1 arctan(z)

De F obtemos a funcdo de densidade de X,

fl) = S P(X)
_d (1  arctan(z)
T i <2 N W>
1
Cor(1+22)”

Definicao 4.8.1. Se uma variavel aleatéria X tem funcdo de densidade

1
f(fU):m

dizemos que X tem distribuicao de Cauchy padrao. <
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A fungdo f(x) apresentada na Defini¢ao é uma fungdo de densidade de
probabilidade, porque

/°° 1 _1/°° 1L
ot adde 7)o (+ar)

(2 /OOO (71) dm) (1/(1 + 22) 6 funciio par)

14 22

= — lim arctan(m)‘
T 2—00 0

27
T2
=1.

A figura a seguir mostra os gréficos de f(z) e F(x).

0.4 1
0 0.8
— — 0.6
153 8
- ~ 04
0.1 0
0 0
-5 5 -5 5
X X

Teorema 4.8.2. Uma varidvel X tendo distribui¢ao de Cauchy nao tem espe-
ranca definida — e consequentemente, ndo tem varidncia.

Demonstracio. O que definiria a esperanca de X é a integral impropria
/ r————dr= lim lim r——dr,
oo (14 22) A=—co B—too [, (14 2?)
que teria que ser o mesmo que, trocando a ordem de integragao,
B 1
lim  lim r——dux,

B—+00 A——c0 [ 4 ﬂ'(l +$2)

mas a integral mais interna é divergente. |

Exercicios

Ex. 69 — Determine k tal que a funcao f a seguir seja fungdo de densidade
de probabilidade.
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Ex. 70 — Verifique que

1
—— 2 €]0,1]
f(a) = { 7/el — )
0 x ¢ [0,1]
é uma fungao de densidade de probabilidade.
Ex. 71 — Se uma variavel aleatoria X tem funcdo de distribui¢do acumulada

F(x):l—%, x >k,

qual é o valor de k7 E qual é a funcdo de densidade de X?
Ex. 72 — Refaga o Exemplo [4.1.7} trocando sen(a) por sen(a)?.

Ex. 73 — Em que intervalos a funcido cos(x) é fungio de distribui¢io acumu-
lada de probabilidade?

Ex. 74 — Quero atribuir uma funcao de densidade de probabilidade f a uma
varigvel aleatéria continua em um intervalo [a, b]. A fungio deve ser decrescente,
e deve ser tal que f(b) = 0. Descreva uma fungdo que eu possa usar.

Ex. 75 — Suponha que X seja varidvel aleatéria continua, e que eu tenha
escolhido f, a seguir, para ser a fungao de densidade de probabilidade de X.

)3z xe€l0,1]
ﬂm_{o x ¢ [0,1].

Calculei a esperanca e a varidncia de X, mas encontrei um problema.

qu_Aiﬁ@mx_[fwmx_342%m_1

E[X?) = /1 22 f(x)dx = 3/1x3d1; — z
0 0

E[X]?2 =1
2 2 _ 3 1
var(X) = E[X?] - E[X]* = 7~ 1= —.

A variancia resultou em valor negativo. Tentei verificar calculando por outro
método, e obtive

—E[( — 1)

:/ (x —1)?3xdx
0
1

=4,
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diferente do valor que havia calculado antes. Onde errei?

Ex. 76 — Um nimero X é sorteado no intervalo (0,1). Qual é a probabilidade

1. do primeiro digito apés a virgula ser par?
2. do segundo digito apds a virgula ser impar?

3. da raiz quadrada de X ter o primeiro digito apés a virgula igual a 4 ou
57

Ex. 77 — Uma circunferéncia foi desenhada com centro em (5,5) e raio 1.
Considere o seguinte experimento aleatdrio: sorteamos equiprovavelmente dois
nimeros a e b entre 0 e 10 (sdo portanto descritos por duas vridveis uniformes),
e tragamos o segmento (0,a)—(10,b). A Figura a seguir ilustra duas rodadas do
experimento: na primeira sao selecionados a = 3,b = 6, e 0 segmento intercepta
a circunferéncia; na segunda sao selecionados a = 9.2 e b = 5, e o segmento nao
intercepta a circunferéncia.

10
a=(0,9.2) 4

a=(0,3)

[
0 5 10

1. Qual é a probabilidade do segmento interceptar a circunferéncia?

2. Defina uma varidvel indicadora (definida na Secao péagina , I=1
se o segmento intercepta a circunferéncia, I = 0 caso contrario. Deter-
mine E[I] e var[]].

3. E se a for escolhido entre 0 e 10, mas b for selecionado entre 0 e 57

4. E se as distribuig¢oes de a e b forem exponenciais, com parametros 6 e A?

Ex. 78 — Uma fabrica produz bolas de basquete. Nos tltimos anos, as bo-
las produzidas nao seguiam a especificacao oficial, porque eram destinadas a
jogadores ocasionais e pessoas sem forte envolvimento com o esporte. As bolas
produzidas tem circunferéncia com média 75.9c¢m e desvio padrao 2cm.

De acordo com as regras oficiais, uma bola para competi¢cbes masculinas deve
ter circunferéncia entre 74.9cm e 78.0cm.
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Também de acordo com as regras oficiais, uma bola deve pesar entre 567¢g e
650g; as bolas da fabrica tem peso médio igual a 590g, com desvio padrao de
20g.

Presuma que as distribui¢oes de peso e circunferéncia das bolas sdo normais e
independentes.

1. Qual é a probabilidade de uma bola produzida por esta fabrica ter cir-
cunferéncia de acordo com a espeficiagdo oficial?

2. Qual é a probabilidade de uma bola produzida por esta fabrica ter cir-
cunferéncia e peso de acordo com a espeficiacao oficial?

Ex. 79 — Uma camara refrigerada mantém a temperatura que for progra-
mada, com desvio padrao de 0.3°C' (ou seja, medidas feitas ao longo do tempo
seguem uma distribuigdo normal com esse desvio padrao). Se em 2% das medi-
das feitas em cada minuto de um dia a temperatura estiver acima de 4°C', qual
deve ter sido a temperatura programada?

Ex. 80 — Seja X uma variavel aleatéria com distribuigdo normal, tendo mé-
dia 3. Sabendo que Pr[3 < X < 3.8] = 0.3289, determine o desvio padrdo de
X.

Ex. 81 — Uma fabrica produz tubos de cobre. O didmetro dos tubos, me-
dido em centimetros, segue uma distribuigdo N'(4,0.04). Um tubo s6 passa no
controle de qualidade se seu didmetro esta entre 3.9cm e 4.1cm.

1. Qual é a proporcao de tubos defeituosos produzida?

2. Qual é a probabilidade de vinte tubos serem produzidos sem defeito?

Ex. 82 — Quero definir uma distribuicao que funcione como o quadrado da
normal:
N 1 1 (z—pn)? 2
o) = (et )
2ro

1. Mostre que f nao ¢é funcdo de densidade.

2. Mostre que existe K € R tal que f = Kf é funcao de densidade (ou
seja, f pode ser transformada em funcido de densidade multiplicando-a
por uma constante).

3. Qual serd a média da distribui¢do que usa f como funcao de densidade?

4. E a varidncia?

(Trabalhoso!) Quando definimos f elevamos a fungdo de densidade da
normal ao quadrado. Mostre como ficam a média e a varidncia se, ao
invés de elevarmos ao quadrado, elevarmos a ¢, com ¢ inteiro positivo.

6. A nova distribuicdo, tendo f como fun¢do de densidade, é normal?
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Ex. 83 — Quero definir uma varidvel com distribuicdo continua de probabi-
lidades, de forma que a probabilidade Pr[X = z] seja dada por uma pardbola
invertida, com funcao de densidade de probabilidade

f(z) = max(—42? + ¢,0).
Que opcoes tenho?

Ex. 84 — Uma varidvel aleatéria X pode ter funcdo de densidade igual a
funcao abaixo?

1
x>0
f(z) =14 2v/e®
0 <0

Caso seja possivel, qual seria sua esperancga?

Ex. 8 — Suponha que 10% da superficie de uma esfera tenha sido pintada
de uma cor.

1. Prove que é possivel inscrever um cubo nessa esfera de forma que nenhum
de seus vértices toque em uma parte pintada.

2. Até que propor¢ao da esfera podemos pintar para que o argumento do
item (1) continue funcionando?

3. Refaca o exercicio para circunferéncias em R2.
Dicas: (*) ao escolher um ponto na esfera, os outros sete vértices do cubo
jé estdo determinados; (*) tente criar uma varidvel aleatéria indicadora
para cada vértice que cai em parte nao pintada.

Ex. 86 — No Exemplo mencionamos um sistema interativo, onde a mé-
dia de duragdo de conversas era de 90 segundos. Determine a probabilidade de
uma conversa durar entre um e dois minutos.

Ex. 87 — Um modelo de lampada de LED tem tempo médio de funciona-
mento igual a 4 anos. Todas as lampadas instaladas em um prédio sdao deste
modelo, e uma norma de seguranca determina que 70% deve estar funcionando
para que o prédio possa continuar sendo usado. Quanto tempo esperamos que
passe antes que lampadas tenham que ser trocadas para que o prédio possa
continuar funcionando?

Ex. 88 — No Capitulo[T] o Exercicio [25] dizia que um niimero « era escolhido
equiprovavelmente entre zero e um. Refaca o exercicio, desta vez considerando

1. que a é escolhido de uma distribuicdo exponencial, com A = 1.

2. que a é escolhido de uma distribuicio normal, com p = 1/2 e 02 = 0.25
(como a fungdo de densidade da normal néo é integravel, deixe indicadas
as integrais, sem resolvé-las). Neste caso, « ficar fora do intervalo [0, 1],
e as fungdes que sdo iguais a x e 22 em [0, 1] sdo iguais a zero fora desse
intervalo.
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Ex. 89 — Uma bateria de carro tem duragdo média de 24 meses. Sabendo
que o carro ja estd sendo usado héa exatos 24 meses, determine a probabilidade
da bateria falhar em seu 36° més de funcionamento.

Ex. 90 — Pessoas compram passagens aéreas com antecedéncia média de 20
dias, e com distribui¢ao exponencial.

1. Qual é a probabilidade de uma pessoa comprar uma passagem com dez
dias de antecedéncia, ou menos?

2. Com quanto tempo de antecedéncia metade das pessoas costuma comprar
passagens?

Ex. 91 — Se selecionarmos trés pontos em uma circunferéncia (na borda, nao
no interior), qual é a probabilidade desses pontos estarem em uma mesma semi-
ciecunferéncia?

Ex. 92 — Prove o Teorema [£.5.11]

Ex. 93 — Sabe-se que o tempo que um aparelho pode funcionar sem ma-
nuten¢do tem distribuigdo exponencial. Se a probabilidade deste equipamento
funcionar mais de um més sem manutencao é 0.5, qual é a esperanca do tempo
de funcionamento sem manutengio?

Ex. 94 — Circulos sdo gerados aleatoriamente, e a drea dos circulos (A4) segue
distribuicao exponencial. Determine a funcao de densidade de probabilidade das
variavel aleatéria R, que representa o raio do circulo.

Ex. 95 — Prove o Teorema [4.3.6l

Ex. 96 — Prove o Teorema [1.5.8]

Ex. 97 — Comprei um aparelho com MTBF (“tempo médio antes de falha”)
igual a 100000 horas. Isso significa que a probabilidade dele falhar antes de
100000 horas é pequena? Quanto, exatamente?
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Ex. 98 — Se X ~ N (u,0), determine

1. Pr[X > o]
2. Pr[X > 20]
3. Pr[X > 30]
Ex. 99 — Estudos determinaram que o ritmo de batimento cardiaco de recém-

nascidos em uma populagao é de 130.28 por minuto, com desvio padrao de 8.22,
seguindo uma distribui¢do normal. Qual é a probabilidade de um recém-nascido
ter batimento com ritmo menor que 120 por minuto?

Ex. 100 — Numeros complexos sao da forma a+ bi, onde a,b € Re i =/ —1.
Usualmente, associamos niimeros complexos com pontos no plano, de forma que
o ntimero a + bi seja associado ao ponto (a,b).

Sabe-se que nao é possivel ordenar completamente os ntimeros complexos: hé
nimeros que nao sao comapraveis: 2+ 107 e 10+ 27 diferentes, mas nao dizemos
que um deles é “maior” que o outro. H& casos em que ¢é possivel dizer que um
ntimero complexo é maior que outro: 2+ 2¢ < 10+ 10¢, porque tanto a parte real
como a imaginaria do primeiro sdo menores que as correspondentes no segundo.

Considere o seguinte experimento: um nimero complexo é sorteado (a e b sdo
escolhidos equiprovavelmente), de forma que a norma do ntmero seja menor
ou igual a um (va? + b? < 1); em seguida, outro niimero complexo a + Si é
sorteado da mesma forma, com a mesma restri¢ao.

Determine a probabilidade do segundo ntimero ser menor que o primeiro.

Ex. 101 — Uma varidvel X tem distribui¢do normal. Se Pr[X > 30] =
0.7517, qual a maior média possivel para a variavel, sabendo que o desvio padrao
deve ficar abaixo de 27

Ex. 102 — Seja X ~ N(1,36). Determine Pr[0 < X2 < 9].
Ex. 103 — Seja X ~ N(8,9). Determine k tal que Pr[X < k] = 4Pr[X > k.

Ex. 104 — Embora nao exista forma fechada para a integracao da funcao de
densidade da distribuicdo normal, é possivel provar que a integral dela em toda
a reta real resulta em um. Mostre como.

Ex. 105 — Uma calota semiesférica estd no chao, ao lado de um paralelepi-
pedo. A calota tem raio igual a 20m, e o paralelepipedo, que tem 25m de altura,
fica a 10m da borda da calota. Seja r a reta que passa pela calota e exatamente
pela metade do paralelepipedo.

Se um laser é direcionado, de forma perpendicular ao chdo, para um ponto

escolhido equiprovavelmente em s, o segmento de r dentro da calota, qual é a
probabilidade deste raio atingir o paralelepipedo?



131

S

Ex. 106 — Obtenha a funcdo de densidade e a fun¢do acumulada de densi-
dade da distribui¢do generalizada de Cauchy. A distribui¢do na Segédo [4.8| pre-
sume que o ponto P estd em (0,1). Para a distribuicao generalizada, presuma

P = (20,%0)-

Ex. 107 — Sejam X7, Xs, ..., X, varidaveis com distribui¢do generalizada de
Cauchy (veja o Exercicio , cada uma tendo funcao de densidade f1, fa,..., fn.
Determine a funcdo de densidade de X7 + Xo + -+ -+ X,.
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Capitulo 5

Variaveis Aleatorias
Bidimensionais

No inicio deste texto — ja no Exemplo — definimos experimentos que na-
turalmente sugerem a definicdo de mais de uma varidvel aleatéria. No exemplo
mencionado, jogavam-se dois dados, e perguntas eram feitas a respeito dos dois
valores, individualmente. Claramente, poderiamos ter definido uma varidvel
aleatéria para cada um dos dados. Da mesma forma, no exemplo podemos
visualizar duas varidveis aleatérias: o resultado do teste, que pode ser positivo
ou negativo, e a gravidez, que pode ou nao existir. FEste Capitulo discute o
trabalho com mais de uma variavel aleatoria.

5.1 Vetores aleatérios

Duas varidveis aleatorias, X e Y, podem assumir diferentes valores, dependendo
do resultado de um experimento. Conceitualmente, podemos vé-las como um
vetor (X,Y’), onde cada componente assume, individualmente, os valores de
X e de Y. Desta forma, apés um experimento, podemos voltar a atengdo
individualmente para o valor resultante de X ou de Y; ou podemos observar o
valor resultante do vetor (X,Y’), E, assim como X e Y, o vetor (X,Y’) também
terd uma funcéo de distribuicdo de probabilidade. No entanto, enquanto X e Y
sdo fungdes de © em R, a funcdo de distribuigio de (X,Y) é fxy : 2 — R? (e
o espago amostral, 2, pode ele mesmo ser formado por elementos tipicamente
descritos como multidimensionais — por exemplo pontos dentro de uma esfera
ou medidas feitas por equipamento hospitalar).

Esta discussdo se estende naturalmente a mais de duas varidveis, conforme

a Definicao

Definicao 5.1.1 (varidvel aleatéria multidimensional). Sejam X7, Xo,..., X,
variaveis aleatorias definidas em um mesmo espaco amostral. Entdo o vetor
(X1, Xs,...,X,) é uma varidvel aleatéria multidimensional, ou um vetor

133
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aleatério.

Equivalentemente, um vetor aleatério pode ser definido como uma fungéo
do espaco amostral, resultando em varios niameros reais, f : 2 — R™.

Quando o vetor aleatério tem dimensao dois, dizemos que é um vetor ale-
atério bidimensional <

Exemplo 5.1.2 (estacdo meteoroldgica — varidvel aleatéria bidimensional dis-
creta). Uma estagdo meteoroldgica usualmente tem varios sensores para regis-
trar temperatura, pressao atmosférica, umidade do ar, velocidade e orientagao
do vento, dentre outros. Se tratarmos uma leitura periédica da estacdo como
um experimento aleatorio, a leitura de cada um destes sensores pode ser vista
como uma variavel aleatoria — e o conjunto delas, como uma variavel multidi-
mensional. e

Exemplo 5.1.3 (ponto escolhido em circulo — varidvel aleatéria bidimensional
continua). Escolhemos equiprovavelmente um ponto em um circulo C' com cen-
tro na origem (C' = {(z,y) : 22 +y? < 1}). As coordenadas X e Y do ponto sido
varidveis aleatérias, e o ponto (X,Y) é um vetor aleatério (ou varidvel aleatéria
bidimensional). ()

5.2 Distribuicoes conjuntas

Um par de varaveis aleatérias tem uma distribuigdo discreta quando podemos
enumerar as probabilidades que elas medem. Isso significa que devemos poder
identificar dois conjuntos enumeréaveis, A e B, tais que o valor da varidvel bi-
dimensional sempre serd (a,b) € A x B. A partir disto formulamos a seguinte
definicao.

Defini¢do 5.2.1 (distribui¢io conjunta discreta). A varidvel aleatéria (X,Y)
¢é discreta se existem A, B, subconjuntos enumeraveis de §2, tais que para todo
ponto (z;,y;) € A X B,

flxi,y;) =Pr[X =a;,,Y =y;] >0
> flaiyy) =1 <
,J

Consequentemente, a distribui¢do acumulada de probabilidade para X,Y é

F(z,y) = Z Dij-

z; <z
yi<y

Exemplo 5.2.2 (esta¢io meteoroldgica — distribuigdo conjunta discreta). To-
mamos dois sensores de uma estagao meteorologica: o termdémetro e o anemo-
metro. Deles podemos extrair duas varidveis aleatérias: T, a temperatura local;
V', a velocidade aproximada do vento. Suponha que em no local onde a estagéo
foi instalada, num memso horario do dia, a temperatura fica entre 9°C e 12°C,
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e a velocidade do vento sempre fica entre 11m/s e 13m/s. Apéds 210 dias de
medidas verificadas pela estacao (dividida em anos diferentes), a tabela a seguir
foi compilada (o ntimero na coluna i e linha j é a quantidade de vezes em que
a temperatura e velocidade do vento eram aquelas indicadas na linha/coluna
correspondente).

temperatura
9 10 11 12

11 120 15 10 5
12 110 25 25 20

vento

13 |10 20 20 30

Se escolhermos equiprovavelmente um dos dias em que amostras foram feitas
(ou um dia no futuro, se presumirmos que probabilidades calculadas a partir da
tabela indicam comportamento futuro), a probabilidade da temperatura ser de
9°C é

20+10+10 1
Pri7T=9= —F——=—.
HT =9) 210 7
A probabilidade da temperatura ser 9°C' e da velocidade do vento ser de 12m/s
é
10 1
Pr[T=9,V=12|= — = —.
=9, =210~ a1
A probabilidade da temperatura ter sido menor ou igual a 11 e a velocidade do
vento menor ou igual a 12 ¢é

20+15+10+10+25+25
210

Pr[T <11,V < 12] =
1

5
E possivel conceber experimentos mais interessantes que este. Pode-se, por
exemplo, usar uma biruta para determinar a orientacao aproximada do vento, e
definir mais duas varidveis aleatérias: Vx, para a magnitude da componente da

velocidade do vento em uma direcdo, e Vy, para a magnitude da componente
da velocidade em outra diregao. )

Exemplo 5.2.3 (duas moedas — funcao conjunta de massa). Jogamos duas
moedas duas vezes, sendo que para as duas p é a probabilidade de carae ¢ = 1—p
a probabilidade de coroa. Definimos duas varidveis:

e A, a quantidade de caras;

e O, a quantidade de coroas antes da primeira cara.
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Tanto A como O podem assumir valores entre zero e dois. Como A e O foram
definidas a partir do mesmo experimento, podemos trata-las como um vetor
aleatério, (4, O).

Os quatro eventos possiveis — e nao necessariamente equiprovaveis — sao

X P(X) A O

AA p? 2 0
AO Dq 1 0
OA qp 1 1
00 q> 0 2

Listamos agora a funcdo de probabilidade conjunta de A e O, que consiste
das probabilidades Pr[A = a, O = o], para todos os valores possiveis:

f(A=1,0=0)=pq
f(A=2,0=0) = p?
f(A=1,0=1)=pq
f(A=0,0=2)=¢*

Podemos também representar a funcao de probabilidade conjunta em uma ta-
bela.

Verificamos que a soma de todas as probabilidades na tabela é um:

P+ +2pqg=p(l —q) +q(1—q) +2pq
=p—pq+q—pg+2pg
=p+gq
-1 °

Observamos as soma das linhas e das colunas no Exemplo Na primeira
linha,

Pr[A=0,0=0]+Pr[A=1,0 =0+ Pr[A=2,0 = 0] = pq + p* = p.
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Mas esta soma, pelo Teorema da Probabilidade Total, é Pr[O = 0].

A funcao de densidade conjunta de um vetor aleatdrio continuo é semelhante
a fungdo de densidade de uma varidvel aleatéria continua: esta é a fungéo f(z,y),
tal que [ [(z,y)dzdy = Pr[X <z,Y <yl

Definic¢ao 5.2.4 (funcido de densidade conjunta). Seja (X,Y) um vetor aleato-
rio bidimensional continuo. Uma fungao

Q>R
¢ uma funcao de densidade conjunta para (X,Y) se

f(x,y) >0

/_O:o/_o:of(x,y)dxdyzl.

Como consequéncia,

F(z,y) =/; /yoo f(u,v) dudv.

<

Exemplo 5.2.5 (distribuigdo conjunta uniforme). Um ponto é selecionado no
quadrado entre (0,0) e (2,2). Definimos duas varidveis aleatérias, X e Y, que
terdao o valor das duas coordenadas do ponto.

Como todos os pontos sdo equiprovaveis, a funcdo de densidade conjunta
destas variaveis deve ser constante:

f(ff,y)Zé

Para que seja uma funcio de densidade, sabemos que [ j;o fj

um (ou ainda, F'(4o00,+00) = 1):

+oo —+o00 1 2 2 1
/ / fdxdy:/ / — dxdy
—o0 —x € o Jo €
2)(2)

L dxdy deve ser
oo C

b

C

0 que implica que ¢ = %. Desta forma,
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Esta é uma caracteristica da distribuicdo uniforme: quando abordamos a
distribuicao uniforme em intervalos no Capitulo |4l vimos que o valor da fun¢édo
de densidade ¢é constante, e igual ao inverso do comprimento do intervalo,

Teorema 5.2.6. Sejam X e Y duas varidveis aleatérias continuas. Se sua
a funcdo acumulada conjunta de distribuicdo é F(X,Y), entdo a funcio de
densidade conjunta de X e Y sera

2
f(xvy) = %F(xay)v

se esta derivada existir.

Exemplo 5.2.7 (f(z,y) é derivada de F(z,y)). No exemplo a funcao de
densidade encontrada foi f(z,y) = 1/4. A funcdo de densidade acumulada é

LY

F(l’,y) = Za

porque esta é a funcdo que da a probabilidade do ponto sorteado estar no re-
tdngulo delimitado por z e y.
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O que fizemos agora foi generalizar para duas varidveis, trocando comprimento
por area, e usando o método também ja visto, no Capitulo I} se um ponto é
escolhido equiprovavelmente em uma regidao R, a probabilidade do ponto estar
dentro de uma outra regido A C R ¢é

141

|R|
Vemos, agora, que a fungao de densidade é a derivada da funcao de distribuigdo
acumulada:

2

f(xvy) = ar_ayF(x’y)

B 0% zy
N 3x3y?
1
=T

Verificamos que de fato f é funcao de densidade:

2 2 2 2
//f(x,y)dmdy://—dazdy
o Jo o Jo 4
1

= - 2yl
4 0

Da mesma forma que é ilustrado no Exemplo para densidades de va-
ridveis aleatérias individuais, a funcdo de densidade deve ter sua integral em
todo o dominio igual a um, mas isto nao significa que ndo pode assumir valores
maiores que um em partes do dominio.

Exemplo 5.2.8 (densidade maior que um). Sejam X e Y duas varidveis alea-
térias continuas. Entao

_Jr+y x,yel01]
f(x’y)_{o z,y ¢ [0,1]
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é uma fungao de densidade de probabilidade para X e Y, ainda que f(1,1) =2,

acima de 1, porque f(x,y) ndo representa probabilidades individuais. A tnica
A . . 7 oo o0 .

exigéncia que existe é que [~ [ f(z,y) = 1. Verificamos:

1 1 1 1
//f(w)dxdyz/ / o +y dudy
0 0 0 0
1 2 1
/[2+xy} dy
0 0
1
1
S tuydy
|3
1.

Exemplo 5.2.9. Sejam X e Y varidveis aleatorias com a fun¢do de densidade
conjunta

20z +ay w,y>0, x+y<?2

0 em outros casos

fXY(xay) - {

Determinaremos Pr[Y" > 1]. Para isso, precismos da constante ¢. Sabemos que
a funcao de densidade deve intergar um, portanto

2 2—y 2 2—y
/ / 2az% + ay dedy = a/ / 222 + y dzdy
o Jo o Jo

/2 2y% — 9y + 18y — 16
=a - dy
0 3

=a(4).
Concluimos, portanto, que a = 1/4, e temos a funcdo de densidade conjunta

222 +y
4

fXY(£C7y): $7y20a$+y<2

A figura a seguir mostra a regido onde devemos integrar fxy e obter Pr[Y < 1],

que depois inverteremos para obter Pr[Y" > 1]. Note que neste figura y é abscissa
e x, ordenada.

Y <1
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PrlY > 1] =1-Pr[Y < 1]

2—y
—1—// fxv(z,y) dedy

J— 1 o
24
~ 0.208.

Podemos, equivalentemente, integrar y entre 1 e 2:

2 2—y
/ / Ixy (z,y) dedy
1 0
5

24
~ 0.208. °

Pr[Y > 1]

5.3 Distribuicoes marginais

A distribuicdo de probabilidade da variavel X, independente do valor que Y
possa ter, é chamada de distribuicio marginal de X.

As distribuicoes individuais de duas varidveis aleatorias X e Y nédo déo
informacao suficiente para que possamos deduzir sua distribuicdo conjunta. Na
verdade, é possivel que mais de uma distribuicdo conjunta sejam compativeis
com as mesmas distribui¢es individuais. O contrario ja é possivel: a partir
da distribuicdo conjunta de X e Y, é possivel identificar completamente as
distribuicoes de X e de Y.

Definic¢ao 5.3.1 (distribuicdo marginal). Sejam X e Y duas varidveis aleatérias
com distribui¢do conjunta f(x,y). A probabilidade de X < z, independente de
qual seja o valor da varidvel Y, é dada pela distribuicao marginal de X,

Fx(z) = F(z,+00),

ou seja,

+
5 [77 f(u,v)dvdu  para o caso continuo

Fx(z) = {Zq@c Z f( r) para o caso discreto

<

Exemplo 5.3.2 (duas moedas — distribui¢io marginal discreta). No Exem-
plo a distribuicdo marginal foi mostrada em uma tabela, que é repro-
duzida a seguir, onde também foram incluidas as somas das linhas e colunas.
Verificamos que a soma de todas as probabilidades na tabela é um:
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A
0o 1 2
0 P
1 > Pq
2 - 2

A distribui¢do marginal de A é uma binomial:

2 02 _ 2
(0>pq =q
9
<1>p1q12pq
2 2.0 _ .2
(2>pq =p

Ja a distribuicao marginal de O é uma geométrica truncada.

’p=p
q'p=pq
CIQ)Q — q2

O p nao aparece na tltima linha porque a moeda s6 é jogada duas vezes, e ndo
faz sentido exigir uma cara depois da segunda vez.

A partir das distribui¢des marginais, podemos obter a esperanca e variancia
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das variaveis individuais:

E[A] =np=2p (binomial)

0% = npq (binomial)
= 2pq
ap = E[0’] - E[0]?
= [0*(p) + 1(pq) + 2°(¢*)] — [(¢* + @)?]
=pq+4q° — (¢° +q)°
=pg+4¢> — ¢ +2¢° + ¢*
=pg—q"' +2¢° +5¢°
=—¢"+2¢° +4¢° + ¢ °
Exemplo 5.3.3 (distribui¢do marginal discreta - Poisson—Poisson). Suponha

que duas varidveis independentes, A e B, tenham distribui¢do de Poisson, com
médias Ag e \p.

eanAa

fala) = — - (5.1)
—Ap \b

fo(b) == b!AB

Naquele Exemplo, ao presumir que as duas variaveis sdo independentes, chega-
mos a func¢do conjunta de massa
—Xaya ,—Ag )b
e A e Ap
al b!

f(avb) =

Se calcularmos a distribui¢do marginal de A, chegamos & mesma f4(a) que ja
conhecemos (Equagdo [5.1):

-5 () ()
P b!
) S (0
b!

(=
( o ) (porque 32,% f5(b) =1)

O mesmo vale para fp(b). [ )
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Exemplo 5.3.4 (distribui¢ao marginal continua — uniforme). O Exemplo
descreve um experimento onde um ponto é escolhido em um quadrado de lado
2. A fungédo de densidade conjunta para (X,Y) é

A funcao de densidade marginal para X é obtida integrando f(z,y) em y de 0
a2 ) .
fx@) = [ fewiy=;
0
Obtemos também a fungdo de densidade acumulada de X,

1 T

que claramente estd correta: X é escolhida no intervalo [0, 2], portanto a pro-
babilidade de X ser menor que k é exatamente k/2. [ )

Exemplo 5.3.5 (distribuicio marginal continua — exponencial-exponencial).
No Exemplo [5.4.6] as variaveis X e Y sdo independentes, e o exemplo ja traz as
distribui¢des marginais,

1

fX (Jj) = Ae_AI = 76_I/2
2

fr(y) =0 = 5672‘1//3-

Verificamos que

/ fxy(z,y)dy :/ ge*m/2*2y/3 dy
. ;

1
— )\e—ka: _ 56_I/2

= fx(x),

e 0 mesmo vale para fy. ()

5.4 Independéncia

Ja tratamos de independéncia de eventos em espacos amostrais na Secdo [2.2}
agora abordamos independéncia entre variaveis aleatérias. Queremos uma defi-
ni¢do que capture o conceito semelhante para eventos.
Dois eventos A e B sdo independentes se Pr(AN B) = Pr(A) Pr(B).
Observamos que podemos definir eventos usando varidveis aleatorias:

X <5,
X > 10,
Y <1
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sdo definidos a partir das varidveis aleatérias X e Y, mas cada um deles é
valido para um subconjunto do espago amostral — ou seja, cada um define um
evento. A definicdo de independéncia que procuramos, portanto, deve partir da
afirmacao de que duas varidveis X e Y sdo independentes se quaisquer eventos
Ax e Ay definidos por X e Y sao independentes. Esta afirmacgao, apesar de
definir claramente o que sdo varidveis independentes, nao torna facil o trabalho
que teremos que realizar depois, de verificar se variaveis sao independentes. A
definicdo a seguir, no entanto, é equivalente a esta, e nos servira perfeitamente.

Definigao 5.4.1 (varidveis aleatérias independentes). Duas varidveis aleatérias
X e Y sao independentes se e somente se para todos a, b,

F(a,b) ZFx(a)Fy(b). <

Fica claro, a partir da motivacao para a defini¢cdo, que, se duas varidveis
sdo definidas a partir de eventos entre os quais nao ha relacao fisica relevante,
podemos traté-las como independentes (por exemplo, duas repetigoes diferentes
do experimento em que se joga uma moeda).

A definicdo implica que duas varidveis aleatérias discretas X e Y sdo inde-
pendentes se, para todos x,y € €2,

Pr[X =2,V =y] = Pr[X = 2] Pr[Y = y].

Exemplo 5.4.2 (varidveis discretas, dependentes). Uma cidade compilou a in-
cidéncia de dibetes mellitus em sua populagdo, e obteve os seguintes resultados.

fumante nao fumante total

sem diabetes 7500 95700 103200
diabetes 10500 6300 16800
total 18000 102000 120000

A partir desta tabela, podemos identificar:
 a prevaléncia de tabagismo na cidade, Pr(7") = 18000/120000 = 0.15;
« a prevaléncia de diabetes mellitus, Pr(D) = 16800/120000 = 0.14;

o Pr[D,T] = 10500/120000 = 0.0875, probabilidade de um cidadéo ser ta-
bagista e diabético.

Estd implicito que definimos um experimento aleatério, onde selecionamos um
individuo qualquer dentre os 120000 cidadéaos, e que definimos duas varidveis
aleatérias, D indicando diabetes, e T' indicando tabagismo.

A tabela a seguir traduz as frequéncias em probabilidades (cada elemento é
igual ao elemento da dabela de frequencias dividido por 120000, que é o tamanho
do espago amostral).
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fumante nao fumante
sem diabetes 0.0625 0.7975
diabetes 0.0875 0.0525

Podemos ver que as variaveis T' e D nao sao independentes, porque

Pr[D,T] = 0.0875
Pr(D) Pr(T) = (0.14)(0.15) = 0.021. °

Exemplo 5.4.3 (varidveis continuas, dependentes). Suponha que duas varidveis
aleatérias X e Y tem fungdo de densidade conjunta

f(z,y) = asen(z +y).

>
\5 fXY(xay)
2
= 0.4
0.2
0

T

Como [ [ f(z,y)dzdy deve ser um, s6 hd um valor possivel para a,
1
a=—
2

As distribui¢cbes marginais de X e Y séo
sen(z) — cos(z) + 1
2

FY(y) _ Sen(y) - ;OS(y) +1

Fx(.’L‘) =

J& a fun¢do de densidade acumulada conjunta é

Fxy(z,y) = sen(r) + sen(yQ) —sen(z +y)
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No entanto,

F(@)Fy () = oD = eos(a) + Dsen(y) — cosy) + 1)

diferente de Fxy (x,y) — o que pode ser verificado facilmente,

Fx(1)Fy (1) ~ 0.423
ny(l, 1) =~ (0.386.

Assim, as varidveis X e Y s@o dependentes. )

Exemplo 5.4.4 (varidveis continuas, dependentes). Escolhemos um ponto equi-
provavelmente na circunferéncia de raio um centrada na origem.
O espago amostral para este experimento é

Q={(z,y) : 2*+y* <1}

Definimos duas varidveis aleatérias, X e Y, que nos dao as coordenadas X e Y
do ponto. Para determinar se X e Y sdo dependentes, precisamos de fx, fy e

fxy.
Como a distribuicdo dos pontos é uniforme no espago amostral, temos

fxy = T

1

—dxdy =1
[h3
1//dd 1
- v dy =
k /), T

- = (4rea de Q2 é 7(1?))

Ja temos fxy(z,y) =1/m. Agora,

fx(z) = /jo Ixv(z,y)dy

+VIi-z
A
iz T
2v/1 — x2

™

Por simetria,
2¢/1— 32
- .

Iy(y) =
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Claramente, X e Y sdo depentendes, porque

Fx (@) () = =
/==
# '
= fxy(z,y). °

Exemplo 5.4.5 (variaveis discretas, independentes (Poisson, Binomial)). Um
computador configurado para funcionar como servidor em uma rede recebe dois
tipos de conexao: as do tipo TCP e as do tipo UDP. As conexdes chegam
de acordo com um processo de Poisson, com média de A conexdes por minuto.
Dentre as conexdes que chegam em um minuto, a probabilidade de uma conexao
qualquer ser do tipo TCP é p, e consequentemente, a probabilidade da conexao
ser do tipo UDP é 1 — p. Definimos as varidveis aleatérias T' = quantidade de
conexoes TCP, U = quantidade de conexées UDP, e N =T + U, e obteremos a
funcao de distribuicdo conjunta de T e U.

Queremos fry = Pr[T = t,U = u]. Podemos somar, para todos os valors de
N,

Pr[T =1t,U = uj :iPr[T:t,U:u]Pr[N:n].

n=0

Mas como s6 precisamos considerar o caso em que n = t + u, reescrevemos
Pr[T =t,U =u] =Pr[T =t|N =t +u|Pr[N =t + u]

Se soubermos a quantidade de pacotes (N = n, por exemplo), podemos definir
T e U’, com

Pr[T" =t] = Pr[T = t|N =t + u]

Pr[U" = u] = Pr[U = u|N =t + u]

e sabemos, pela descrigio dada (“dentre as conexdes que chegam em um minuto,
..."), que tanto 7" como U’ sdo binomiais: 7" ~ Binom(n,p), U’ ~ Binom(n,1—
p). Entao

fru(t,u) =Pr[T =t,U = u]
Binom(t+u,p) Poiss(\)
=Pr[T =tN=t+u] Pr[N =t+4]
t+u\ , e~ ANt
= ]_ — w_-_ -
( t )p (1-p) (t + w)!
e (Ap)t e MR A1 — p))"
t! u!
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Agora é interessnate observar que

Pr[T = t] :iPr[T:t,U:u]

_ 3 e0n) X - )

—= t! u!
ef)\p t e ef)\(lfp) o u
_ O (Z ba p)]) 52)
u=0
e~ P (\p)t
= T gy,

porque a expressao entre parénteses na equagcao [5.2¢é a soma das probabilidades
para todos os possiveis valores em uma distribuicao de Poisson — que deve ser um.
Mas isto mostra que T ~ Poiss(Ap), que faz sentido: a chegada de pacotes TCP
segue uma distribuigao de Poisson com média Ap por minuto (p é a probabilidade
do pacote ser TCP, portanto Ap é a proporcao de pacotes TCP que chegam
em um minuto). Da mesma forma se conclui que U ~ Poiss(A(1 — p)) — e
como a distribui¢do conjunta é o produto das duas distribuicbes marginais, T'
e U sao independentes! E claro que, se N é conhecido, entdo 7 e U nao sio
independentes, porque um é fungdo linear do outro (' = N — U), mas quando
consideradas sem conhecimento de N, as duas varidveis sdo independentes. @

Exemplo 5.4.6 (varidveis continuas, independentes — exponencial). Duas bate-
rias em tempo de duracdo modelado por distribui¢ées exponenciais: a primeira
dura 2 anos, em média, e a segunda dura um ano e meio. As garantias das duas
sdo iguais as suas médias de duragao.

Os parametros das duas distribuigoes exponenciais sao

A=1/2
6 =3/2.

As varidves sdo independentes, e as fungoes de densidade sao

1
fx(@) =X = 56790/2

A probabilidade des cada bateria ter que ser trocada dentro do seu prazo de
garantia é a probabilidade delas durarem menos que a média, portanto

Toe M —1_e21/2) _ 1 _ =1 40632
1_e 0 —1_ ¢ (3/22/31 _ =1 10632
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Como sdo independentes, a fun¢io de densidade conjunta é dada por

Frv (@) = (%e—M) (%e—zy/s)

1
_ 56—05/2—27;/37

e a fun¢do de densidade acumulada é
Yy oo
Fxy(z,y) = / / 567"/272”/3 dudv
_ e—2y/3—z/2 o e—2y/3 o e—m/Q +1.

A probabilidade de que as duas funcionem por dois anos é

F(2,2) = e 4371 — 7! — ¢7%/3 1 1 % 0.465.

A préxima figura mostra a distribuigdo conjunta f(z,y).

>
&
>~
O
Ixv(z,y)

0.3

0.2

0.1

20 Y

O méximo de fx é 1/2, e o maximo de Fy é 2/3, porque
fx(0)=Xxe ™ =1/2
fr(0) = 0e % =2/3.
Mas o méximo de Fxy é 1/3:
Fxy(0,0) = e 99~ = (2)(1.5) = 1/3.

Isso significa que os graficos das distribuicoes de fx e fy ndo sdo projegdes do

grafico de f. [ )
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Teorema 5.4.7. Se uma tabela de distribuicdo conjunta para duas variaveis X
e Y contém uma entrada igual a zero sem que sua linha ou sua coluna tenha
somente zeros, as variaveis sao dependentes.

Demonstragao. Suponha que Pr[X = z,Y = y] = 0. Se as varidveis fossem
independentes, terfamos Pr[X = z] Pr[X = y] = 0, o que implicaria em

PrlX=2]=0 ou Pr[Y=y]=0.
Mas se Pr[X = z] = 0, entdo linha (ou coluna) de X s6 poderia conter zeros. W

Exemplo 5.4.8. Em uma plantacdo de mamodes hd uma pequena incidéncia
de podridao devido a infeccdo por dois fungos: Fusarium e Geotrichum. ma-
moes selecionados aleatoriamente durante dois periodos (inverno e verdo) foram
inspecionadas. Se tratarmos todos os mamoes como espago amostral, podemos
definir duas varidveis aleatorias:

e F, aestagdo: —1 para inverno, +1 para verao;
e D, a doenca: —1 para Geotrichum, 0 para saudavel, +1 para Fusarium.

Os dados obtidos estdo na tabela a seguir.

inverno verao total

Fusarium 100 400 500
Geotrichum 350 0 350
saudavel 20150 20100 40250
total 20600 20500 41100

Como néo houve incidéncia de Geotrichum no verédo, e o zero (Geotrichum/ve-
rd0) nao estd um uma coluna ou linha nula, as duas varidveis sdo dependentes.

Isto nao significa que se pode generalizar e dizer que as duas varidveis sempre
sdo dependentes. Estritamente falando, o exemplo ndo trata da probabilidade
de mamoes serem infectados por fungos, mas de — ao selecionarmos um mamao
dentre estes 41100, verificarmos a presenca de fungos e a estacio em que o
mamdo foi colhido. Se um novo experimento fosse conduzido em outro lote
de mamoes, poderiamos ter dois ou trés na posicdo onde ha um zero, e nao
poderiamos mais usar a regra que usamos para determinar que as variaveis sao
dependentes. Dito isto, é possivel tentar generalizar a afirmacéo usando métodos
da Estatistica (e de fato, concluirfamos que é mais comum que Geotrichum
ataque mamdes no inverno, e Fusarium no verdo), mas estes métodos néo estao
no escopo deste texto. )

Exemplo 5.4.9 (agulha de Buffon). O problema descrito a seguir foi proposto
pelo Conde de Buffon, Georges-Louis Leclerc. Uma agulha de comprimento ¢
é lancada sobre uma superficie listrada (composta por faixas de igual largura),
sendo d a largura das faixas. Presumindo que ¢ < d, determine a probabilidade
da agulha cair cruzando uma das faixas. A figura a seguir ilustra duas agulhas
— uma cruzando duas faixas ,e outra completamente dentro de uma faixa.



152 CAPITULO 5. VARIAVEIS ALEATORIAS BIDIMENSIONAIS

Definimos duas varidveis aleatorias: T o angulo entre a agulha e as faixas; e
X, a menor distancia do ponto médio da agulha até alguma das faixas. Deno-
taremos os valores de T e X por 6 e x.

d

Yo 6 | =z

Na figura anterior, x é a distdncia do ponto médio da agulha até a borda da
faixa, e calculamos y:

_ Y

cosf = 02
lcost
y =

Para que a agulha cruze a faixa de que estd mais proxima, é necessario que

<y
lcos b
< 2
Sabemos que X € [0,d/2] e T € [0,7/2]. Presumimos que as duas varidveis
sao independentes (ndo hé motivo para crer que o angulo estd relacionado com
a distancia de qualquer forma), portanto a funcao de densidade conjunta é

22
dn
4
=
A probabilidade Pr[X < £cos(T)/2] é

fo(e,l’) =

w/2 p(Lcosb)/2
Pr[X < {lcos(T)/2] = / / — dxdf
0 0 d

T
:/”/2 2£cos(9)d9
0 dm

o
Cdn’
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A condigdo X < fcos(T')/2 foi traduzida nos limites de integragdo: para todo
0, integramos = somente de zero até £cos(T')/2. )

5.5 Distribuicoes condicionais

Se X e Y sao duas variaveis aleatérias discretas, sabemos que a probabilidade
condicional de Y =y dado que X =z é

Pr(z,y)
Pr(z) °

PrlY =y|X =2a] = (5.3)

E possivel calcular, portanto, os valores de Pr(y|x) para cada possivel x, desde
que Pr(z) > 0 (se a probabilidde de x é zero ndo faz sentido tentar calcular
Pr(y|z) — e a equagdo nos levaria a uma divisdo pode zero neste caso). Se
reescrevermos a equacao usando fungoes de massa de probabilidade (Pr(z,y) =
faoy(z,y), e Pr(z) = fx(z)), obteremos

Pr(z,y)
Pr(z)

PrlY =y|X =2 =

Isto motiva a definicao de distribuicdo condicional de massa de probabilidade.

Definicao 5.5.1 (Distribuicdo condicional de massa). Sejam X e Y varidveis
aleatérias discreta com fungoes de massa fx e fy. Entado as distribuigoes
condicionais de X|Y e a de Y|X séo

~ fxy(w,y)
rix(ole) = L, <

Demos a gy |x o nome “fungdo de massa” portanto verificamos que ela ¢, de
fato, uma funcdo de massa de probabilidade.

S gvix(yle) = 30 Y<(ﬂ;) y)

Z fXY(ﬂ%y)
fx (@)
_ fx(=)
- fx(@)
=1.

Evidentemente, o mesmo vale para gx|y -
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Exemplo 5.5.2. Para sortear um ntmero entre 1 e 3, um dado é jogado e o
resultado é dividido por 2 e arredondado para cima:

(JL)—1
EIERE
(). 3y—3

Com trés repetigoes, obtém-se uma sequéncia de 3 ntimeros entre 1 e 3. Igno-
raremos a ordem dos ntmeros, portanto ha dez resultados possiveis:

sequéncia obtida nos dados resultado probabilidade
L1 (1,1,1) 1/27
1,1,2 1,2,1 2,1,1 (1,1,2) 3/27
2,2,3 2,3,2 3,2,2 (2,2,3) 3/27
1,2,3 1,3,2 2,1,3 2,3,1 3,1,2 3,21 (1,2,3) 6/27
2,2,2 (2,2,2) 1/27
1,1,3 1,3,1 3,1,1 (1,1,3) 3/27
1,3,3 3,1,3 3,3,1 (1,3,3) 3/27
3,3,3 (3,3,3) 1/27
1,2,2 1,2,1 2,1,1 (1,2,2) 3/27
2,3,3 2,3,2 3,2,2 (2,3,3) 3/27

Definimos as variaveis aleatérias
e S, a soma dos valores;
e M, o maximo dos valores.

A funcdo de massa de probabilidade para S é fg, mostrada na tabela a seguir.

3 4 5 6 7 8 9
1 3 6 7 6 3 1
27 27 27 27 27 27 27

1 2 3
1 e 20
27 27 27

A fungao conjunta de massa fgps €
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Estamos interessados no evento “maior niimero igual a dois”. Este evento contém
apenas
(1? 17 2)7 (1? 2) 2)7 (2? 2? 2)'

A fungio de massa de S|M =2 ¢é fsjn—2(s) = Fsnm(s,2)/ fa(2):

Sl | s
Nlw | ot
N

Os mesmos valores podem ser obtidos consultando a tabela de eventos, sendo
necessario observar que o espago amostral passa a ter tamanho 7 (que sdo as
possiveis sequéncias de valores com méximo igual a 2). )

Quando X e Y sdo continuas, Pr[X = z] sempre serd zero, e o raciocinio
que desenvolvemos para variaveis discretas nao pode ser usado. Podemos, no
entanto, definir a distribuicdo condicional de densidade de X e Y da mesma
forma, tendo a defini¢do do caso discreto como motivagao, e em seguida verificar
que de fato obtemos uma funcao de densidade.

Defini¢do 5.5.3 (Distribuigdo condicional de densidade). Sejam X e Y varié-
veis aleatdrias continuas com fungdes de densidade fx e fy. Entao as distri-
buicbes condicionais de X|Y e a de Y| X sao

_ fX,Y(‘ray)
gX|Y(x|y) - fY(y)
gy|x (ylx) = fo)Y(((xx’)y) <

Integramos gy|x para verificar que de fato é uma fungao de densidade de
probabilidade. Os passos sdo idénticos aos realizados no caso discreto:

| vty = [~ L,
_ 7 Fxy (@,y) dy
a fx (@)
_ Ix(@)
fx (@)

=1.
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Exemplo 5.5.4 (distribui¢do condicional continua). No Exemplo esco-
lhemos equiprovavelmente um ponto em um circulo. Definimos duas varidveis
aleatérias, X e Y, para suas coordenadas, e verificamos que

2v1 — z?
fx(@) = ———
T
fXY(may) = 1/7T
Determinaremos Pr[Y" < 0.5|X = 0.5]. Primiero, calculamos
fxy
z,y) =
fY|X( y) fX(-r)
1/m

(2vV1—2a?) /7
1
V1 — 22

Queremos a probabilidade de Y < 0.2, dado que X = 0.5. Se X = 0.5, o ponto
certamente estd no arco perpendicular ao eixo X e que passa por 0.5.

O segmento é menor que [—1,+41]. Obtemos o tamanho de cada parte (acima e
abaixo de zero) do segmento usando o Teorema de Pitdgoras:

Assim, 12 = 52 4+ 0.52, e s = v/0.75. O segmento tem tamanho total 21/0.75.
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Assim,

0.2
Pr[Y < 0.2|X =0.5] = fyix(z,y) dy

0.2 1
oo 2V/1 — 22
1 0.2
0 o™
2 /T (052 J_yoms

1 0.2
2v/0.75 y‘fm
_02+4/0.75

- 2/075

~ 0.6154.

E possivel, a fim de convencimento e para este exemplo, realizar o mesmo calculo
geometricamente. Queremos a probabilidade de X < 0.2, portanto o espaco
amostral é o segmento inteiro, e o evento é a parte do segmento abaixo de 0.2:

v0.75 4 0.2

2+/0.75
~ 0.6154.

Pr[Y < 0.2|X = 0.5 =

E interessante que a integral que calculamos antes d4 exatamente o comprimento
do segmento. Esta verificagdo geométrica nem sempre é possivel; este exemplo
foi iconstruido em um objeto geométrico a fim de permitir realizé-la. )

O Exemplo ilustra o uso de uma distribui¢ao condicional ao tratarmos
de uma distribui¢do normal truncada.

Exemplo 5.5.5 (Distribuigdo normal truncada — capacitores). E| Componentes
eletronicos passivos tem um walor nominal, que é a esperanca do valor. Por
exemplo, um capacitor marcado como “100nF” (100 nanoFarads) pode nao ter
a capacitdncia exatamente igual a 100nF', mas a média das capacitdncias na
produgdo daquela fdbrica (para capacitores com a marcagao “100nF” é 100.

O valor da capacitancia poderia ser representado por uma variavel com dis-
tribuicdo normal. No entanto, além de valor nominal, estes componentes tem
uma marcacao de tolerancia, determinando que o valor nao esta a mais que uma
certa distancia da média.

Suponha que uma fabrica produza capacitores de 100nF, com tolerancia
de 5%. A capacitdncia de todos os capacitores produzidos é modelada por
uma distribuicdo normal, com g = 100 e 0 = 7. No processo de controle de
qualidade, os capacitores com valor menor que 95nF ou maior que 105nF (fora
da tolerancia) sdo rejeitados, e a distribuigdo da capacitancia para os lotes apds
esta fase, é uma distribuicdo normal truncada.

L Adaptado de Soong, T. T., “Fundamentals of Probability and Statistics for Engineers”.
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1 | |
95 100 105
x

Obteremos as fun¢oes de densidade e densidade acumulada. Definimos A
como o evento em que 95 < C' < 195.

F(c|A) = Pr[C < ¢|95 < C < 105]
PiC<c e 95<C <103
=~ Pi[95 < C < 105]

Observamos que

0 c <95
PriC <c e 95 < C <105] = ¢ Pr[95 < C < (] ¢ € [95,105]
Pr[95 < C < 105] ¢ > 105

0 <95
Pr(95 < C < (]
Fo(clA) = 95, 105
cleld) =\ pros <o <105 ¢ € 19109
1 c> 115

onde

« Pr[95<C <= [ f(z)dz,

o Pr[95 < C < 105] é constante, f91505 f(z) dx.

A densidade fc(c) pode ser obtida derivando F¢, e obtemos

N
folcla) = 2EeldA) g g, B .

0 em outros casos.

O Exemplo [5.5.5] apresenta uma distribui¢do normal truncada de maneira
simétrica. E possivel também trunca-la de forma assimétrica, ou mesmo truncar
somente em um dos lados.



5.6. FUNCOES DE DUAS VARIAVEIS ALEATORIAS 159

5.6 Funcgoes de duas variaveis aleatoérias

Para podermos definir covaridncia e correlacio, serd necessario antes definir
esperanga da fungdo de duas vraidveis, E[g(X,Y)].

Primeiro notamos que podemos definir esperanca para tais fungoes, por-
que, sendo fungoes de duas varidveis aleatérias, podem ser vistas também como
variaveis aleatérias:

X(e): Q=R
Y(e): Q=R
g(X,Y)=g(X(e),Y(e): Q2 =R

A definicdo é semelhante & de esperanca para funcdo de uma variavel aleatéria.

Teorema 5.6.1. Sejam X e Y duas varidveis definidas em um mesmo espaco
amostral, e g : R? — R uma funcdo. Entdo

> 2y 9@ y) fz,y) se X,Y sdo discretas
Elg(X,Y)] =
ffooo ffooog(a:, y)f(z,y)dxdy se X,Y sdo continuas

Exemplo 5.6.2 (coordenadas de ponto em circulo — esperanga do raio). Es-
colhemos equiprovavelmente um ponto em um circulo C' com centro na origem
(C = {(x,y) : 22 +y? < 1}). As coordenadas X e Y do ponto sdo varidveis
aleatorias.

O novo ponto define um circulo possivelmente menor que o circulo original.

O raio do circulo menor, R, é fungdo de X e Y, e portanto é também uma

variavel aleatoria:
R=+vX2+Y2

A esperanga de R é

E[R]:%//c\/mdxdy.
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Para integrar, mudamos para coordenadas polares, usando r = y/x2 + y2:

1 2 1
mm:f/ /rwmg
™ Jo 0
1 el

3

= LCng],

IR

Como a esperanga do raio do circulo menor é 2/3, a esperanca da area deve ser
7(2/3)? = 4 /9. [ )

Exemplo 5.6.3 (Crateras lunares — esperanga de componente de forca). A
Secdo discute a distribui¢do de dngulos formados por meteoros atingindo a
superficie da Lua. Abordamos agora um exemplo semelhante: particulas seguem
em dire¢do a uma esfera, formando um angulo ao chegar na superficie. Como
ja discutido na Segdo o angulo nao depende da dire¢do de onde a particula
chega, mas da distancia entre sua trajetéria retilinea e o centro da esfera.

Definimos duas varidveis aleatérias, A para o dngulo de incidéncia (entre 0
e m/2, com fun¢do de densidade de probabilidade igual a sen(2a)) e G para a
magnitude da forca aplicada pela particula (que neste exemplo terd distribuigao
uniforme entre 0 e 10).

A segunda figura mostra que a magnitude de ¢ é gsen(a).
As funcoes de densidade das varidveis séo

fa(g) = %

fa(a) =sen(2a)

Presumimos que G e A sdo independentes, portanto

faalg, o) = (110) (sen(2a))
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A magnitude do componente de forga na direcdo do centro da esfera depende
de variaveis ja definidas no experimento, e pode ser também visto como uma
variavel aleatéria:

C = Gsin(A4).
A esperanga de C' é

E[C] = E[G'sin(A)]

x/2 10
= / faalg, a) gsin(a) dgda
0

0
/2 10 . 2
:/ / (ben( a)) gsin(a) dgda
0 0 10
10
= g. .

Nem sempre o Teorema [5.6.1|é o iinico caminho para determinar a esperanga
de uma funcdo de duas varidaveis. O Exemplo ilustra um caso em que o
Teorema nao é usado.

Exemplo 5.6.4 (componentes em um sistema — minimo de duas exponenciais).
Dois componentes de um sistema tem tempo de falha dado por distribuigoes
exponenciais com parametros A e 6. A esperanca do tempo até que o primeiro
deles falhe é

E[min(X,Y)].

Seja Z a varidvel que representa o tempo em que o sistema falhard (X =
min(X <Y)). Entao,
Pr[Z > t] = Primin(X,Y") > {]
Pr[X > ¢,Y > ]
Pr[X > ¢]Pr[Y >t
— oMbt

— (=20t

A funcio de densidade acumulada de Z é

Fy(t) =Pr[Z <]
=1-Pr[Z > {]
=1— A0,

Derivamos Fz, para obter a fungdo de densidade de Z:

fz(t) = %Fz(t)
Aoy

_ ()\ + 9)6(—)\—19)t7
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e fz é, portanto, uma funcdo de densidade exponencial com parametro \ + 6,
de onde concluimos que

Isto claramente vale para quaisquer duas variaveis aleatorias exponenciais. @

5.7 Covariancia e correlacao

A medida de quanto duas variaves sao relacionadas linearmente é chamada de
covariancia.

Definigdo 5.7.1 (covariincia). Sejam X e Y duas varidveis aleatérias definidas
a partir de um mesmo espago amostral. A covariincia entre X e Y é

mﬂX&U:EKX—MMHY—EWD. <

Teorema 5.7.2. Se X e Y sdo duas varidveis aleatdrias definidas a partir de
um mesmo espago amostral, entao

cov(X,Y) = E[XY] — E[X]E[Y].

Demonstracio. Usando a linearidade da esperanca,

Y] — E[X]E[Y]. u

Exemplo 5.7.3 (z,2?%, 2z — covariancia). Escolhemos um ponto z no intervalo
[0, 1], e definimos as seguintes varigvis aleatérias:

X==z
A=z
B =2z
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Calcularemos a covariancia de A com B.

1
E[A] = E[X?] = /0 fx(z)2? de = %
E[B] = E[2X] = 2E[X] = 1

E[AB] = E[2X?] = /1 fx(z)22% dx = %
0

A covariincia é

— . .
A covaridncia de uma varidvel aleatéria com ela mesma é sua propria vari-
ancia:
cov(X, X) = E[XX] — E[X]|E[X]
= E[X?] - E[X]?
= var(X).

Exemplo 5.7.4 (cov(X,X) = var(X)). A varidvel X no Exemplo tem
distribui¢do uniforme em [0, 1]. Calculamos a covaridncia de X com ela mesma.

a varidncia de X (a varidncia de varidvel uniforme no intervalo [a,b] é (a —

b)2/12). °

O proximo exemplo mostra que, apesar da variancia representar a variacao
)
conjunta de duas varidveis, ela usualmente nao tem valor para a intuicao.
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Exemplo 5.7.5 (Crateras lunares - covaridncia de angulo e forga). Na Segéo
tratamos de meteoritos atingindo a Lua. Eles chegam perfazendo um angulo «
com a superficie, e no Exemplo idenificamos a componente ¢ desta forca
na diregdo do centro, e calculamos usa esperanca.

Agora, sendo A a varidvel aleatéria que representa o angulo, e C' a que
representa a forca na direcdo do centro da Lua, obteremos a covaridncia das

duas, que serd
cov(A,V) = E[AC] — E[AJE[C].

Ja conhecemos E[A] = 7/4 e E[C] = 10/3; precisamos calcular E[AC], que, pelo
Teorema [5.6.1] é

E[AC] = /00 /00 fac(a,c)acdade.

No entanto, ndo conhecemos fa4c. Podemos resolver este problema observando
que C = G'sin(A), portanto

E[AC] = E[AG sin(A)]

= / fac(a, g)agsin(a) dadg

10 pr/2
- / / fac(a, g)ag sin(a) dadg
0 0

10 ,m/2
= sin(2a) ag sin(a) dadg
0 10

Assim,

cov(A, C) = E[AC] — E[AJE[C]
= E[AGsin(A)] — E[AE[C]
15m—20 710

9 4 3
157 — 40

18
~ 0.3957.

Temos a covaridncia de A com C. Mas que significa uma covariancia de aproxi-
madamente 0.39577 N&o temos como saber se isto é pouco ou muito. ()

A covariancia, portanto, pode néo ser de grande ajuda, porque sua interpre-
tacdo depende da comparacdo com as varidncias das duas varidveis. Suponha
que queiramos comparar quatro varidveis tais que

cov(X,Y) = 50,
cov(A, B) = 500.
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Mesmo conhecendo as varidncias de todas as varidveis, a comparacao sera, no
minimo, confusa.

A correlagdo entre duas variaveis é semelhante a covaridncia, exceto que é
normalizada para resultar em um ntmero entre —1 e +1.

Definicao 5.7.6 (correlacdo). Sejam X e Y duas varidveis aleatdrias definidas
a partir de um mesmo espaco amostral. A correlagdo entre X e Y é

cov(X,Y)

0x0y

corr(X,Y) =

também denotada px y. |

Teorema 5.7.7. Se X e Y sdo duas varidveis aleatorias definidas a partir de
um mesmo espaco amostral, entao

corr(X,Y) € [-1,+1].
Demonstragdo. Sejam

AZX*H’Xv
B:Y—/J,y.

Seja também k € R. Agora, a esperanga do quadrado de uma varidvel aleatéria
deve necessariamente ser maior ou igual que zero, logo

E[(A+kB)*] >0
E [A® 4+ 2kAB + k°B*] > 0
E[A?] + 2kE[AB] + k*E[B?] > 0 (linearidade de E[.])

O lado esquerdo é um polindémio quadratico em k, maior ou igual que zero. Mas
E[42) = EX — ux] = 0%

E[B?] = E[Y — uy] = 03
E[AB] = E[(X — 1,)(Y — )] = cov(X,Y),

entao reescrevemos a desigualdade de segundo grau,
0% k? + 2cov(X,Y)k + 02 >0,

que é claramente ak? + bk + ¢ > 0, com

_ 2
a—oy

b=2cov(X,Y)

_ 2
c=0,.
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A inequacgdo determina que esta pardbola fica sempre acima de zero, logo o
discriminante deve ser menor ou igual a zero. Assim,

b —4ac <0
(2c0v(X,Y))? — 4(02)(02) <0
cov(X,Y)? — 050325 <0
cov(X,Y)? < 0503
cov(X, ¥)?
o202
cov(X, ¥)
Oy

|O’X7y| Sl .

<1

-

O Exemplo [5.7.8 compara o uso de covaridncia e correlagio.

Exemplo 5.7.8 (uma moeda — covariancia e correlagdo ). Seja um experimento
onde uma moeda honesta é jogada uma tunica vez. Definimos duas varidveis
aleatodrias relacionadas a este experimento.

0 coroa

0
v — cara,
—1 coroa

Y — {—i—l cara
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Calculamos a covariancia:

cov(X,Y)=E {(X - EX])(Y - E[YD}

A correlacao é

cov(X,Y)
PxPY
R
- (1/2)(-1/2)
= +1. [ ]

XY =

No Exemplo[5.7.9| calculamos a covaridncia e a correlagao para duas varidveis
em fungao das probabilidades p e ¢ (de sucesso e falha) associadas a experimentos
de Bernoulli.

Exemplo 5.7.9 (duas moedas — covaridncia e correlagio). Os Exemplos
e definiam um experimento onde duas moedas sao jogdas; definimos para
aquele experimento duas varidveis aleatérias, A, quandidade de caras, e O, a
quantidade de coroas antes da primeira cara. A tabela com as distribuigoes
marginais, apresentada no Exemplo é reproduzida a seguir.
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A
0o 1 2
0 - D
Q1 - Pq
2 - g2
A\l A \
@ 2pq p?

Determinaremos a covariancia e a correlagio das duas varidveis. Como cov(A4,0) =
E[AO] — E[A]E[O], calculamos E[AO]:

cov(A,O) = E[AO] — E[A]E|O]
= pg —2p(¢° + q)
= pq — 2pg° — 2pq
= —pq — 2pg’®
= p(q +2¢°).
Sabemos que 0% = npq e cr% = pq + 44¢?, logo
cov(4,0)
0A0O
__—pla+2¢%) o

V/2pq(pg + 4¢°)
Exemplo 5.7.10 (Crateras lunares - correlagao entre angulo e forga). No Exem-
plo calculamos a covarincia de duas varidveis, uma (A) representando o
angulo de incidéncia de meteoritos e a outra (C') representando a magnitude da
forga na direcao do centro da Lua. Observamos, ali, que o valor calculado nao
era muito til, por nao ter significado pratico. Calcularemos agora a correlagdo
entre A e C, que é

OAO =

oAOC
J& calculamos a varidncia de A na Secdo pnde obtivemos 04 = (72 —8)/16,
portanto ja temos
_ Vr? -8
oA = 1 .
Nos falta calcular o desvio padrao de C.

oc =E[(C - puc)?]

10
— [ (e mPfete)de
0
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mas como nao temos f¢, faremos como no Exemplo usando C' = G'sin(A4),
e calculamos

E[(C — pc)?]
E [(Gsin(A) - ue)?]

(csnin- )]
/ ! / faalg,a ><gsm<> 130)2dadg
/ " / sin(2 (g sin(a) — 1?5))2 dadg

/10 9¢2 —80g+200d
o 180

=E

50
9
~ 5.555,
e 0. = +/50/3 = 5v/2/3 ~ 2.357. Finalmente,

cov(4,C)

OAO0C
157 — 40
=
4 3

6m — 16

3v/2m2 — 16
~ 0.491. ([ ]

PAC =

Teorema 5.7.11. Se X e Y sdo independentes, entdo cov(X,Y) = pxy = 0.

Demonstrag¢do. Sabemos que
cov(X,Y) = E[XY] - E[X]E[Y],
mas por X e Y serem independentes, E[XY]| = E[X][Y]. |

Exemplo 5.7.12 (varidveis exponenciais, independentes — covarincia zero).
O Exemplo trata de duas baterias com tempo de duraciio modelado por
variaveis com distribuicdo exponencial, com pardmetros A e 6. Ali, usamos o
fato das varidveis serem independentes para determinar a funcdo conjunta de
densidade,

fXY($7y) = fX(.T)fy(y) — %e—kx—ey'
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Sem tratar de valores especificos dos parametros daquele Exemplo, calculamos
a covaridncia para duas varidveis independentes distribuidas exponencialmente.

cov(X,Y) = E[XY] — E[X]E[Y]

/fxywywydxdy / Ix(x xdfc/ fy (W)ydy
0

o (o) 1
/ / e M gy dady — / )\e_’\l'xdx/ Oe=% y dy
o Jo 26° 0 0
_ L (L
A0 A 9

=

A reciproca do Teorema [5.7.11| ndo é verdadeira, como mostram os Exem-
plos |5.7.13| e |p.7.14} correlagao zero ndo implica em independéncia!

Exemplo 5.7.13. Seja X uma variavel com distribui¢do normal padrao: X > N (0, 1),
eseja Y = X2, A esperanca de XY ¢é

E[XY] =E[X?] =0,
portanto a covariancia entre X e Y é
cov(X,Y) =E[XY] - EX]E[Y] =0.

No entanto, X e Y ndo sao independentes, porque Y foi definida em funcao de
X. Apenas ocorre que nio existe relagio linear entre as duas varidveis. ()

Exemplo 5.7.14. No seguinte experimento, duas moedas diferentes sdo joga-
das. O espago amostral para o experimento é

Q = {aa, ao, 0a, 0o}.

Na tentativa de idealizar um jogo a partir do experimento, criamos duas variaveis
aleatérias:

¢ X: quantidade de caras;

e Y: 1 se as duas moedas retornam resultados iguais, e 0 caso contrario.

A préxima tabela mostra os possiveis resultados do experimento, com os valores
para os quais as varidveis os mapeiam.

resultado X Y
aa 2 1
ao 1 0
oa 1 0
00 0 1
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A seguir estdo as funcoes de massa de probabilidade das varidveis.

z Pr[X = z] y Pr[Y =y]
0 1/4 0 1/2
1 1/2 1 1/2
2 1/4

A funcdo de probabilidade conjunta de X e Y é

f(0,1) =1/4,
f(1,0)=1/2,
f(251) = 1/4a

e zero para quaisquer outros argumentos. A tabela a seguir mostra os todos os
valores de f(z,vy).

0 1
0 0 1/4
1 12 0
2 0 1/4

Verificamos que as varidveis nao sdo independentes:
Pr[X <0]=1/4

Pr[Y < 0] =1/2
Pr[X <0,Y < 0] =0+ Pr[X < 0] Pr[Y <0].

Precisaremos das esperanca das duas varidveis, que sao triviais de calcular.
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Finalmente, calculamos a covariancia.

cov(X,Y) = E[XY] — E[X]E[Y]
=E[XY] - (1)(1/2)
1

= ny Pr[X =2,V =y —5
@y

Il
—
[\
~
—
—_
~—
|
—
<
&4
Nz

S I | =
[NCR

Como a covaridncia é zero, a correlagdo também é — mesmo as varidveis sendo
dependentes. ®

5.8 Soma de variaveis aleatorias

Se X e Y sdo duas varidveis aleatérias independentes, entdo sua soma, Z =
X 4+Y, também é (X e Y sdo funcdes de  em R; X + Y também). A fungio
de distribuicdo fz, de Z, é dada pela convolugdo de f; e f,.

Teorema 5.8.1. Se X e Y sao variaveis aleatorias independentes, e Z = X +Y,
entao

fz(z) = {Zm fx(@)fy(z —2) se X, Y sdo discretas

[ fx(@) fy(z —x)dz se X,Y sdo continuas.

Demonstracdo. No caso discreto, para cada z, somamos as probabilidades de
cada possibilidade de z, y somando z:

> PrX =a]Pr[Y =y]=> Pr[X =a]Pr[Y =z — 1]

Tty==z

=> fx@)fy(z - ).

Para o caso continuo, considere a distribui¢ao conjunta (X,Y"). Como as duas
variaveis sao independentes, entdo a funcao de densidade da distribui¢do con-
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junta é fxvy(z,y) = fx(z)fy(y).

Fy(z) = Pr|Z < 2]
=Pr[X +Y < 2]

Z//Wz B4 i
/ / o () dyda
- /_ ) /_ ey (o = ) duda
[ [ st o doda

Logo,

fz(2) = 7(2)

d
4z
/ x)fy(z — z)dx. [ ]

O Teorema pode ser aplicado a somas de varias distribui¢ées. A seguir
abordamos algumas dessas somas, como corolarios desse Teorema.

Coroldrio 5.8.1 (soma de Poissons — distribuicdo). Se X e Y sdo varidveis
independentes com distribuicao de Poisson e pardmetros A e 6, entdo Z = X +Y
tem distribui¢do de Poisson com parametro A + 6.

Demonstraciao. As funcoes de massa de X e Y sdo

fx(z) = % -
fr(y) = i
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A funcédo de masa de Z é

fo )y (z —x)
_y T
_Z Az_x)!ee

Z

_ Z A N e~ (A+0)
(z —x)
()\Jre) 1 Z!)\x9271
2l — zl(z — z)!

—(A+0) — 1 <Z> A\THFT
z! x

x

_ 40 o)
z!

(teorema binomial)

Assim, a distribuicdode X + Y é Poisson, com parametro A + 6. [ |

Exemplo 5.8.2. A quantidade de infec¢Ges por uma bactéria que um hospital
atende segue distribuigdo de Poisson (em média, 2 por ano). Para uma virose
com sintomas parecidos, a distribui¢do também é Poisson (a média é 3 por ano).
A quantidade total de atendimentos para as duas patologias segue também
distribuicao de Poisson, e a média é de 5 casos por ano.

A conclusao pode parecer 6ébvia se olharmos apenas para a média, mas deter-
minamos a distribuicdo da soma — inclusive sua varidncia, que é também igual

a b. [

Corolario 5.8.2 (soma de exponenciais — distribuicdo). Se X e Y séo varidveis
com distribuicdo exponencial e pardmetros A e 6, entdao Z = X +Y tem funcgéo

de densidade o
fz(z) = Iy (e*AZ _ 679,3) '

Demonstracdo. Pelo Teorema |5
/ fx (@) fy(z —x)de

:/O (Ae™7) (96—9(2 w)) da
= \e 9 /02 (e”‘x) (670*‘/”) dx

= )\967%/ (697)\1’) dz
0
_ e—@z) )
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~

E simples confirmar que esta é uma fun¢do de densidade — basta calcular

; % (e_AZ - e_gz) =1. [ ]

O gréfico a seguir ilustra fz(z).

0.3

fz(2)

z
A funcao acumulada de densidade é
2 0A
Fz(z) = /0 7 /\e_)‘“’ —e " dw
A 0
-1 —0z 7)\?:.
M

Claramente, quando z — oo, Fz(z) — 1.
A préxima figura ilustra Fz(z).

1

Fz<Z)

0 2 4 6 8 10

Exemplo 5.8.3 (soma de exponenciais). Um dispositivo A estd sendo usado
em uma maquina, e outro dispositivo, B, serd usado no lugar de A quando este
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falhar. Os dois, embora compativeis, tem taxas exponenciais de falha diferentes
(1.5 ano e 2 anos, respectivamente). Denotamos por X e Y as varidveis aleatérias
dando os tempos de falha de A e B:

Pr[X < z] = 1.5e~ 15

PrY < y] =2~ %
Presumindo que B manterd suas caracteristicas até o momento de entrar em

funcionamento, o tempo total até a maquina parar de funcionar é dado pela
variavel aleatoria Z =X +Y, e

A —0z ¢ —Az

Pr[Z<z]:1+9_>\e S
1.5 2
=1 -2z —1.52
to15° 2-15°
— 1 4 36722 _ 4671.52' .

Corolério 5.8.3 (soma de normais — distribuicdo). Se X e Y s@o varidveis
aleatorias independentes, sendo que X ~ N (ux,0%) e Y ~ N (uy, 0%, ), entdo
a soma Z = X +Y também tem distribuicdo normal, e

Z ~ N(ux + py,0% +0%).

Observando o Corolario [5.8.3] fica claro que o desvio padrdao da soma de
normais ndo é a soma dos desvios das varidveis somadas:

Oz = \/O'g(—l-O'%/.

Exemplo 5.8.4 (soma de normais). Cilindros de combustdo usados em motores
sdo produzidos por duas maquinas diferentes, com volume obedecendo uma
distribui¢do normal. Na maquina A, a média do volume é 0.5] e a varincia
10~2. Na maquina B, o volume médio é 0.521, com varidncia 10~%.

Motores sao montados usando um cilindro de cada méquina. A média do
volume total de combuistdo para os motores é a soma das médias, 1.02, e a
variancia é a soma das variancias. O desvio padrao do volume é

oc =+0aA+0pB
=+/1072 4104

~ 0.1005.

Calculamos a seguir a probabilidade do volume total ser menor que 0.991.
A distribuicao total dos dois cilindros é a soma dos volumes, e portanto segue
a distribuicdo da soma das duas varidveis aleatorias — que sdo normais.

A~ N(0.5,1072)
B ~ N(0.52,107%)
A+B = C~N(1.02,1072 +107%).
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Queremos Pr[C < 0.99].

Pr[C < 0.99] = Pr [ C —1.02 0.99 — 1.02 ]

102+10-1 ~ 102 +10-4
003
0.0101

Pr[Z<

= P(-2.97)

=1-—®(2.97)

~ 1—0.9985

~ 0.0015. Y
Teorema 5.8.5. Para quaisquer duas varidveis aleatorias X,Y com varidncia

definida,
var(X +Y) = var(X) + var(Y) 4+ 2cov(X,Y).

Demonstracao.
var(X +Y) =E[(X +Y)? - E[X +Y]?
=E[X?+2XY +Y?| - E[X +Y)?
=E[X?]+E2XY]+E[Y?] -E[X + Y]?
= E[X?] +E[2XY] + E[Y?] — (E[X] + E[Y])?
=E[X?] + E2XY] + E[Y?] — (E[X]* + 2E[X]|E[Y] + E[Y]?)
= E[XQ] E[X]* + E[Y?] - E[Y]* + E2XY] — 2E[X]E[Y]
= (BIx?) - BX]?) + (E[Y?) - E[Y)?) + (2E[XY] - 2E[X|E[Y])
= var (X) + var(Y) + 2cov(X,Y). [ |

Exemplo 5.8.6. No Exemplo[5.8.3] duas variaveis exponenciais independentes
sdo somadas. A variancia da soma das duas é

var(X +Y) = var(X) + var(Y) + 2cov(X,Y)

1 1
=2 + — + 2cov(X,Y)

92
1 1 .
=z + 7 (X, Y independentes)
A2 402 °
(02

Exemplo 5.8.7. Sorteamos um angulo « em [0,7/2] e definimos as varidveis
aleatorias



178 CAPITULO 5. VARIAVEIS ALEATORIAS BIDIMENSIONAIS

Para S, usamos a técnica ja vista no Exemplo obtendo

Fs(z) = 2 arcsin(\/f)

1
Tzl —x

Calculamos a esperanca e a varidncia de S:

fs(x) =

1
E[S] :/0 xﬂ\/,x;m da
1
T2
var(S) = E[S?] — E[S]?
- 1
T8 4

Para C, temos que observar que a fungdo cos(x) é decrescente no intervalo
que escolhemos. Assim,

Fo(z) =1— 2arcc;)rs(\/§3)
I
V1 —x

Como fo(x) = fs(x), entdo as epserangas e variancias de S e C sdo idénticas.

fe(z) =

Claramente, U = sen(a)?+cos(a)? = 1 é constante, e portanto tem variancia
zero. Agora podemos usar o Teorema [5.8.5 para obter a covaridncia de S e C
facilmente:

var(S + C) = var(S) + var(C) + 2cov(S, C)

1 1
0= 3 + 3 + 2cov(S,C)
7% = 2cov(S,C)
1

cov(S,C) = ~35
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Poderiamos, claro, ter calculado a covaridncia usando cov(S, C) = E[SC] —
E[S]E[C], como no desenvolvimento a seguir.

E[SC] = E[sen?(a) cos? ()]

_ 1
=3
O coeficiente de correlacao é
cov(S,C)
psc = —————
gsoc
-1/8
(1/VB)(1/VB) !
__ (L) (8
~\8/\1
= —]_7
o que também nao deve surpreender, ja que S = 1 — C. O coeficiente de

correlagdo captura informacéo, neste exemplo, de forma mais cristalina que a
covaridncia. E interessante também que as duas varidveis tenham a mesma
funcao de densidade, tendo portanto as mesmas média e variancia, mas ainda
assim sejam correlacionadas negativamente. )

Teorema 5.8.8. Para quaisquer variaveis aleatérias A, X,Y com variancia de-
finida, e qualquer w € R,

cov(wX,Y) = cov(X,wY) = weov(X,Y)

cov(A+ X,Y) =cov(A,Y) + cov(X,Y)
cov(X,A+Y) =cov(X,A) + cov(X,Y)



180 CAPITULO 5. VARIAVEIS ALEATORIAS BIDIMENSIONAIS

Exemplo 5.8.9 (Crateras Lunares — linearidade da covaridncia). Quando discu-
timos crateras lunares, presumimos que a forga com que as particulas chegam é
distribuida uniformemente no intervalo [0, 10]. Definimos as varidveis aleatérias
@, uniforme, que representa a for¢a com que a particula chega na superficie; A,
o angulo da trajetéria da particula com a superficie de Lua; e C', a componente
da for¢a na direcdo do centro da Lua. Tudo isso vale para particulas atingindo
qualquer esfera, ndo somente a Lua. Suponha que o mesmo fenémeno acontece
em uma esfera qualquer, também de raio um, para manter a discussao simples,
e que a forga é trés vezes maior que no outro exemplo (uniforme em [0, 30]).
Para determinar a covaridncia entre o dngulo A e a forga dirigida ao centro, C,
nao precisamos refazer todas as contas que ja fizemos. Como C = G'sen(A4),
entdo quando multiplicamos G por 3, temos

3Gsen(A4) = 3C.
Portanto,

cov(3C, A) = 3cov(C, A)

1570 — 40
(P
157 —40
6

~ 1.187. L

Exemplo 5.8.10 (Crateras Lunares — linearidade da covaridncia (cont.)). Re-
tomando o Exemplo [5.8.9] suponha que a forca nao foi multiplicada por trés,
mas que a ela adicionamos uma constante 5: G’ = G + 5. A forca, por-
tanto, é uniformemente distribuida em [5, 15]. Isto nos dard uma nova varidvel
C'=(G+5)sen(A) = Gsen(A) + 5sen(A). A covarilncia entre C’ e A é

cov(C’, A) = cov(Gsen(A) + 5sen(A), A)
= cov(Gsen(A), A) + cov(5sen(A), A). (5.4)

J4 temos a primeira parcela, cov(G sen(A), A), que calculamos no Exercicidb.7.5)

cov(C,A) = w

Falta calcularmos a covaridncia de um angulo em [0, 7/2] com seu seno multi-
plicado por 5. Usando f4(a) = sen(2a) e o Teorema [4.2.5] que determina que



181

Elg(X)] = [ fx(2)g() do,
cov(5sen(A), A) = bcov(sen(A), A)
= 5(E[Asen(A)] — E[A]E[sen(A)])

=5 [/W/Q asen(a) sen(2a)da — (%) (/M2 sen(a) sen(2a) da)]

(E[A] =m/4)
27
= — 2 — —_
[e-2-(%)
_sm %
69
~ 0.395.
Substituimos em
cov(C’, A) = cov(Gsen(A), A) + cov(5sen(A), A)
157 — 40 n om 20
n 18 6 9
~ (0.791. [ )
Exercicios
Ex. 108 — Uma moeda honesta e um dado viciado sao jogados. Para o dado,

Pr(1) =1/3
Pr(2) = Pr(3) = Pr(4) = Pr(r5) = Pr(6) = 2/15

1. Obtenha a distribuicdo conjunta das varidveis
X = 0 para cara, 1 para coroa
Y = ntmero da face do dado voltada para cima.

2. Obtenha as distribui¢bes marginais de X e Y.
3. Verifque se X e Y sdo independentes.
4. Calcule Pr[X =1,Y =3], Pr[X =0,Y < 5].

Ex. 109 — Em uma urna héa
¢ 3 bolas vermelhas,
¢ 4 bolas brancas,
¢ 5 bolas verdes.
1. Se sortearmos 3 bolas, quais sdo as probabilidades conjuntas para as
possiveis quantidades de boals vermelhas e brancas?

2. Escolha uma quantidade possivel para bolas brancas, ou para bolas pre-
tas, e verifique seu valor de duas maneiras diferentes: a partir da distri-
buigdo conjunta e da probabilidade marginal; e diretamente.
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Ex. 110 — Determine a tal que f(z,y), definida a seguir, seja funcdo de den-
sidade conjunta de probabilidade.

o) = Y z,y € [0,al
Jwy) {o 2y ¢ [0,d

Ex. 111 — Em que intervalos a funcao

fap(a,b) = alog(b)
é densidade conjunta de probabilidade?

Ex. 112 — Seja

)k xye[-1,1]
f(l'vy)_{o x,y%[—l,l}

a densidade conjunta de duas varidveis, X e Y.
1. Determine k.
2. Determine Fy(x).
3. Encontre Pr[X < 1/2].
4. Encontre Pr[X <1/2)Y > 1/4].
5. Encontre Pr[X > 2Y.

Ex. 113 — A funcdo de probabilidade conjunta de duas varidveis aleatorias
XeYé
x
fxy = I

1. Qual é o valor de ¢?

2. X e Y sao independentes?

3. Determine as distribuigoes marginais.

4. Determine E[X], E[Y], p2.

5. Determine pj.

6. Determine pxy.

Ex. 114 — As varidveis X e Y tem distribuigdo exponencial, com fun¢oes de
densidade f(z) = Ae % e g(y) = e~ %.

1. Determine a funcdo de probabilidade conjunta de X e Y

2. Determine a fungéo de probabilidade marginal que d& Pr[X < z].
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Ex. 115 — sejam

ce™3%b a,b>0

0 caso contrario

fap(a,b) Z{

kry 0<z<y<e
0 caso contrario

gXY(x7y) = {

1. Determine c e k.

2. Determine se A e B, e se X e Y sao independentes.

Ex. 116 — Sejam X e Y duas variaveis aleatérias exponenciais com paradme-
tro A =1:

fx(@)=¢e"

fr(y)=e"

Seja Z = X/Y. Determine a funcao de densidade de Z, fz(z).

Ex. 117 — No exeperimento do Exemplo selecionamos um ponto dentro
da circunferéncia {(z,y) : 22+ y?> < 1}. Ali, verificamos que as varidveis
aleatérias dando as duas coordenadas cartesianas do ponto sdo dependentes.
Agora defina as varidveis aleatérias ©® e R, dando as coordenadas polares do
ponto. Determine for, fo, fr, € verifique se as duas sdo dependentes.

Ex. 118 — Retomamos o exercicio em que selecionamos equiprovavelmente
um ponto « no intervalo [0, 1].

a) Definimos duas varidveis aleatérias:

—A = 4rea da curva abaixo de 2, entre 0 e a;

—I = derivada de z2 no ponto a.

1 1

Determine cov(A,I) e pa 1.

b) Repita o exercicio, trocando 22 por sen(z), e trocando também o intervalo
[0,1] por [0, 7].
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Ex. 119 — Seja T o tridngulo delimitado pelos eixos das abscissas e ordena-
das, e também pela reta x +y = 1.

OO 1

Selecionamos um ponto em 7', usando a funcao de densidade

flany) = {zxgﬁ se (z,y)eT

0 em outros casos.

1. Determine z.
2. Determine Pr[X < Y.

Ex. 120 — Dois eventos tem duragao modelada por distribui¢bes exponenci-
ais: um com parametro \ e outro com parametro . Qual é a probabilidade do
primeiro evento ocorrer antes do segundo?

Ex. 121 — As varidveis A, B e C tem fun¢do de densidade conjunta dada por

3ae~(atb439) b >0

fABC(a7 b7 C) = {
0 em outros casos
Determine Pr[A < B < (.

Ex. 122 — No experimento da agulha de Buffon (Exemplo [5.4.9)), aparente-
mente nada muda se trocarmos cos 6 por sen . Explique.

Ex. 123 — Refaga o Exemplo[5.4.9para agulhas mais compridas que as faixas
(£ >d).
Ex. 124 — Sejam A, B e C varidveis aleatorias, com
fa(a) =2e2*
Fap(b) = e 2 cos(b)
C = AB.

Determine fp, E[C], cov(B,C), e ppc.
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Ex. 125 — Suponha que A e B sdo variaveis aleatérias com distribuigdo bi-
nomial, com a mesma probabilidade de sucesso, mas com nimeros de repetigoes
diferentes:

A ~ binomial(n, p)
B ~ binomial(m, p).

Prove que a distribuicdo de A + B é binomial, e determine seue parametros.

Ex. 126 — Um experimento de Bernoulli é repetido r vezes, com probabili-
dade de sucesso igual a p. Seja A uma varidvel aleatéria dando a quantidade de
sucessos nas primeiras n rodadas (presuma n < r), e B uma varidvel dando o
total de sucessos. Calcule E[A|B = b).

Ex. 127 — Se jogarmos uma moeda honesta 10 vezes e um dado honesto 5
vezes, qual é a probabilidade de obtermos k& sucessos, onde um sucesso é uma
cara como resultado da moeda ou um seis como resultado do dado?

Ex. 128 — A tela de um dispositivo é composta por duas camadas de filme
transparente. As duas camadas sdo produzidas por processos diferentes: o pri-
meiro produz filme com espessura média 0.5mm, e desvio padrao 0.05mm; o
segundo processo produz uma camada com espessura média de 1mm e desvio
padrdo 0.1mm. Para que funcione apropriadamente, a primeira camada (mais
fina) deve ter espessura entre 0.45mm e 0.55mm; para que caiba no dispositivo,
as duas camadas juntas devem ter espessura maxima de 1.57mm. Os pares de
camada (inferior e superior) para telas sao tomados aleatoriamente para mon-
tagem (se um par ndo é util, ele é imediatamente descartado).

Determine a probabilidade de que um par seja 1til.

Ex. 129 — Determine cov(X, k), onde k é constante.
Ex. 130 — Verifique que cov(X,Y) = cov(Y, X).
Ex. 131 — Reveja o Exemplo [5.4.5| e calcule a correlagao entre N e T'.

Ex. 132 — Reveja o Exercicio [77] na pagina [126

1. Se a for escolhido com distribuicdo uniforme entre 0 e 10, e b uniforme
entre 0 e 5, qual é a correlagdo entre b e a varidvel indicadora 17

2. E se a e b tiverem distribui¢oes exponenciais?

Ex. 133 — Reveja os Exemplos elp.7.10|e calcule a covariancia e a corre-
lacao entre a forca no momento do impacto do meteorito sobre a Lua na diregao
da trajetéria (G) e a resultante na dire¢do do centro da Lua (C).

Ex. 134 — Nos Exemplos e [5.8.10| calculamos covaridncias. Calcule os
coeficientes de correlagdo.



186 EXERCICIOS

Ex. 135 — Sejam X e Y duas varidveis aleatérias com vraidncias finitas.
Determine var(X —Y). Se X e Y sdo independentes, qual a diferenga entre
var(X +Y) evar(X —Y)?



Capitulo 6

Algumas Desigualdades e o
Teorema Central do Limite

Este Capitulo trata das desigualdades de Markov e de Chebychev, que permitem
estabelecer valores minimos e maximos para varidveis aleatorias, sem depender
de distribuigdo. A primeira dessas desigualdades depende apenas da média, e a
segunda usa também a varidncia. Em seguida, sdo examinados a Lei Fraca dos
Grandes Numeros e o Teorema Central do Limite, afirmacées sobre a média e
distribuicao de variaveis aleatérias que tenham a mesma distribuicao.

6.1 Desigualdade de Markov

A desigualdade de Markov permite obter um valor méximo para Pr[X = qa], a
partir somente da esperanca de X.

Teorema 6.1.1 (desigualdade de Markov). Se X > 0, entdo para todo a > 0,
E[X]

a

Pr[X > a]

Demonstracao. Defina uma varidvel aleatéria I, tal que

I 1 X>a
S lo0 X <a.

Observamos que

E[I] = (1) Pr[X > a] + (0) Pr[X < d
=Pr[X > 4. (6.1)

Como X > 0,

X>la=X>a
X>0a= X >0,

187
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o que significa que al < X. Entao,

al < X
Elal] < E[X]
aE[I] <E[X]
aPr[X > a] < E[X] (pela equagao
Pr[X >a] < E[(;X] [ |

Exemplo 6.1.2. A média da pressao sistOlica em homens adultos em uma
determinada regiao é de 125mmHg. Um individuo é considerado hipertenso se
sua pressao sistolica esta acima de 140mmHg.

Se usarmos a desigualdade de Markov, podemos deduzir que

P 25
Pr[P > 140] < —140 = — ~ 0.8928
P> 10l < 357 28 ’
ou seja, a probabilidade de um individuo qualquer ser hipertenso é menor que
0.8928. Y
Exemplo 6.1.3 (desigualdade de Boole (demonstragdo usando desigualdade
de Markov)). A desigualdade de Boole (Corolério [1.2.1)) determina que, se
A1, Ay, ..., A, sdo eventos em um espago amostral, entao Pr (U] Aj) <>, Pr(4)).
Podemos demonstrar a desigualdade de Boole usando a desigualdade de
Markov.
Seja K uma variavel aleatdria igual a quantidade de eventos, dentre os A;,
que ocorrem. A esperanca de K é

E[K] = Pr(A;) + Pr(4s) 4 --- + Pr(4 Z Pr(A

Pela desigualdade de Markov, com a =1,

ﬁ

Pr[K > 1] < [K}

r[K >1] <

Z J
J

Corolario 6.1.1. Seja X uma varidvel aleatoria discreta nao-negativa. Se
E[X] < k entdo Pr[X < k] > 0.

Demonstracao. Usando a desigualdade de Markov,

Pr[X > k| < %

<1,

o que significa que o evento X < t tem probabilidade maior que zero. ]
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O Corolaio é facilmente generalizado, resultando no Corolario [6.1.2 a
seguir.

Corolario 6.1.2. Seja X uma variavel aleatéria discreta. Entao,
Se E[X] < k entdo Pr[X < k] > 0.
Se E[X] > k entdo Pr[X > k]| > 0.

Exemplo 6.1.4 (Satisfazendo férmulas 16gicas). Uma wvaridvel ldgica é uma
variavel que pode assumir dois valores: verdadeiro ou falso. Assim, se x é uma
variavel logica, podemos ter x =V ou x = F.

Se {x1,22,...,2,} é um conjunto de varidveis légicas, entdo uma cldusula
légica usando as varidveis deste conjunto é uma férmula légica (ou uma “afir-
magao 16gica”) da forma

Tj, \/Ij2 \/"'\/l'jq,

onde o simbolo V significa “ou” — ou seja,

FVF=F
FvVv =V
VVF=V
Vvv=V
Por exemplo, sejam x1,xs,x3,...,T10 varidaveis légicas. A seguir hd quatro

clausulas usando estas variaveis.

1 VaaVeqVegVag
T2
r1VIrV g

Uma wvalora¢do para um conjunto de varidveis é uma fungdo dess econjunto
em {V,F}, dando um valor a cada uma das varidveis. Por exemplo, para o

conjunto {z1,...,z10} que descrevemos, uma possivel valoragao é
Tr1 = F Teg — 14
o = F zr =F
T3 = \%4 Trg = |4
Ty = %4 Tg — F
Iy = F 10 = F

Ha 2™ possiveis valoragdes para um conjunto de n varidveis.

Dizemos que uma valoracdo satisfaz uma clausula quando ela torna a clausula
verdadeira. Por exemplo, a valoragdo que apresentamos satisfaz a clausula x; V
o Vg Veg Vg, porque

1‘1\/LE2\/C4\/68\/$10ZF\/F\/V\/V\/F
=V,
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j& que basta que um dos valores seja V' para que o resultado (“ou” légico) seja
V. Mas essa valoracao nao satisfaz a clausula x; V x7 V 19, porque
1 VarrVaxo=FVFEFVV
=F.
Agora suponha que tenhamos um conjunto de n variaveis, e que tenhamos
m clausulas sobre essas varidveis. Seja ¢ o tamanho (em ntmero de varidveis)

da menor das clausulas. Provaremos, usando a desigualdade de Markov, que
existe uma valoragao que satisfaz no minimo

m(1l —29)

das clausulas.
Crie uma valoragdo, determinando equiprovavelmente valores V e F' para
as variaveis. Seja C; a varidvel indicadora que vale 1 se a i-ésima clausula é
safisfeita, ou 0 se a i-ésima clausula nédo é satisfeita. Entao
Pr[C; = 1] =1-2%,

porque a inica maneira da clausula valer F' é com todas as suas variaveis valendo
F.
Entao a varidvel aleatoria que determina o niimero de cldusulas satisfeitas é

C= ic
i=1

com esperanca

E[C] = 3 E[C)
= iPr[Cl =1]
= 2(1 — 27 %)

Como a esperanga é Y .~ (1 — 279), entdo hd uma valoracdo que satisfaz no

minimo esse valor. Se ¢ é o tamanho da menor clausula, entao
m

> (1 -27%) > m(1-29). °

i=1

6.2 Desigualdade de Chebyshev

A desigualdade de Chebychev é, em espirito, semelhante & de Markov, mas por
usar a varidncia, além da média, resulta em valores mais estreitos. Além disso,
a desigualdade de Chebychev determina tanto um méximo como um minimo
para o valor da variavel.
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Teorema 6.2.1 (desigualdade de Chebychev). Se X tem média pu, finita, e
varidncia o2, entdo para todo k > 0,

2

g
PrlX —pl 2 k] < .

Demonstragio. Defina a variavel aleatéria A = (X — p)2. Claramente, A é
nao-negativa. Pela desigualdade de Markov, para qualquer a > 0,

Pr[A > a] < E[;”.
Escolha a = k2. Entéo
Pr{(x — 2 > 7] < 0]
o — > ] < X0
Prx — 2 < AT (20)
o — > 4] < L)
Pr{x | > 4 < 0, .

Exemplo 6.2.2. O Exemplo descreve uma populacio onde a média da
pressao sistélica em homens adultos é 125mmH g, e ali a desigualdade de Markov
foi usada para deduzir que Pr[P > 140] < 0.8928.
Se soubermos nao somente a média, mas também a variancia, e ignorarmos
o fato de que essas medidas tem distribuigdo normal, poderemos usar a desi-
gualdade de Chebyshev. Suponha que a variancia da pressdo sistélica é o2 = 25.
Entao
Pr[|P—pu| > k] < L
k2
125
152
5

Pr[ |P — 125 > 15] <

9
~ (0.5555.

Assim, a probabilidade de um individuo ter presséo sistélica acima de 140mmH g
ou abairo de 110mmH g é aproximadamente 0.55.

Para comparagdo, verificamos o valor de Pr[P > 140] usando o fato da
distribuicao ser normal.

A varidvel
X —125

Z:
5
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tem distribui¢ao N(1,0), logo

X—p  140-125
>
o )
= Pr[Z > 3]
= 0.0013,

Pr[P > 140] = Pr

o que nao contradiz o resultado obtido pela desigualdade de Chebyshev, apesar
de estar bastante distante dele. o

Exemplo 6.2.3. Quando coeficientes binomiais sdo muito grandes, seu calculo
pode se tornar dificil. Em particular, o coeficiente (2:) — o coeficiente “do
meio”, maior dentre os binomiais (2_”), é bastante importante — e mostraremos
neste exemplo como obter uma cota inferior para ele usando a desigualdade de
Chebyshev.

Provaremos que para todo inteiro positivo n,

2n 22n
>
n) = 2+4yn
Seja X uma varidvel aleatoria, obtida somando 2n varidveis aleatérias de Ber-

noulli,
X=X1+Xo+ -+ Xop,

onde

Cada X; é exatamente como uma varidvel aleatoria que representa a jogada de
uma moeda honesta.
A esperanca e a varidncia de X sdo

EX]=n
2 _ 1
O—Xf2

Se aplicarmos a desigualdade de Chebyshev em X, com k = /n,

Pr{|X —n| > Vi <

N = DN =

Pr[|X —n| < vn] > (complemento da anterior)
Ou seja, a probabilidade da distdncia de X até a n ser menor que /n é > 1/2.
Outra maneira de afirmar isto é dizer que “a soma das probabilidades Pr[X =
n + j], para todoj < y/n, é > 1/2.
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Como X tem distribui¢do binomial, a probabilidade de X =n + j é

- m, 1 n+j 1 2n—(n+j)
rix=ned= () () G)
B m 1 2n
\n+j 2
:< 2n )2—271.
n-+j

2
Y. PrlX =n+j]<@Vn+ 1)( ; .)2—2” >
. n-+)

lil<vn

Obtemos, portanto,

%, (6.2)

porque hd 2./n + 1 valores menores ou iguais que v/n (0s /7 positivos, mais os

v/n, mais o zero).
P , . . . .. 2 ~
Mas como (:) é o maior dentre os coeficientes binomiais ( "), entao

( 2n )2_2” < (271)2_2”.
n-+ n

Reescrevemos a Equacao [6.2] portanto:

1 L2y ()
gf Z Pr[X=n+]]§22—n
l7]<+v/n
1_ (+2vn) ()
9 = 92n
22n 2n
- < ,
2142yn) ~ \ n
que é o que queriamos mostrar. )

6.3 Lei Fraca dos Grandes Ntumeros

O teorema conhecido como “Lei Fraca dos Grandes Numeros”, provado por
Jacob Bernoullﬂ tem grande importancia historica.

Suponha que n varidveis aleatérias independentes X1, Xs, ..., X, tenham
a mesma distribuicdo e mesma média p. A Lei Fraca dos Grandes Nﬁmeroﬂ
determina que, se definirmos uma nova varidvel aleatéria Y = (X; + Xo + -+ +
X,)/n, sua média se aproxima de p quando n — co.

I Também Conhecido por “James”, ou “Jacques”. O nome hebraico é “Jacob” (Iacobus em
Latim), e é traduzido para o Inglés como James, e em Francés como Jacques. Bernoulli era
suico, mas viajou muito pela Europa.

2H4 também uma “Lei Forte dos Grandes Ntimeros”, cujo enunciado é parecido com o da
lei fraca, porém mais forte — e também mais dificil de demonstrar.
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Em situagbes praticas, quase sempre é melhor o uso do Teorema Central
do Limite, que faz uma afirmagdo mais precisa, identificando a distribuigdo das
medigdes e sua varidncia.

Teorema 6.3.1 (Lei Fraca dos Grandes Niimeros). Seja X1, X, ... uma sequén-
cia de variaveis aleatorias independentes com média finita u, identicamente dis-
tribuidas. Entao

lim Pr

n—oo

[&+&+m+&
n

i ze] =0

Demonstracio. Seja
X+ Xe+ -+ X,
- .

X

Entao a esperanca de X é

MXJZE[X1+X§+~-+X¢]

n

1
= -E[X; +Xo +- -+ X,)]

—3

= —(B[Xa] + E[Xo] + - + E[X,])

= —(nn) (E[Xi] = p)

—3

A variancia de X é

Xi+Xo+--+ X
var(X) = Var< (it B ")
n

() () (3

0'2 O'2 0'2
“wptm Tt
n02
0.2
o n

Agora, usando a desigualdade de Chebyshev, temos

var(X)

Pr(|X —pl 2¢€) <
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Observando o limite quando n — oo,

2

o
Pr(| X —pl>e) < —
(X -l >e) <2
o2
lim Pr( [X —pl >¢) < lim —.
n— 00 n—00 NE
Como o2 é constante e n cresce, o lado direito tende a zero. |

Exemplo 6.3.2 (Integragiao de Monte Carlo). Sabemos que a funcao de densi-
dade da distribuicdo normal é integravel, mas como ela ndo tem forma fechada
(ndo conseguimos resolvé-la analiticamente), consultamos seus valores em uma
tabela. Ha diversas intergais que sao dificeis ou impossiveis de resolver, e quando
héa a necessidade de resolvé-las, usamos métodos numéricos.

Um dos métodos muito usados para integracdo numérica é o Método de
Monte Carlo, que consiste em usar amostragem de pontos repetidamente para
estimar o valor da integral.

Suponha que queiramos integrar uma funcao real f(z) no intervalo [a, b].

f(z)

Seja p(x) uma fungao de densidade de probabilidade qualquer. Entao, vemos

que
/ab f(z)dx = /ab f(a:)@da:
= /abp(x) @dx.

Mas esta integral é exatamente a férmula para a esperanca de f(z)/p(z):
e[Le)].
p(x)

Suponha que p(z) é a densidade uniforme. Entdo p(z) = 1/(b — a), e podemos
calcular

E[(b—a)f(z)].

Sorteamos n pontos x1,xs,...,T,, ¢ definimos a variavel aleatéria

Ai = (b—a)f ().
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Cada vez que sorteamos um ponto e realizamos esse calculo, estamos selecio-
nando um valor de uma variavel aleatoria A;. Cada A; pode ser visto como
o valor da &rea do retangulo de lado b — a e altura f(x;), e estamos portanto
calculando a média de uma sequéncia de areas.

f(@)
(

Se obtivermos uma quantidade suficientemente grande de amostras de f(z)/p(x),
a média desses valores convergird para E[f(z)/p(x)], que é o valor da integral.
Isso porque as varidveis A; sdo independentes e identicamente distribuidas, e a
Lei Fraca dos Grandes Numeros garante que a média das varidveis A; € igual a

E[%] °

6.4 Teorema Central do Limite

A distribuicdo da soma de muitas varidveis independentes aproxima-se da dis-
tribuicdo normal. Por exemplo, seja qual for a distribuicdo das medidas de
altura de pessoas em diferentes amostras de uma populagao, a soma delas (e
consequentemente sua média) tem distribuigdo normal.

Teorema 6.4.1 (teorema central do limite). Afirmamos o Teorema Central do
Limite de duas maneiras:

1. (Soma de varidveis) Seja X1, Xo, ... uma sequéncia de varidveis aleatérias
independentes com média finita j, e varidncia o2, identicamente distribui-
das. Seja S a soma de n destas varidveis,

S=X1+ X4+ Xn.

Entao a distribuicao de
S —np
VD)

~N(0,1)

quando n — oo.
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2. (Média de varidveis) Sejam X7, Xo,..., X, varidveis aleatérias indepen-
dentes com média finita u, e varidncia o2, identicamente distribuidas.
Seja X a média das n varidveis,

X1+ Xo+-+ X,
. .

y:

Entao a distribuicao de

X—p
o/v/n

tende a N'(0,1) quando n — cc.
Ou seja, se X = (X1 + Xo+ -+ + X,,)/n,

X ~ N (u,0?/n).
quando n — oo.

O Teorema Central do Limite diz que a distribuicdo de (S — nu)/o/n é
a mesma de uma varidevl Z com distribuicdo N (0,1), entdo podemos usar a
tabela cumulativa de N'(0,1) para calcular, por exemplo,

Pr [SU_\/@” }:Pr[ZSx].

Da mesma forma,

Pr[Sr

A respeito da diferenca entre as duas versoes, trivialmente

}—hwgﬂ.

S —nu
ovn
(S —nu)/n
(oy/n)/n

=L~ N(0,1) (X = S/n)

~ N(0,1)

~ N(0,1)

o n ~ N(0,1). (vVn/n =1//n)

Exemplo 6.4.2 (Teorema Central do Limite (para soma)). H4 324 pessoas na
minha frente em uma ﬁlaﬂ para comprar ingressos para um evento. Ha 877
ingressos restantes. A quantidade de ingressos comprada por pessoa tem média
2.6 e variancia 2.25. Qual é a minha probabilidade de sucesso?

Prfos 324 compram juntos < 877]

3Fila online ou fila fisica — ndo fard diferencal!
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A palavra “juntos” indica que estamos somando as varidveis aleatérias X;, que
indicam a quantidade de ingressos que cada pessoa na fila comprari. Posso,
portanto, presumir que a distribuigdo da soma dos X; é normal (com média
np = 324(2.6) e varidncia no? = 324(2.25)).

842.4 877

Pelo Teorema Cental do Limite,

i — 324(2.
Pr[T <877~ Pr|Z < W]
[ 8TT—842.4
—pr|z< 270000
Y= T ]
_pr |z < 3200
i 27
= Pr[Z <1.28]
— $(1.28)
~ 0.8997 °

Exemplo 6.4.3 (Teorema Central do Limite (para soma)). A quantidade mé-
xima de unidade de dados que pode ser transmitida por vez (em um “pacote”)
em diferentes tipos de rede de computadores é chamada de MTU — mazximum
transmission unit. Por exemplo, redes do tipo ethernet tem MTU igual a 1500
bytes.

Em uma rede deste tipo, medimos a quantidade de bytes que sdo transmiti-
dos com erro, e verificamos que 5% dos bytes chegam com erro (e precisam ser
retransmitidos).

Calcularemos a probabilidade de mais do que 100 bytes tenham que ser
retransmitidos em um pacote.

Cada byte pode ou nao ser transmitido sem erro. Chamamos a transmissao
sem erro de “sucesso”; claramente se trata de um experimento de Bernoulli, cmo
probabilidad ede sucesso igual a 0.95. Para cada um dos 1500 bytes, criamos
uma varidvel aleatéria X;, de forma que X; = 1 quando o i-ésimo byte foi
transmitido com erro, e X; = 0 quando chegou sem erro.

As variaveis sdo identicamente distribuidas, e presumimos que sdo indepen-
dentes. Como cada varidavel é um experimento de Bernoulli, suas esperancas e
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variancias sao

E[X;] = p = 0.05
var(X;) = p(1 — p) = 0.0475.

Agora podemos usar o Teorema Central do Limite.

P 100 —
Pr[X > 100] = Pr npe 10 "“]

Ve o

_pr _Z - 100 — (1500)(0.05)}

I V15001/0.0475

25

=Pr _Z > 844]
=1-Pr[Z <2.96]
=1— $(2.96)
~1—0.9985
~ 0.0015. Y

Exemplo 6.4.4 (Teorema Central do Limite (para média)). A embalagem de
uma marca de creme dental informa a quantidade de 70g. O fabricante informa
que o desvio padrdo é de 2g. Ap0s realizar medigdes em 81 unidades dessa
marca de creme dental, verifiquei que a média era de 69.5¢.

Qual é a probabilidade da média amostral ficar abaixo ou igual a esse valor,
presumindo que o que o fabricante diz é verdade?

Como esta é uma afirmacao sobre uma média de amostra de varidveis, usa-
mos o Teorema Central do Limite para médias.

- X -
Pr[X < 69] = Pr|Z < 0/\/1’;}
[ 69.5-170
—Pr|7 < =0
_ 2/«81]

-0.5
=Pr|Z< 2/9}
=Pr[Z < —2.25]
= P(—2.25)
=1— $(2.25)
~1—0.9878
~ 0.012.

A probabilidade de eu ter chegado a essa média amostral, ou algo menor que
ela, se o fabricante estivesse correto em sua afirmacéo, seria de 0.012. A proba-
bilidade da média amostral ser maior que 69.5 é aproximadamente 0.9878.
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Nao podemos dizer que a média amostral de 69.5 ndo poderia ter acontecido
neste experimento, mas podemos dizer que ela era pouco provavel: a probabili-
dade de qualquer valor menor que 69.5 era de 0.012. ()

Exemplo 6.4.5 (Teorema Central do Limite (para soma, desigualdade dupla)).
Um fabricante de lanternas quimicas — do tipo que emite luz quando duas subs-
tancias entram em contato — informa que o periodo de emissao de luz tem média
de 22 horas com desvio padrao de 30 minutos. Compramos 100 dessas lanter-
nas, e determinaremos agora a probabilidade do periodo total de luz (usando as
velas sequencialmente) ficar entre 2190 e 2205 horas.

!
2190 2200 2205

(2190 — 2905 —
Pr[2190 < T < 2205] — pr | 220"t 5 2200 ”“}

ovm o/

12190 — (100)22 2205 — (100)22

| 0.5/100 <7< 0.51/100 }
~10 5

=P o500 < 2 <0500 ]

=Pr[-2 < Z <1]

— ®(1) - B(-2)

—a(1)~ [1- B(2)]

~ 0.8413 — 1 1 0.9772

~ 0.8185. °

=Pr

Exemplo 6.4.6. O Teorema Central do Limite nao se aplica a variaveis com
distribuigdo de Cauchy, porque elas ndo tem média definida. Assim, ndo é possi-
vel usar o Teorema Central do Limite para a variavel aleatéria X do experimento
descrito na Secao (pagina , que descreve as posi¢oes definidas no eixo
das abscissas. e

A seguir definimos nivel de confianca e de significAncia, para em seguida obter
uma forma de determinar o tamanho minimo de amostras quando queremos
estimar a média de uma varidvel aleatoéria.

Definigdo 6.4.7 (nivel de confianca; nivel de significancia). Sejam X7, Xo,..., X,
variaveis aleatorias identicamente distribuidas e independentes; seja S = X7 +
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o

é a probabilidade da média S/n estar a uma distancia menor que ¢ da verdadeira
média das varidveis X;. Dizemos que com amostra de tamanho n, podemos
estimar a média das varidveis com erro igual a € e nivel de confianca igual a

Xs+ -+ X,,. Entao

S
——pu<e|l 21—«
n

1—oa. |
Teorema 6.4.8. Sejam X1, X5, ..., X, varidveis aleatérias identicamente dis-
tribuidas e independentes; seja S = X; + Xo + --- + X,,. Entdo, fixados o e
57
S
Pr{u’ﬁs] >1—«
n

depende apenas de n, que, para atingir o erro e confianca determinados, deve

ser
S o?r?
n>—
- 52 )
onde 7 é tal que

(67

<1>(r)=1—(§).

Demonstragao. A escolha de ®(r) = /2 é porque queremos que a probabilidade
da média amostral ficar dentro do intervalo especificado é 1 — a:

T

Dado um n, usamos o Teorema Central do Limite para média e definimos

_S/n—p

In = =T
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Entao,

/n—p
Pr|—r< < =1-
r[ r a/\/ﬁ 7—1—7"_ «
ro _ S ro |
Prl-——=<=-—u<4—|=1-
r{ N pst n | @
ro S ro |
Prip——=<2=< =1-
r[“ Jnon oM m @
S ro |
Pr|2 =p4+ =1-
r{n 1 7] o
Assim, queremos que
ro

ro

— <+/n
2 2
réo

n>-—; [ |
€

Exemplo 6.4.9. Temos a tarefa de realizar uma pesquisa de opinido, a fim
de determinar a propog¢ao de pessoas que prefere uma dentre duas op¢oes para
uma nova regra para uso de um refeitério.

Queremos que o erro seja de no maximo 0.02, com nivel de confianca de 95%.
Temos o = 0.05, portanto escolhemos r = 1.96, ja que

®(1.96) = 0.975 = 1 — %

A quantidade de pessoas que teremos que entrevistar teria que ser

1.96202

- 0.022 °

No entanto, ndo sabemos a variancia da distribuicao. Nesta situagdo, podemos
fazer uma estimativa para a varidncia: cada eleitor pode ser modelado como
uma variavel aleatéria de Bernoulli, e o total de votos por A na eleicdo, por
exemplo, teria distribuigdo binomial. A varidncia da binomial é p(1 —p) — o que
parece nao ajudar, porque se soubéssemos p, a pesquisa nao seria necessaria.
No entanto, observamos que como 0 < p <1,

1
e podemos usar 1/4 como uma estimativa pessimista da varidncia. Dessa forma,

1.962
n>-————

4(0.022)
— 2401. °

n
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Exemplo 6.4.10. Conhecemos o desvio padrdo de uma varidvel X, mas ndo
sua média. Tomaremos n amostras, e calcularemos a média das amostras — mas
gostariamos que o erro fosse de no maximo 200. Sendo o desvio padrao igual a
2000, qual é o menor valor de n para que consigamos, com probabilidade 0.99,
uma estimativa dentro da margem de erro determinada?

Temos a = 0.01, portanto escolhemos r = 2.57, ja que

B(2.57) ~ 0.9949 ~ 1 — %

r2g?
>
nz—

~2.57720007

2002

~ 660.5
e precisamos de uma amostra de tamanho n = 661. )
Exercicios
Ex. 136 — Seja X uma varidvel binomial com pardmetros (n,p). Se p < k <

1, encontre um limite superior para

Pr[X > kn].

Ex. 137 — Suponha que uma varidvel aleatéria X assume valores sempre
menores ou iguais a k € R. Prove que, para todo = < k,

Pr[X <z] < %qu

Ex. 138 — Seja X uma varidvel uniformemente distribuida no intervalo [0, 10].
Calcule Pr[|X — 5| > 4] usando a desigualdade de Chebychev e compare com o
valor exato.

Ex. 139 — Prove que para qualquer variavel aleatéria X, se 0% = 0 entdo
Pr[X =E[X]] = 1.

Ex. 140 — Mil valores, x1,x2,...,Z1000, S@0 sorteados no intervalo [—1,1].
Qual é a probabilidade de

> @i >1000 ?
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Ex. 141 — Em uma barreira rodoviaria, a carga méxima permitida é de
19800kg. Um determinado caminhéo, sem carga, pesa 10000kg.

O caminhao estd carregado com 49 caixas, sendo o peso médio das caixas 205kg,
com desvio padrao igual a 15kg. Se cada caixa tiver peso igual a média, o peso
total da carga serd de 10045kg, que somado ao do caminhdo é maior que o
permitido. Poderiamos imaginar que, havendo varidncia maior que zero, muitas
caixas podem estar abaixo do peso, e talvez fosse possivel passar.

Qual é a probabilidade deste caminhao conseguir permissdo para passar pela
barreira?

Ex. 142 — A duragdo da gestagdo para mulheres em uma populacdo tem
média igual a 268 dias, com desvio padrao de quinze dias. Um posto de satide em
area remota estd acompanhando 20 mulheres gravidas. Qual é a probabilidade
da média de tempo de gestacdo destas 20 mulheres ser menor que 264 dias?

Ex. 143 — Considere o método de integracao numeérica a seguir, parecido com

o descrito no Exemplo
Suponha que queiramos calcular

/ab f(z)dz

para alguma fungédo real f(z). Suponha também que saibamos que o < f(x) <

.

O método consiste em executar, n vezes, os seguintes passos.
i. escolha x € [a, b], aleatoriamente;

ii. escolha y € [a, f], aleatoriamete;

=

iii. calcule f(x);

iv. se f(z) < y, aumente o valor do contador ¢ em um.

O resultado é ¢/n.

1. Prove que o valor obtido neste método tende ao valor da integral quando
n tende a infinito.

2. Que desvantagem este método tem, comparado ao outro, apresentado no
texto?

Ex. 144 — A Agéncia Nacional de Vigilancia Sanitaria determinou, em 2013,
que o sal vendido no Brasil seja iodado, e que a quantidade de iodo em cada kg
de sal fique entre 15mg e 45mg.

Antes de 2013, a quantidade de iodo em um quilo de sal deveria ficar entre 20mg
e 60mg.

Em um estudo feito na época da adaptacao, uma fabrica verificou que a quan-
tidade de iodo em cada kg de sal que produzia tinha média igual a 30mg, com
desvio padrao igual a 10. Qual é a probabilidade de um pacote de um quilo de
sal produzido por esta fabrica esteja em desacordo com a nova regra? E com a
regra antiga?
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Ex. 145 — Calcule

Dica 1: O limite ndo é um, por mais que isso possa surpreender.
Dica 2: leve a exponencial para dentro do somatoério. Estamos, talvez, somando
variaveis aleatorias?

Ex. 146 — Proponha uma maneira de estimar o valor de m usando um método
de Monte Carlo.

Ex. 147 — (Programagio) Use um método de Monte Carlo para terminar de
resolver o item [2[ do Exercicio na pagina (Capitulo [4).
Ex. 148 — Faremos uma pesquisa de opinido para determinar a intengao de

voto em dois candidatos. Quantas pessoas, no minimo, deveremos consultar, se
quisermos que o erro seja de no maximo 1%, com nivel de confianca de 99%?7?

Ex. 149 — Uma varidvel X tem distribuicdo exponencial com pardmetro A\ =
2. Seja Y = X2. Agora suponha que haja varias varidveis, Y1, Y, ...,Y,,, todas
com a mesma distribuicdo de Y. Qual deve ser a distribuicdo aproximada da
média das variaveis Y;, para n grande?

Ex. 150 — Uma bifurcacdo em um tunel leva a duas plataformas, A e B,
onde pessoas embarcam em composigoes ferrovidrias subterrdneas. Em um certo
horério, é sabido que a quantidade de pessoas passando pela bifurcagdo é de 5000
pessoas a cada cinco minutos (que é o intervalo entre partidas dos trens), e que
elas escolhem entre as duas plataformas equiprovavelmente. Quantos lugares
cada composicao deve ter para que haja lugar para todos se sentarem, com
probabilidade 0.957

Ex. 151 — Suponha que uma sequéncia de variaveis X7, X5, ... tenha dis-
tribuigdo Poiss(A), e que A nado seja conhecido. Se tivesse que determinar a
quantidade minima de experimentos para poder estimar A, e quisesse tentar
usar o Teorema Central do Limite, que dificuldade encontraria?
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Capitulo 7

Gerando Distribuicoes de
Probabilidade

Em outros Capitulos tratamos de analisar e descrever distribui¢ées de probabi-
lidade. Neste, mudamos a abordagem e nos aproximamos do problema de obter
amostras que tenham uma distribuicdo desejada. Isto é de grande importancia
em simulagoes e outras areas.

Gostariamos de poder, por exemplo, simular as duragbes de conversas em
chat, produzindo uma sequéncia de nimeros, cada um representando uma du-
ragao, e nao somente descrever que distribuicdo seguiriam. De maneira se-
melhante, queremos poder reproduzir, de maneira simulada, o experimento da
agulha de Buffon; os trés experimentos do paradoxo de Bertrand; ou mesmo os
experimentos relacionados aos angulos de incidéncia dos meteoros que formaram
as das crateras lunares.

Para conseguirmos realizar essas simulagoes, precisamos produzir sequén-
cias de eventos com distribuigoes definidas: como produzir uma sequencia de
nimeros que poderia ser obtida de uma variavel aleatéria com distribuicdo de
Poisson, exponencial, ou qualquer outra?

Em geral, podemos presumir que temos a disposi¢cdo um gerador de ntimeros
pseudoaleatérios que produz nimeros no intervalo [0, 1], com distribuigao indis-
tinguivel de uniforme. Podemos portanto dizer, de maneira simplificada, que
“temos acesso a amostras de uma varidvel aleatéria uniforme no intervalo [0, 1]”.
A partir deste gerador, conseguiremos simular diferentes varidveis aleatorias,
com diferentes distribuigoes. Ha diversos métodos para a geragdo de amostras
de distribuigdes. Neste Capitulo abordamos dois deles: o método da inversao e
o método da rejeigao.

7.1 O Método da Inversao

Queremos simular eventos descritos por uma variavel aleatéria X, que tem al-
guma distribui¢do continua. Sabemos a funcido de densidade de probabilidade

207
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f(z) e a funcdo de densidade acumulada F(z), e temos acesso a um gerador
de nimeros aleatérios com distribui¢do uniforme em (0, 1), que representamos
como uma varidvel aleatéria U. A funcdo F'(x), em particular, é ndo decrescente,
0<F(z) <1

0 z 1
Escolhemos um valor u € [0,1] e aplicamos a inversa F~!(u), obtendo x. Os

valores obtidos terao a mesma distribuicao da variavel X. Isso porque a proba-
bilidade de escolhermos X < k é

Pr[X < k]| =Pr[U < F(k)],
mas Pr[U < F(k)] é o valor de F'(k), ele mesmo, porque em (0,1), Pr[U < 2] = z.

Exemplo 7.1.1. O Exemplo trata de um sistema interativo onde sdo
medidas as duracoes de conversas. Essas duracdes foram modeladas ali como
uma variavel exponencial com média igual a 90 segundos. Para simular as
duragoes de conversas, podemos usar o método da inversa.

A funcdo de distribuigdo é f(z) = 90e=9%, e a funcio acumulada de distri-
buigao é

F(z)=1—e %%,

Calculamos a inversa,

F_l(x) — _log(éo_ x) )

Sorteamos nimeros u com distribuigdo uniforme no intervalo [0, 1] e aplicamos
F~l(u).

A sequéncia de ntimeros gerados serd uma sequéncia com a distribuigdo das
conversas, tendo média igual a 90 segundos. ()

Exemplo 7.1.2. A distribui¢io de Cauchy tem funcdo de densidade f(x) =
1/7(1 + 2?), e fungdo de densidade acumulada

[ 1 1 arctan(a)
F(a)—/_miﬁ(l_‘_xz)dm—i—i—iﬂ_ .
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A inversa da funcao de densidade é
F~'(u) = tan <7Tu - g) )

que podemos usar para gerar amostras usando a distribuicdo de Cauchy. Ob-
servamos que u € (0,1), e isto claramente é o mesmo que gerar um angulo
x € (—7/2,+7/2) e tomar sua tangente (o que estd claramente de acordo com
a maneira como a distribuicao foi definida). °

O método da inversdo pode ser aplicado também a distribuigbes discretas,
embora com alguns cuidados.

Exemplo 7.1.3. Em um experimento, jogamos uma moeda nao honesta duas
vezes. A probabilidade de cara é 4.5 e de coroa é 5.5. Definimos uma variavel
A que contabiliza a quantidade de vezes que o resultado é cara. A funcdo de
distribuicdo de massa de A é

£(0) = 0.45% = 0.2025

f(1) =2(0.45)(0.55) = 0.495

f(2) = 0.55% = 0.3025

A funcao de distribuicdo acumulada é

F(0) = 0.2025
F(1) = 0.6975
F(2)=1
T
1.0 ® N
S 0.6075 | ° |
=
—
(ol
0.2025 | I .
0 1 2
a

Observamos que a terceira coluna sempre terd altura igual a um, e que
portanto a altura do grifico sempre serd um.

Se selecionarmos um ntmero aleatério entre zero e um, determinando uma
altura no grafico, e tracarmos uma reta da esquerda para a direita nesta altura,
identificamos a primeira coluna que esta reta intercepta.

Por exemplo, se o numdero selecionado for 0.5, a segunda coluna serd inter-
ceptada.
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1.0 ] -
a 0.6975 | ] R
% 05F------------ s
(ol
0.2025 - I s
0 1 2
a

A probabilidade de selecionarmos a primeira coluna é a drea em que ela é
atingida antes das outras, f(0) = 0.2025; a da segunda coluna, da mesma forma
é f(1) = 0.495, e a da terceira é f(2) = 0.3025, como fica claro na representagao

a seguir.
o0 F-----
0.3025
=
v| 06975 Y [ |

02025  g----- .
0.2025{[

Pr[A

A fung¢do de massa de probabilidade é f(a), e o que fizemos foi obter a a partir
do valor de f(a) — portanto fizemos algo semelhante a inverter a funcdo. Na
verdade ndo a invertemos, porque nao é bijetora, mas o nome “inversao” é
normalmente usado neste contexto. e

7.2 O Método da Rejeicao

E possivel que nio seja facil ou mesmo que nio seja possivel obter da inversa
da fun¢ao acumulada de probabilidade, e 0 método da inversdo, embora simples
e eficaz, pode nao ser aplicavel. H4 diversos métodos que podem ser usados na
geracgao de distribuigoes, e um deles, também bastante simples, é o da rejeigao.
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7.2.1 Interprtacdao geométrica inicial

Inicialmente tratamos de dois exemplos onde, para gerar pontos em uma regiao
R, o método gera valores com uma distribuicio A, em uma regido S maior e
contendo a regiao que nos interessa — R C S, e rejeitar os pontos que foram
gerados fora de R (em S\ R). Isso garante que os pontos gerados em R sdo
distribuidos de acordo com A. Mais adiante aplicamos o mesmo ao grafico de
fungoes de densidade, chegando ao método da rejeicao.

Exemplo 7.2.1. E comum em aplicagbes computacionais, e em particular em
Criptografia, a necessidade de obter niimeros pseudoaleatérios entre zero e um
inteiro n.

Computadores trabalham com palavras de mdaquina: os bits ndo sao tratados
individualmente, mas armazenados em “blocos” de 8, 16, 32, 64 em sequéncia.
Assim, em uma palavra de oito bits, o nimero 14 é representado por 0000 1110,
de forma que o i-ésimo bit da direita para a esquerda representa 2%

0000 1110 = (0)27 + (0)2° + (0)2° + (0)2* + (1)2° + (1)2* + (1)2" + (0)2°
— 23 4 22 4 21
=14.

Podemos obter bits aleatérios em palavras. No entanto, suponha que n nao
seja da forma 2* — 1: por exemplo, n = 100. O ntimero 100 é representado por

0110 0100 = (0)27 + (1)2° + (1)2° + (0)2* + (0)2° + (1)2* + (0)2' + (0)2°
=2042° 422
= 100.

Se quisermos sortear um nimero entre zero e 100 (incusive), ndo podemos so-

mente sortear com distribuicdo uniforme uma palavra de oito bits, porque o

ntimero que ela representa pode ser maior que 100. Mesmo se usidssemos so-

mente os sete bits da direita, poderiamos eventualmente obter 0110 0101 =

101. Se tentdssemos usar somente seis bits, nunca conseguiriamos chegar a 100.
Usamos o seguinte método:

repita:
escolha palavra X de 8 bits com distribuigdo uniforme
se X representa ntimero entre 0 e 100
retorne X

Isto nos garante que obteremos um niuimero dentro das restrigoes desejadas,
e com distribui¢ao uniforme. )

Exemplo 7.2.2 (Geragdo de pontos em tridngulo com método da rejeicdo).
Suponha que queiramos escolher com distribuicdo uniforme pontos em uma
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regido geométrica — por exemplo, o tridngulo ABC, com

A=(0.5,0.5)
B =(15,0.5)
C =(1,15).

Podemos escolher facilmente pontos em um retangulo que contenha o trian-
gulo:

Os lados do retdngulo tem comprimento 2.

O comprimento da base do tridngulo é 1, e ele pode ser dividido em dois
tridngulos retangulos com base 0.5:

1.5

0.5 1.5

A area do tridngulo é, portanto, 0.5.

Faremos isso porque é facil gerar dois nimeros z,y entre 0 e 2. Repetimos,
entao

repita:
gere dois nameros z e y, ambos em [0,2]
se o ponto (x,y) estiver dentro do triédngulo
retorne (z,y)

Determinar se o ponto estd dentro do tridngulo é simples: basta verificar se
ele esta acima da reta p e abaixo das duas retas q e 7.
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A probabildade de conseguirmos um ponto dentro do tridangulo é dada pela
area do triangulo dividida pela do retangulo. A area do triangulo é 0.5
No exemplo dado, a probabilidade sera
0.5
= — =0.125.
b=
E interessante que podemos olhar para a tentativa de obter um ponto como
um experimento de Bernoulli — e para o processo todo como tendo distribuigao
geométrica (quantas tentativas precisamos para obter um ponto no triangulo?)
com pardmetro p = 0.125. Usando a fung¢ao de distribui¢do acumulada de massa,
verificamos que a de obter um ponto com trés tentativas é

Pr(X <3) =1 (0.875)% =~ 0.330.

O retdngulo que escolhemos ainda pode ser diminuido, de forma a diminuir a
area “inutil” onde sorteamos pontos.

1.5

0.5 1.5

agora a area do retdngulo é 1, bem menor que a do anterior (4). A probabilidade
de obtermos um ponto bom em cada tentativa passa a ser

05 _

= =05,

p

bem maior que a anterior (neste caso pode-se também verificar por inspegao,
que a area interna do tridngulo é metade da do quadrado).

Novamente usamos a fungao de distribuicao acumulada para obter a proba-
bilidade de conseguirmos um ponto em trés tentativas:

Pr(X <3)=1-(0.5)% ~ 0.875,

bem melhor que a anterior. ®
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7.2.2 Gerando distribuigoes arbitrarias

Suponha que queiramos simular uma varidvel X com funcao de densidade f(x).
Sabemos que X € [a,b], e f(z) € [0, c] (lembramos que para varidveis continuas ¢
pode ser maior que um). Podemos sortear valores z,y e verificar se o ponto estd
abaixo do grafico de f(x). Se estiver, aceitamos os dois valores; sendo, rejeitamos
e continuamos. O Exemplo onde obtivemos pontos em um tridngulo,
poderia ser interpretado desta forma, se o grafico da funcdo de densidade de
fato formar um tridngulo.

Exemplo 7.2.3. Simularemos uma varidvel Z com densidade f(z) = —3(z —
1)(z +1)/4 sendo Z definida no intervalo [—1,1].

1

0.75 |- n

|
0— 1 0 1

O méaximo de f(z) é 3/4 =0.75.

Geramos um par (z,y) onde z é escolhido de uma distribui¢ao uniforme em
[—1,1] e y é escolhido com distribui¢do uniforme em [0,0.75]. Se o ponto (z,y)
estiver abaixo de f(z), aceitamos z. Caso contrdrio, tentamos novamente. @

No Exemplo [7.2.3] amostramos pontos em uma, distribuicdo uniforme para
depois aceitar ou rejeitar de acordo com uma distribuigao especifica. Geometri-
camente, amostramos em um retangulo (a densidade uniforme) e rejeitamos o
que estiver acima do grafico de densidade que queremos.

E possivel que a drea de rejeicio seja demasiado grande, e a probabilidade de
conseguirmos um ponto muito baixa. Isso tornaria o método muito lento. Ainda
mais, pode ser que a distribuicdo que queiramos gerar nao possa ser delimitada
por um tridngulo (por exemplo, exponencial, normal e Cauchy).

Podemos generalizamos a idéia: queremos gerar amostras de uma variavel
Y. Se soubermos que hd uma varidvel X com densidade g(z) e uma constante
¢ tais que cg(x) < f(y), podemos amostrar cg(x) e rejeitar os valores maiores

que f(y).

Exemplo 7.2.4. Queremos simular uma distribui¢do normal padrao. Sabemos
simular uma distribuicdo de Cauchy usando inversdo, mas nao sabemos como
inverter a densidade acumulada da distribuicdo normal.
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Mas podemos amostrar de uma variavel C' distribui¢do de Cauchy e aceitar
somente se o valor estiver abaixo da densidade da normal, e assim simular a
variavel N com distribui¢cdo normal.

No entanto, precisamos multiplicar a variavel que amostramos com distri-
buigao de Cauchy por uma constante, porque de outra forma, a densidade de C'
nem sempre estard acima da de N.

0.4

0.2

= N =/

—4 -2 0 2 4 —4 -2 0 2 4

Na segunda figura, a variavel C' foi multiplicada por 1.6.

repita:
gere u com distribuig8o uniforme em [0,1]

T
y < tan (7ru—§> /* Cauchy */
se y<\/%e’%"2 /* abaixo da densidade de N(0,1) */

retorne y

O valor 1.6 foi usado para ajustar a distribuicdo de Cauchy. Na verdade,
sabe-se que o menor valor possivel (e portanto o que maximiza a probabilidade
de sucesso) é aproximadamente 1.52, mas a demonstragio disso fica fora de
NOSSO €sSCopo.

A distribuicao de Cauchy funciona de maneira perfeita para este exemplo
porque é unimodal (informalmente, tem um tnico “pico”) e tem a cauda pesada
(e justamente por isso ndo tem esperanga) — com isto é facil fixd-la acima da
normal. )

H&4 métodos mais eficientes para simular distribui¢gdes normais, mas o ex-
posto aqui deve tornar bastante clara a esséncia da amostragem pelo método
da rejeigao.

7.3 Distribuicoes Bivariadas
E comum que em simulacdes seja necessério gerar distribuicoes bivariadas. Esta

secdo apenas toca a superficie deste tépico, apresentando uma maneira de rea-
lizar tais simulagoes.
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7.3.1 Variaveis independentes

Se duas variaveis sao independentes, podem ser simuladas separadamente. Fi-
zemos isto no Exemplo ao escolher as duas coordenadas de cada ponto.
Naquele exemplo, as duas coordenadas tinham distribui¢do uniforme. Damos
um exemplo onde duas variaveis tem distribui¢des diferentes.

Exemplo 7.3.1. Queremos gerar uma imagem com pontos aleatérios, formando
algo parecido com uma colina de curvatura leve, mais denso na parte de baixo
que na de cima.

Verticalmente, a densidade de pontos deve seguir uma distribuicdo expo-
nencial, com pardmetro A = 8. Horizontalmente, deve ser proporcional a uma
senodide.

Os valores para a varidvel X devem estar no intervalo [0,1]. Como posso
gerar pontos (z,y) aleatérios obedecendo essa distribuicao?

A distribui¢do horizontal tem densidade f(x) = asen(bxr). Para que seja
funcao de densidade em [0,1], a = 7/2 e b =, e a funcdo de densidade é

7 sen(mx)

fx(x) = 5

A funcao de distribuicdo acumulada é

k
Fy(k) = /O () dr — _cos(mk) — 1.

™ ™

Fol(z) = 7 — arccos(2x — 1).

T
A distribuicdo vertical tem densidade g(x) = 8¢~8%. A distribuigdo acumulada
é1— e 8, ficil de inverter:

_ log(1—y)

Fty) = -2

As duas distribuicoes sdo independentes, portanto geramos os valores de X e Y
individualmente!

Nesta figura ha dois mil pontos, gerados de acordo com as distribuigoes expostas.
]
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7.3.2 Variaveis dependentes

Suponha que as varidveis aleatérias X e Y tenham distribui¢do conjunta fx,y (x,y).
Sabemos que

fxy(@,y) = fx(@)fyix (WX =2),

portanto uma maneira de gerar pares (z,y) de acordo com as distribuigdes de
XeYé

e gerar um valor x usando a distribui¢cdo marginal de X;
e gerar um valor y usando a distribui¢ao condicional fy .

Claramente, se as varidveis s@o independentes podemos simplesmente ge-
rar X e Y separadamente de acordo com suas distribuigbes, porque Pr[y|X =
z] = Pr(y). Foi o que fizemos no Exemplo onde geramos pontos em um
quadrado para posteriormente rejeitar os que ficavam fora do tridngulo.

Exemplo 7.3.2. O exemplo apresenta duas varidveis X e Y, com fungio
de densidade asen(x +y). Modificaremos esta fungdo para que possamos usé-la
no intervalo [0, 27r]. Como sen(z+y) nesse intervalo pode chegar a —1, somamos
um a fungao, e calculamos a constante a:

f(@,y) = a(l +sen(z +y)),
Para que f027r fozﬂ f(x,y)dydz = 1, o valor de a deve ser
a=1/4r>

O grafico da funcao de densidade é mostrado a seguir.

T e

T
T T

7

=

& fxy_(zl’yy)
% 10

= 8
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Para simular a variavel, selecionaremos X de acordo com sua distribuicao
marginal, e depois Y de acordo com a condicional Y|X. A marginal de X é

T 2m
Fx(z) = / / a(l +sen(x + y)) dvdu = 21 uniforme!
0o Jo n
2

fx(z) :/0 a(l+sen(z +y)) dv = %

A distribuicdo condiconal de Y dado X é

= (a(1 + sen(z + y))27
1+ sen(z +y)
2m

Podemos gerar X diretamente, porque é uniforme em [0, 27]: basta gerar u
em [0,1] e multiplicar por 27. Para Y, usar o método da inversdo tornard o
trabalho mais complexo que o necessirio para este exemplo, porque teriamos
que inverter (1 4 sen(z + y))/2m; ao invés disso usaremos o método da rejeigao.

Para podermos gerar os valores, é importante conhecer o minimo e o méximo
da funcdo em que usaremos o método da rejeicao:

1+ sen(z +y)

o € [0,0.35]

gY|X(‘T7 y) =

O algoritmo para geracdo de cada par (z,y) é mostrado a seguir.

gere X em [0,27]
repita:
gere Y em [0,27]
gere W em [0,0.35]
1+ sen(z +y)

2m
retorne (z,y)

se W<

Dez mil pontos obtidos em simulacao sao mostrados a seguir. Fica bastante
clara a relagdo deste grafico com o da fungdo de densidade.
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7.4 Meétodos Especificos

Para algumas distribuigées os métodos da inversdo e da rejeicio podem nao
ser aplicdveis, ou podem ser ineficientes, e nesses casos pode-se tentar explorar
especificidades da distribuicao. Esta se¢ao tem o propdésito de ilustrar duas situ-
acoes desse tipo, apresentando algoritmos para simulagao de duas distribuigoes
relevantes.

7.4.1 Poisson

Para aplicar o método da inversdo em distribui¢cdes de Poisson, é necessario
calcular a inversa da fungdo acumulada de massa,

LIgY
F(k)y=e™> 5
i=0

Como a expressao contém um fatorial, havera dificuldade no cédlculo da inversa.

Se observarmos que os tempos entre eventos em um processo de Poisson
tem distribuicao exponencial, obteremos um método para gerar distribuicoes de
Poisson.

Geramos valores usando uma varidvel exponencial com pardmetro A, até
que a soma exceda um. Se tomarmos sempre a menor quantidade de variaveis
exponenciais somadas com soma menor ou igual a um, a distribuicdo sera de
Poisson.

soma <+ 0

n +— 0

enquanto soma < 1:
gere ex com distribuigio exponencial e pardmetro A
soma < s + ex
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n < n + 1
retorne n

Ou seja, tomamos o menor n tal que

zn:Ej > 1,
J

onde cada FE; é uma varidvel com distribui¢do exponencial. Mas isto implica
no calculo de varios logaritmos — o que pode tornar o método lento. Usamos
uma propriedade bésica de logaritmos para reformular o método: como log(a)+

log(b) = log(ab),

ji:f%'> 1
J
> log(U;) > =X
J
log H Uj | >-=A
J
II[G:>€_&
J
Queremos portanto o menor n tal que
H Uj > 67>\.
J

E o método agora usa somente multiplicacdes, que sdo usualmente feitas
mais rapidamente que calculo de logaritmos.

prod <+ 1

n +0

enquanto prod <e
gere u com distribuig&o uniforme em [0,]1]
prod < prod * u
n< n+1

retorne n

Este método é eficiente quando A é pequeno; para valores maiores de A ha
métodos melhores.
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7.4.2 Normal: Box-Miiller

A geracdo de nimeros com distribuicdo normal usando o método da rejeigao
pode ser ineficiente, e o0 método Box-Miiller é usualmente aplicado como alter-
nativa mais rapida|

Teorema 7.4.1. Sejam U; e Us varidveis aleatérias com distribui¢do uniforme.
Defina

X = +/—2log(Uy) cos(27Us),
Y = /—2log(U;) sen(27Us).

Entao as duas variaveis, X e Y, tem distribuigdo normal e sdo independentes.

Demonstracio. Sejam X e Y duas varidveis independentes com distribuicao
normal padrdo. Como sdo independentes, a fun¢do de densidade conjunta das
duas é

f(z,y) = fx (@) fy(v)

S OF

A seguir interpretaremos X e Y como coordenadas no plano: ambas sao esco-
lhidas com distribui¢ao normal padrao.

Definimos agora duas outras varidveis independentes, que podem também
gerar pontos no plano, mas desta vez usando coordenadas polares:

O ~U(0,m)
R? ~ Exp(1/2)

A varidvel © determina o 4ngulo, e R? determina o quadrado do raio. Definimos
© entre 0 e 7, e ndo entre 0 e 27. Isso porque R? é o quadrado do raio, e estamos
portanto admitindo raios negativos — isso é ilustrado na figura a seguir.

IH4 variantes mais eficientes do método de Box-Miiller, mas o detalhamento delas foge do
nosso propésito.
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(@,7)

emax ’ 0

(9’ —’I“)

Como © e R? sido independentes, a distribuicio conjunta delas é

[TQ}
1 1 |9
fR2,@ = <> 56

Aogra estabeleceremos uma relagdo entre os dois pares de varidveis, (X,Y)

e (R,0).

Como z2 + y? = 72, as distribuicdes conjuntas de X,Y e O, R? sdo iguais.
Isso significa que podemos gerar pares O, R e transforma-los em X,Y .

Sabemos que podemos gerar uma distribui¢do exponencial usando a uni-
forme, portanto se U é uma variavel uniforme no intervalo [0, 1], entdo

—log(U)
1/2

R ~ /—2log(U).

Assim, podemos descrever X e Y a partir de duas outras varidveis aleatorias,
R (o raio) e O (o angulo). Mas como determinamos r como somente a raiz
positiva de —2log(U), passamos a ter raios somente positivos. Assim, mudamos
© para uniforme em [0, 27]. Isso ndo muda a distribuigdo dos pontos, porque

R? ~
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continuamos com angulo uniforme (e como a distribui¢ao dos pontos ndo muda,
a de suas coordenadas também nao mudard).
Escrevemos as coordenadas cartesianas X e Y em fungdo de R e O:

X = Rcos(0),
Y = Rsen(0).

Finalmente, reescrevemos R e © usando Uy e Us:

X = +v/—2log(U) cos(2nUs),

Y = /—2log(U;) sen(27Us).

As varidveis X e Y sdo independentes com distribuigdo N(0, 1), conforme de-

terminamos no inicio da demonstracao. |
Exercicios
Ex. 152 — Se usarmos o método da rejeicao para obter pontos uniformemente

distribuidos em uma circunferéncia, circunscrevendo-a em um quadrado (como
fizemos com o tridngulo no exemplo), qual serd a probabilidade de obtermos
i) um ponto dentro da circunferéncia ap6s 3 tentativas?

ii) um ponto dentro da circunferéncia apds k tentativas?

Ex. 153 — Crie um gerador para distribui¢do do seno, descrita na Sec¢ao
implemente-o e use seu simulador para verificar os valores calculados naquela
secao.

Ex. 154 — Um evento a ser simulado deve ocorrer de acordo com uma varidvel
aleatéria X com funcdo de densidade de probabilidade proporcional a x°, e com
X €[0,1]. Assim,

|4
flx) = ka®.
Mostre como usar o método da inversdo para simular a variavel.
Ex. 155 — Mostre como simular uma variavel aleatéria com distribuicao ge-
ométrica.
Ex. 156 — Seja X uma variavel aleatéria tendo distribui¢do exponencial com

pardmetro . Prove que | X | tem distribuicdo geométrica.

Ex. 157 — Mostre como simular uma varidvel aleatéria com distribuicao de
Cauchy.

Ex. 158 — Uma variavel aleatoria continua X tem funcdo de densidade de
probabilidade

kE(14+z) xe(-1,0)
flx)=qk(l—2) x€(0,1)
0 x & (—1,1).
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Determine k, mostre a funcéo de densidade acumulada, e mostre como simular
X.

Ex. 159 — Uma variavel X tem distribui¢do triangular, sendo que X pode

assumir valores entre 2 e 6, e 0 maximo da fun¢ao de densidade se d4 em = = 3.
T T T

o [

X

Mostre como simular X usando o método da inversdo e o da rejeigao

Ex. 160 — Mostre como simular o experimento da agulha de Buffon. Imple-
mente sua simulacao e verifique as frequéncias no seu experimento, comparando
com os valores obtidos no estudo teorico.

Ex. 161 — Mostre como gerar uma distribuicao exponencial com média A > 0
truncada em um intervalo [a, b], a partir de uma varidvel aleatéria U uniforme-
mente distribuida em (0, 1).

Ex. 162 — No Exemplo modelamos a funcao de densidade de probabili-
dade de uma distribui¢do como f(x) = asen(bx). Porque é necessirio usar duas
constantes, a e b7 N&o seria possivel usar somente uma delas?

Ex. 163 — Construa um experimento para aproximar o valor de 7 a partir
de uma simulagao.

Ex. 164 — Mostre como simular as distribui¢ées bivariadas com fungoes de
densidade

L flz,y) = ae™""2,
2. f(x,y) = asen(z)e Y.
Nos dois casos, z,y € [0, 1].

Ex. 165 — No Exemplo tentamos varias vezes obter um ponto abaixo
da curva f(z). Qual é a probabilidade de sucesso em cada tentantiva? Qual é a
esperanca para a quantidade de tentativas até que um ponto seja obtido?

Ex. 166 — No Exemplo a distribuicdo marginal de X é uniforme. No
entanto, o grafico da funcdo de densidade e o grafico com os pontos simulados
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mostram regides de densidade muito diferentes. Explique.

Ex. 167 — Seja
f(z,y,2) = asen(z)ye™*
uma funcdo conjunta de densidade de probabilidade para varidveis X, Y e Z.
1. Determine a.

2. Mostre como simular as variaveis X, Y e Z.

Ex. 168 — Planeje e execute um experimento que simule o problema de Monty
Hall, descrito na Secao [2.4

Ex. 169 — Simule o protocolo ALOHA, descrito na Secad3.7.3] (pégina [77),
e confirme experimentalmente o resultado obtido naquela Secao.

Ex. 170 — Complemente o Exercicio[168|simulando os experimentos descritos
no Exercicio [41] (na pégina [52)).

Ex. 171 — Sejam A e B duas varidveis independentes com distribui¢ao N (0, 1).
Prove que A+ B é independente de A — B, e que tanto A+ B como A — B tem
distribuigao N(0, 2).

Ex. 172 — Mostre como simular uma variavel aleatéria com distribuicao nor-
mal a partir de varis outras com distribui¢ao uniforme, sem usar logaritmos ou
fungdes trigonométricas.
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Apéndice A

Funcao de distribuicao da
normal padrao

A tabela neste Apéndice traz valores da funcao de distribuigao para N(0,1),

x 1 —y2
O(z) = / ez dy.

o V2T
04| Pr[Z <0.5] |
02| a
0="25 0 )

Para obter Pr[Z < k], sendo k a soma dos indices de linha e coluna. Por
exemplo, o valor de Pr[Z < 1.83] estd na linha 1.8 e coluna 0.03, porque 1.83 =
1.8 4+ 0.03, portanto Pr[Z < 1.83] = 0.9664.
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0.9767
0.9817
0.9857
0.9890
0.9916
0.9936
0.9952
0.9964
0.9974
0.9981
0.9986
0.9990




Apéndice B

Dicas e Respostas

Resp. (Ex. 1) — Nao! A seguir hd um contraexemplo: sejam

0 =1{1,2,3,4,5},

A={1,2},
B = {3,4}.
Claramente,
ANB=0.
No entanto,
ANB={1,2}N{3,4}
={3,4,5} n{1,2,5}
= {5}.
Resp. (Ex. 5) — 1. 3/1000.
2. (1/1000)%.
3. 7/8.
4. 19/27.
Resp. (Ex. 6) — Nao! As respostas do exercicio mostram isso: Pr[k = 0] #

Pr[k = 1], por exemplo.

Resp. (Ex. 7) — (1) 5/8.  (2) 65/81.

229
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Resp. (Ex. 8) — 7/9

Resp. (Ex. 9) — 1. Ha (220) possibilidades de escolha de dois produtos.

18

Mas como dois deles tem defetios, ha (2

) escolhas de produtos sem

defeitos. Assim, a probabilidade é

(5)

()

. Pede-se a probabilidade de “pelo menos um” com defeito — o que é a

negacdo de “nenhum deles com defeito”. Assim, o probabilidade buscada

@)

. S6 ha uma possibilidade: a de escolhermos exatamente os dois com de-

feito. Assim, a probabilidade é

Resp. (Ex. 10) — Sao oito torres que ndo podem compartilhar linha ecoluna;
o tabuleiro tem tamanho 8 x 8. Suponha que as torres sejam postas uma por
vez, comecando pela primeira linha e continuando linha por linha. A primeira
torre pode ser posta em qualquer coluna, logo ha oito possibilidades para sua
posicdo. A segunda pode ser posta em sete posi¢oes, porque nao pode ocupar
a mesma coluna que a primeira. Prosseguindo desta forma, h4 8 -7-6---1 = 8!
possiveis configuragoes onde as torres ndo se atacam. O espaco amostral contém
todas as possiveis configuracoes de oito torres, atacando-se ou nao — ou seja,
todas as combinagoes de oito posicoes das 64 possiveis,

- (2

Assim,
8!
(%)
Resp. (Ex. 12) — 1. Ha 2'28 chaves possiveis, logo a probabilidade é

2171287 ou 2_128.
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2. Quando a chave tem n bits, hd 2" chaves, e a probabilidade de um ataque
com sucesso é 1/2™, logo

fn) = 5
Resp. (Ex. 15) —
(i)
(&)

Resp. (Ex. 16) —

Resp. (Ex. 17) — Os digitos menos significativos de 3* e 7% repetem o padrao
3,9,7,1:

k|3 7k

1 7

2 49
327 343
481 2401
51243 16807
6| 729 117649
7| 2187 823543
8 | 6561 5764801

Como 4 divide 100, qualquer um dos quatro é tao provavel quanto os outros
quando selecionamos a e b.
Ha, portanto, 16 pares possiveis — e equiprovaveis:

3,3) (9,3) (7,3) (1,3)
3,9 (9,9 (7,9 (1,9)
3,7 (9,7 (7,7 (1,7
(3,1) (9,1) (7,1) (1,1)

Somente 3 delas tem soma terminando em oito: (7,1),(1,7),(9,9). Assim, a
probabilidade buscada é
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Resp. (Ex. 18) — 1. O ponto deve estar dentro da cicunferéncia com raio
r/2.

Assim, se X é o evento em que o ponto fica dentro da circunferencia
menor (distante a menos de /2 do centro), entdo

2
x(z
Pr[X] = ﬂ(_;)
r2 1
222
1

=7

2. 1/8.

Resp. (Ex. 21) — Aproximadamente 0.9375

Resp. (Ex. 22) — 7/6.

Resp. (Ex. 23) — ~ 0.52

Resp. (Ex. 25) —
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3 2 3
Pr[A>B]Pr{O;>aa}

3
=P - .
r {04 > 4}
Mas como « é escolhido no intervalo [0, 1], a probabilidade de « ser maior que
3/4 6

Pr[A > B] = Prla > 3/4] = —.

=

P[00 N\
N

Resp. (Ex. 26) — (Dica apenas) Comece observando que Pr(B|A) = P;S:EQ?).
Isole Pr(A N B), e continue.

Resp. (Ex. 28) — Segunda dica: divida o intervalo em n parti¢oes e calcule
a probabilidade usando um ponto de cada particdo. Depois verifique o que
acontece quando n — oo.

Resp. (Ex. 30) — 1. 1/2
2. 3/8
3. 0
4. 1/4
5. 1/8
Resp. (Ex. 31) — 1. 3/8.
2. 1/3.
3. Bayes.
Resp. (Ex. 32) — Damos nomes aos eventos:

e B: recebe bolsa-auxilio;

o [/: vem de outro estado.
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O enunciado nos deu

Pr(B) =04
Pr(E|B) = 0.1.

Basta usarmos a definicdo de probabilidade condicional:

_ Pr(EnN B)
Pr(E|B) = 58]
Pr(E|B)Pr(B) = Pr(E N B),
portanto
Pr(ENB) = (0.1)(0.4) = 0.04.

Resp. (Ex. 33) — Q = {AAA, AAO, AOA, AOO,0AA,0A0,00A,000},
logo |©2] = 8.

e No minimo uma cara, X; = Q — {000}, e Pr[X;] = 7/8.
e No minimo duas caras, Xo = {AAO0, AOA,OAA, AAA}, e Pr[Xs] =1/2.
e X1 N Xy = Xo.

Pela definicao de probabilidade condicional,

PI‘[Xl n Xg]

PI‘[X2|X1] = Per

Resp. (Ex. 34) — Obviamente, Pr(A4) = Pr(B) = 1/2. Calcule Prlcereja N
uva|A], Pr[cereja Nuva|B], e use o Teorema de Bayes.

Resp. (Ex. 35) — Sejam B; e By as duas bolas selecionadas. E simples obter
Pr[By = b|B; = v], mas o exercicio pede Pr[B; = v|By = b]. Tipica aplicagdo
do Teorema de Bayes.

Resp. (Ex. 39) — O espago amostral poderia ser Q = {+, —} x {4, —}, com-
posto portanto de pares ordenados. Ouseja, Q = {(—, —), (—, +), (+,—), (+,+)},
onde cada resultado tem o significado como descrito a seguir.

o (—, —) paciente sem tumor, resultado negativo;
e (—,+) paciente sem tumor, resultado positivo (falso positivo);

« (+, —) paciente com tumor, resultado negativo (falso negativo);
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¢ (+,+) paciente com tumor, resultado positivo.

Os resultados, no entanto, ndo sdo equiprovaveis (as probabilidades foram dadas
no texto do exemplo).

Resp. (Ex. 40) — 1. Pr(4|B) =0 <Pr(4).
2. Pr(A|B) = P45 = Pr(A)/ Pr(B) > Pr(A), porque 0 < Pr(B) < 1.
3. Pr(A|B) = PR457) = Pr(B)/ Pr(B) = 1 > Pr(A).

Resp. (Ex. 42) — E simples, var(X) = E[X?] — E[X]?, e var(X) > 0. A
igualdade ocorre quando var(X) = 0.

Resp. (Ex. 45) —

Resp. (Ex. 49) — =~ 0.0158.

Resp. (Ex. 50) — 5 e /20 ~ 4.4721.

Resp. (Ex. 51) —

1—Pr[D < 3]

- 23: <4OO> (0.05)7(0.95)100—4

J=0

Resp. (Ex. 52) — (1000)(10/12)(2/12)%%°.

Resp. (Ex. 54) — Presuma Poisson. A média de erros por duas pdginas é 6,
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logo a probabilidade de duas paginas sem erros é dada por

etk e=%6°
Kol
= ¢ %~ 0.0024787.

Resp. (Ex. 55) — ~ 0.2238

Resp. (Ex. 58) — 1. O ntmero de acertos segue distribui¢do binomial.
A esperanca é

6
E[X] = np = 20— = 12.
[X]=np 0

A quantidade de pontos é X —10. A quantidade que pagamos é 100 vezes
o nuimero de pontos, logo 100(X — 10). Como a esperanca ¢ linear,

E[100(X — 10)] = 100(E[X] — 10)
=100 (12 — 10)
= 200.

2. Novamente, binomial!

20

Pr[k = 0] = <0

)(0.4)20(0.6)0 = (0.4)%,

algo préximo de 1078,

3. Soma de geométricas.

20

> Prlk=j]= > (0.4)(0.6)°7

j=10 =10

4. Binomial,

Prlk = 10] = Gg) (0.4)'°(0.6)1°

5. Binomial.

Pr(k > 10] = Y Prlk = j]

j=11

- (?1)) i(o.@j (0.6)%07.

j=11



Resp. (Ex. 59) — Em cada rodada,

pa = Pr[A obtém soma = 6]

ga = Pr[A obtém soma # 6] = 36

pp = Pr[A obtém soma = 7]

5

~ 36

31

6

~ 36

g = Pr[A obtém soma # 7] = 36

30
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E a probabilidade de nem A nem B ganharem é gagg. A de A ganhar é py.

Assim, a probabilidade de A vencer ezatamente na n-ésima rodada é

(qaqB)"Pa

(uma geométrica).

A probabilidade de A vencer em qualquer em qualquer rodada é a soma, para

todo n, da probabilidade de vencer na n-ésimas:

oo
Pr[A ganhar | = Z qAaBPA
n=0

oo

=pa Y _(qaqp)"

n=0

1
)
1—qaqB

_ . pa
1—qaqB

Resp. (Ex. 60) — 1. —log(3/10) =~ 1.2039.
2. Pr[X > 2] =1 - Pr[X < 2] ~ 0.4213.

Resp. (Ex. 61) — A média é A, e o enunciado d& Pr[X

_ AOS'_A _ 6_k7

Pr[X = 0]

(porque qaqp < 1)
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logo
e =0.15
LB
100
2
20_ .,
3

20
log (=) = A
#(5)
log(6.6666) = A
1.8971 ~ \.

Mas esta é a média por amostra de 10ml, logo a média por ml deve ser aproxi-
madamente 0.18971.

Resp. (Ex. 64) — 1.

1 1

en e—1’
n=1

que estd no intervalo [0, 1], portanto basta definir

1
e—1

Pr(0)=1-

Resp. (Ex. 65) — 1.
2.
3.
(2
il
i=o N
Resp. (Ex. 66) — 1. Se a varidvel A, que contabiliza a quantidade de
amendoins, seguisse Poisson,
1
PriA=0l=e " ——.
A=0]=e 22026.46
2. 6,—10
10%e™
Pr[A = 6] = ; ~ 0.06,

nao tao pequena. No entanto, como depois de um milhao de barras nao
houve sequer uma com menos de sete amendoins, o modelo usado (distri-
buigdo de Poisson) nao parece adequado. Serd mais ttil, provavelmente,
modelar essa quantidade como seguindo distribui¢ao normal.



Resp. (Ex. 67) — A demonstracgdo é quase a mesma do Teorema m
Resp. (Ex. 68) — Por inducao.

Resp. (Ex. 69) —

Resp. (Ex. 70) — A integral da funcdo deve ser um. Verificamos:

1 1 1
/0 f(x)dx :/0 — O] x)dx
_arcsen(2x — 1) |1
==
arcsen(l)  arcsen(—1)

_ (1/2) = (=7/2)

™

[
e IE

Resp. (Ex. T1) — k=1, f(x) = \/z2/222.
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Resp. (Ex. 73) — F(z) = cos(z). Derive, f(z) = sen(x). A integral deve ser

igual a um,
b
/ sen(x)dx = 1.

Isso acontece quando

b= (4k + 4),

a= (4k+;>7r,

Resp. (Ex. 75) — f(z) ndo é funcio de densidade!

! 3
/ 3rdr = - # 1.
O 2

com k € Z.
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Resp. (Ex. 76) — 1. 1/2
2. 1/3
3. 1/5
Resp. (Ex. 78) — 1. Usando
X —
7-=—K
o

749 — 759 780 — 759
Pr(749 < C < 780] = Pr [ <Z< ]

20 20
=Pr [—; <Z< 3(1)]

= Pr[-0.5 < Z < 1.05]

= Pr[Z < 1.05] — Pr[Z < —0.5]

= Pr[Z < 1.05] — (1 — Pr[Z < 0.5])
=0.8531 — (1 — 0.6915)

= 0.8531 — 0.3085

= 0.5446.

Resp. (Ex. 79) — (Dica apenas) O exercicio dd Pr[T > 4] =0.02, 0 = 0.3, e
pede p.

Resp. (Ex. 80) — Se Pr[3 < X < 3.8] = 0.3289, entéo
Pr[X < 3.8] = 0.8289. (porque?)
Da tabela de valores de ®, temos
$(0.95) = 0.8289.

Queremos, portanto, que a variavel X, quando transformada em normal padrao,
seja tal que
Pr[Z < 0.95] = 0.8289.

Ou seja,

g

Pr [X i 3} = 0.8289
g

3.8—-3

Pr {Z < } = (0.8289.
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Mas como ®(0.95) = 0.8289, isso implica que

3.8—-3 095
__ o8
0.9
= 0.8421.
Resp. (Ex. 82) — 1. a integral na reta é (20/7) ", diferente de 1.

2. K é o inverso do valor da integral calculada no item (i):
K =207

3. média

Ou, pode-se argumentar que, como a fungdo é nao-negativa e simétrica
ao redor da média, ao elevi-la ao quadrado tanto f(u+ 2z) como f(u—z),
que eram iguais, continuardo a ter o mesmo valor, f(u+2)? = f(u—z)>2.
Como os valores da densidade ao redor da média continuam simétricos,

a média continua a mesma.

4. variancia

var[X] = E[X?] — E[X]?

|
8
[\
~
~—
3
U
8
I
=
[\V)

5. a média permanece p. a varidncia serd o?/q.

6. ndo! (sabendo quais sdo média e varidncia, analise o expoente de e em f
— néo é normal)

Resp. (Ex. 83) — fj;: f(z)dzx deve ser um. Como as raizes sdo

—/H=De e
2

+/—4(—4)c +£
2

B 4(—d)c

ey T

py — TV A
2
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entao

Igualamos

As outras duas raizes de ¢ = 2 ndo sdo reais, uma vez que uma equacio cibica
4 )

ax3 + bz 4+ cxr+d=0, com b= c=0, tem uma tnica raiz real.

Resp. (Ex. 84) — Sim, porque [~ f(z)=1.
A esperanca ¢ [° xf(z) = 2.

Resp. (Ex. 85) — 1. Primeiro observamos que, ao escolher um ponto na
esfera, os outros pontos do cubo ficam determinados. O experimento,
portanto, consiste em escolher um vértice na superficie da esfera, de
maneira equiprovavel.

Suponha entdao que X1, Xo, ..., Xg sdo varidveis aleatérias que determi-
nam quando um vértice estd em parte pintada:

X; =

1 4-ésimo vértice em parte ndo pintada
0 -ésimo vértice em parte pintada

A esperanca de cada X; é
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Como a esperancga é 7.2, entdo existe um ponto p tal que Z§:1 Xi(p) >
7.2. Mas a soma dos X; é inteira, logo existe um ponto p na esfera tal
que X;(p) > 8.

Resp. (Ex. 86) —
Pr[60 < D < 120] = Pr[D < 120] — Pr[D < 60]

_ (1 _ 67120/90) _ (1 _ 6760/90)
= (1= ) = (1=

— o=2/3 _ o—4/3
~ 0.513 — 0.263
~ 0.250.

Resp. (Ex. 87) — Primeiro,
1
A= 1 falhas/ano.

7/10 das ldmpadas deve continuar funcionando, logo a probabilidade de lampa-
das continuarem funcionando deve ser de 7/10.

7

Pr(T > t| = —
T>1=15
ot/
10

LA

1~ %\ 10
7

t = —dlog [ —

t ~ 1.427 anos.

Resp. (Ex. 89) — A\ = 1/24. Use a propriedade “sem memoéria” da exponen-
cial.
Pr[T > 36|T > 24] ~ 0.6065.

Resp. (Ex. 90) — 1.
Pr[T < 10] =1 — e 19/20 = 1 — ¢1/2 % (.395.
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2.
Pr[T <t] =0.5

1—e ¥ =05

e 20 =05

t = —20log (;)

~ 13.86 dias.

Resp. (Ex. 92) — Um ponto de partida é
E[X?) = / e M dx.
0

Integre duas vezes por partes, obtendo

Depois, sabendo que E[X]? = 4, use var(X) = E[X?] — E[X]?.

Resp. (Ex. 94) — Se A tem distribuigdo exponencial, sua fungdo de densi-
dade é
Xe M x> 0.

A fungao de densidade acumulada de R é

G(r) =Pr[R <r]
= Pr[A < 771?)

—1— e—Am"z.

Assim,

Resp. (Ex. 96) — Veja o Exemplo



245

Resp. (Ex. 97) — Nao é pequenal

1
A=
100000

Pr[T" < 1000000] = 1 — ¢~ 100000/100000
=1—¢!

~ 0.6321.

Resp. (Ex. 98) — 1. 0.1587
2. 0.0228
3. 0.0013

Resp. (Ex. 99) — 0.1056
Resp. (Ex. 101) — 28.86

Resp. (Ex. 102) — E o0 mesmo que determinar

Pr[-3 < X < 3] ~ (0.33) — ®(—0.66)
~ 0.6293 — (1 — ¢(0.66))
~ 0.6293 — (1 — 0.7454)
~ 0.3747.

Resp. (Ex. 103) — Se X ~ N(8,9), entdo (X —8)/3 ~ N(0,1).

<
3 3

()

Pr[X>k}:1—<I>(k;8).

Pr[X<k]:Pr[X_8 k_g}

Consequentemente,

O enunciado pede Pr[X < k] = 4Pr[X > k]. Fazemos u = Pr[X < kJ, e
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1 —u="Pr[X > k]. Entéo

u=4(1—u)
u=4—4u
Su =4
4

U= -.
5

A resposta é tal que
4
Pr[X<l<;]=u=5=0.8.

Como ©(0.84) ~~ 0.7995 ¢ o mais préximo que temos de 0.8, entdo determinamos
que

k-8
—— ~0.84
3

k— 8~ 3(0.84)
k ~ 10.52.

Verifique:

Pr[X < 10.52] ~ 0.7995
Pr[X > 10.52] = 0.2005.

Temos 4(0.2005) = 0.8020, com erro de 0.0025, devido ao uso da tabela de ® ao
invés de valores exatos — o que é razoavel.

Resp. (Ex. 104) — Mude para coordenadas polares e mostre que

5),)
/ e 2 dx = 2.

— 00

Resp. (Ex. 106) —
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Resp. (Ex. 109) — 1. Definimos duas varidveis aleatérias,
e X = quantidade de bolas vermelhas;
e Y = quantidade de bolas brancas.

A seguir calculamos cada uma das probabilidades p(z,y) = Pr[X =
x,Y = y]. Como exemplo, para o caso de uma bola branca e uma
vermelha, temos

e uma dentre 4 brancas,

e uma dentre 3 vermelhas,

(GG

possibilidades para estas trés bolas, que dividimos pelo tamanho do es-

paco amostral,
12
o= ():

possibilidades de escolher 3 bolas dentre 12.

e uma dentre 5 verdes,

logo ha

oo~ () -2
- (O ()-8
- () (E)- 3 -3
- (E)()- 5 -3
ritn = (0)(1) 6)/(5) = 2=
-0 -5
r0= (,)(1)/(5) = 2
- () (E)- 53
mso-(() 5

A tabela a seguir mostra p(z,y). A tdltima linha contém a soma das
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colunas.

Y (BRANCAS)
0 1 2 3
ol 0 40 30 4
? 220 220 220 220
S 60 18
§ 220 220 220
S,
2 %1220 220
e
slL 0 0 o
220
112 48 4
5 56 8 4

220 220 220 220

2. A soma da coluna onde Y =2 é

30 18 48

220 7220 ~ 220

igual a Pr[Y = 2] — verificamos que Pr[Y = 2|, a possibilidade de obter

duas bolas brancas, é, realmente

w %
¥
NN
B8}
Prly =2] = <2 (12) :
3
_(6)(©)
220
48
2207

Resp. (Ex. 110) —

(4 brancas, 8 outras)
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Iguale a um,

4
a
4
a* =4
a=+V?2,
Como o exercicio pede o intervalo [0, a], entedemos que a > 0, logo
a=2.

Evidentemente, f(z,y) também seria funcdo de densidade se o intervalo usado

fosse [—\/?, 0].

Resp. (Ex. 111) — b deve ser positivo, entdo queremos

/ / alog(b

(gs? — qr?)log(q?) — 2qs® + 2qr?
4
(qs2 — qr2) log(q2) —2¢s> +2gr* —4=0

=1

f é fungéo de densidade em todos os pares de intervalos, [0,¢| para B e [r, s]
para A, satisfazendo esta condigao.

Resp. (Ex. 113) — (1) 2/log(2). (2) Sim, porque F,(z) = 2%, Fy(y) =
log(y +1).10g(2), e Fxy = Fx(2)Fy (y). (3) fo(x) = 225 f,(y) = /[ (2)(y
D). (4) B[X] = 2/3, B[Y] = (1 - log(2))/ log(2). p% = 1/18. (5)

_ 2log(21og®(2)) — 4log(log(2)) + 3log?(2) — 4log(2)

210g>(2)
(6) Sim, porque sdo independentes. Ainda assim, pode-se confirmar: E[XY] =
2(1 —log(2))/210g(2), logo
cov(X,Y) = E[XY] — E[X][Y]

= 2(1 - log(2))/21og(2) — <§) (11022252))

=0,

portanto a correlacdo também é zero.

Resp. (Ex. 115) — (1) ¢=3,k=¢*
(2) Obtenha as marginais, e verifique que fa(a)fp(b) = fap(ab), logo A e B
sdo independentes. J4 X e Y nao sao.
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Resp. (Ex. 116) — fz(z) = (1 +2)7?

Resp. (Ex. 118) — (a)

E[A] =1/12
E[0O] =1
E[A%] =1/63
E[I*] =4/3
E[AO] =2/15
cov(A,0) =1/20 =0.05
1
PA f\ﬁ
1
PO /3
PA,O = @ ~ 0.9165
Resp. (Ex. 119) — (1) 60. (2) 15.
Resp. (Ex. 120) —
f(z)=Xe ™
g(y) = e
Flz)=1—e
Gly)=1—e"

Fixe um tempo t.
Pr[A <t,B>t]=F(t)(1 - G(t)).

Portanto, para todo t possivel,

Pr[A < B] = /oo Ft)(1 - G(t))dt
0

B A
ZESY)

Resp. (Ex. 122) — Na segunda figura do exemplo hé um tridngulo retangulo.
A variavel aleatéria T representa o angulo 6. Se usarmos o outro dngulo nao-reto,
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trocaremos cos por sen, mas o problema permanece o mesmo — a distribuicdo
dos dois angulos é a mesma, e o angulo é independente da distancia.

Resp. (Ex. 125) — (Dica) A distribuigdo é A + B ~ binomial(m + n, p).

Resp. (Ex. 126) —

onde b é o total de sucessos.

Resp. (Ex. 129) — Zero.

Resp. (Ex. 131) — /p.

Resp. (Ex. 135) — var(X) — 2cov(X,Y) + var(Y). Por isso, se X e Y sdo
independentes, var(X +Y) = var(X —Y).

Resp. (Ex. 136) — Use a desigualdade de Markov, Pr[X > kn] < E[X]/kn.

Resp. (Ex. 137) — Veja que Pr[X < z] =Pr[k — R < —z].

Resp. (Ex. 138) — Como a distribuicao é (0, 10), entéo

w=>5
25

2 _

ot =3

Pela desigualdade de Chebychev,

25

BE ~ 0.52.

Pr{|X — 5| > 4] <

O valor exato é

Pr[|X — 5| > 4] = Pr[X < 1] + Pr[X > 9]
=0.1+0.1
=02

De fato, 0.2 < 0.52.
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Resp. (Ex. 139) — Chebychev.

Resp. (Ex. 141) — Use o Teorema Central do Limite

X — —
Pr[C < 9800] ~ Pr { nj 9800 — np }

ovn < avn

_pr [Z - 9800 — nu}
15v/49

= P1[Z < —2.33]

~ 0.0099,

e conclua que é muito pouco provavel que o caminhao possa passar pela barreira!

Resp. (Ex. 143) — 1.

2. exige saber os valores mdximo e minimo da fungdo (« e B).

Resp. (Ex. 145) — O limite é 1/2. Para comegar, imagine uma sequéncia
de variaveis aleatérias X1, Xo, ..., todas com distribuicdo de Poisson, e tendo a
mesma média. No entanto, serd necessario fixar a média em um para prosseguir.

Resp. (Ex. 146) — A &rea de um semi-circulo é (7r?)/2. Calcule a 4rea do
semi-circulo que fica nos quadrantes um e dois, de raio um e centrado na origem.

A borda é dada por
y(x) =1 — a2,

logo sua area é
+1
V1—22d.
-1

Basta estimar o valor desta integral, usando o método de Monte Carlo discutido
no texto, e multiplicar por dois.

Resp. (Ex. 148) — a = 0.01, logo /2 = 0.005.
1 — &(2.58) = 0.005.
A quantidade pedida é

(2.58)2
4(0.01)2
= 16641.

n >
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Resp. (Ex. 151) —

e n teria que ser determinado em funcao de A.
H&4 métodos para encontrar algum n para este caso, mas nao é pela simples
aplicacao do Teorema [6.4.8

Resp. (Ex. 154) — Primeiro determine k, fol kx®dx = 1, obtendo k& = 6.
Depois calcule a funcéo de densidade acumulada,

F(x) = 2°.

Pelo método da inversao, se U tem distribuicdo uniforme, entdo X pode ser
simulada usando
X =VU.

Resp. (Ex. 155) — Se u é gerado com distribuigdo uniforme em [0, 1], entéo
Q_LI%W)J
log(1 - p)

tem distribuigdo geométrica com pardmetro p. (Método da inversdo)

Resp. (Ex. 156) — Comece calculando Pr[k — 1 < X < kJ.

Resp. (Ex. 157) — A fungdo cumulativa de densidade da distribuigdo de Cau-
chy é F(z) =1/2 + arctan(x) /7, facilmente invertivel.

Resp. (Ex. 159) — Primeiro verifique que a drea deve ser um, e portanto
determine f(3) = 0.5. Para o método da inversdo, a funcdo de densidade acu-
mulada é simples e facilmente invertida. Para o método da rejeicao, basta gerar
pontos no retangulo (2,0) — (6,0) — (6,0.5) — (2,0.5) e rejeitar aqueles fora do
triangulo.

Resp. (Ex. 163) — Simula X e Y, ambas uniformes em [0,1]. Quando o
ponto (z,y) estiver dentro do setor circular da circunferéncia unitaria que fica
no primeiro quadrante, aumente a contegem de pontos internos.
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0o 1
Como a area do setor circular é (772)/4, a probabilidade de um ponto ser esco-

lhido dentro dele é ) )
area do setor circular

area do quadrado
ou seja,
2
4
Pr(ponto interno) = M

1 (r=1)

Mas a probabilidade de um ponto ficar dentro do setor circular pode ser apro-

ximada por
pontos internos

total de pontos’

portanto, ao final do experimento basta calcular

4da
TR —,

n

onde a é a quantidade de pontos internos e n é a quantidade total de pontos.

Resp. (Ex. 165) — (i) Area abaixo da curva (um) dividida pela 4rea onde os
pontos séo obtidos (largura 2, altura 0.75, drea 1.5). A probabilidade é 2/3. (ii)
O exercicio pede a esperanga de uma distribui¢do geométrica com pardmetro
2/3; a resposta é portanto 3/2 = 1.5 tentativas em média.

Resp. (Ex. 171) — Dica: use a transformagio Box-Miiller (que nao é util
apenas em simulagdes, como podemos ver!)

X +Y = Rcos(2nU) + Rsen(2nU) = V2R sen(2nU + 7/4)
X —Y = Rcos(2nU) — Rsen(2nU) = V2R cos(2nU + 7/4)

(A raiz de dois tem influéncia na variincia)

Resp. (Ex. 172) — Use o Teorema Central do Limite.



Ficha Técnica

Este texto foi produzido inteiramente em IATEX em sistema Debian GNU/Linux.
Os diagramas foram criados sem editor grafico, usando diretamente o pacote
TikZ, incluindo as imagens de varidveis simuladas no Capitulo |7} que foram
construidas inteiramente em TikZ. A exce¢do é um tunico grafico, que usa o
método da rejeicdo e lé uma tabela criada por programa externo, escrito em
Scheme (a implementacao STklos foi usada). O ambiente Emacs foi usado para
edicao do texto INTEX.

255
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