Algebra Linear - Prova I

Critérios para avaliacao: Clareza, corretude, rigor, e concisao (i) A redacédo das respostas
deve ser clara. (ii) Todo o raciocinio desenvolvido na resposta deve estar correto. (iii) O nivel de
rigor nas respostas deve ser préximo ao usado nas notas de aula. (iv) As respostas nao devem ser
mais longas que onecessario.

Ex. 1 — Explique o que é a dimensao de um espaco vetorial, e diga qual é a relacdo da dimensao de
um espago com as coordenadas usadas para representar os vetores nesse espaco.

Comentario: dimensao de um espacgo vetorial é a quantidade de vetores em qualquer uma de suas
bases.

A relagdo entre dimensdo e coordenadas é esta: cada vetor de um espaco V de n dimensodes é repre-
sentado como combinacédo linear de n vetores da base — e cada coeficiente desta combinacdo é uma
coordenada. Assim, com n dimensodes temos n coordenadas.

Ex. 2 — Complete o conjunto de vetores a seguir para que passe a ser uma base para o espaco de
polinémios com grau méaximo quatro tais que p(0) = 0.

B={x*+xx*+x*x*+x*}

Comentario: como se pede grau maximo 4 com p(0) = 0, temos o espaco dos polindomios da forma
asx* + azx® + ayx? + a;x, sem o termo constante — sdo quatro coeficientes.
Se representarmos os vetores de B em R*, temos

x> +x & (0,1,0,1)
x2 +x% & (0,1,1,0)
x? +x* & (1,0,1,0)

Mostramos que os vetores sao L.I., de duas maneiras:
(1) (Forca bruta, porque sdo apenas trés vetores) A primeira linha ndo é combinacao linear das outras,
porque o 1 em sua ultima posicdo ndo pode ser combinacgédo linear de dois zeros. A mesma observagao
vale para o 1 na primeira posicdo do ultimo vetor. Pode-se verificar facilmente também que o vetor
do meio ndo é combinagdo dos outros dois, porque os zeros na priemira e ultima posigdo forgariam
coeficientes zero. Assim, os vetores sao L.I.
(2) (Resolvendo o sistema) O sistema

axy + axq =0

bxy +bxz =0

cx1 +cx3 =0

tem solugdo apenas com a =b = ¢ =0, e portanto o conjunto é L.I.



No entanto, o conjunto tem apenas tres vetores. Para formar uma base para R* (e consequentemente
para o espacgo de polindmios pedido) precisamos de mais um.
Adicionando o vetor (0,1,0,0) o conjunto terd quatro vetores L.I., pois o sistema

axy; +axg =0

bx, +bxz3 =0
cx1 +cx3 =0
dXZ =0

tem solucdo apenas com a =b =c = d =0, e portanto o conjunto é L.I.

Ex. 3 — Quais funcgdes sao transformacoes lineares? Para as que forem lineares, determine ntcleo,
imagem, posto e nulidade.

a) T (x,y) = (sen(x),y)

b) To(x,y)=(x+T1,y+1)

c) T3(x,y) = (x,2x, 3y, y)

Comentario: (a) T; nao é linear, porque sen(x + a) # sen(x) + sen(a). (b) T, nao é linear, porque
T,(0) = (04 1,0+ 1), que é diferente de zero (e uma transformacédo linear sempre deve levar zero em
zero). (c) T3 é linear, porque

Tlk(a,b)] = T[(ka, kb)]
= (ka, 2ka, 3kb, kb)
= k(a,2a,3b,b)
= kT[(a,b)],

Tl(a,b) + (q,7)] =Tl(a+ q,b +1)]
=(a+q,2a+2q,3b+3r,b+71)
= (a,2a,3b,b) + (q,2q,3r,1)
= Tl(a,b)] + Tl(q, 7)].

O ntcleo de T3 contém todo (x,y) com x = 2x =y = 3y = 0 - ou seja, apenas (0,0).

A imagem de T3 é composta dos vetores da forma (a,2a,3b,b), e portanto a dimensdo da imagem (e o
posto de T3) é dois, porque a imagem ¢é gerada por { (1,2,0,0),(0,0,3,1) }.

A nulidade de T3 é zero (o kernel de T3 € o espaco trivial).

Ex. 4 — Determine uma base para o espago vetorial de matrizes 3 X 3 em que a primeira coluna é igual
a primeira linha. Qual é a dimens&o deste espaco?
Comentario: a dimensao é sete, porque a base (mostrada abaixo) tem sete elementos.
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Ex. 5 — Considere o conjunto V ={ (x,y) | x,y € R}. Ao invés de usar as operagoes usuais, definimos:

(a,b) + (T>S) = (Cl+b,0)
k(a,b) = (a/k, kb)

O conjunto V com estas operagoes é um espaco vetorial?
Comentario: Ndo. Basta um exemplo numérico mostrando que néo vale a distributividade da multipli-
cacao por escalar sobre a soma de escalares:

(2+3)(a,b) =6(a,b) = (a/6,b)
2(a,b) +3(a,b) = (a/2,b) + a/3,b) = (5a/6,b).

Ex. 6 — Considere a transformagéo T : R> — R? definida da seguinte forma: T(yj) é igual a matriz
abaixo multiplicada por (y; ).
2 -1
(6 73)

Determine a imagem, o kernel, o posto e a nulidade de T.

(s ) 6= (),

portanto a imagem é composta dos vetores da forma (2x—y, —8x+1y). No entanto, como a linha debaixo
do vetor é multiplo da primeira (x —4), podemos descrever a imagem como os vetores da forma

()

Uma base para a imagem é o vetor (1,—4)7, portanto a dimenséao da base é um.
Como a dimensédo da base é um, temos

dimR? = dimIm T + dimker T
2=1+dimkerT

e a dimensao do kernel - nulidade de T - é 1.
E realmente, verificamos que T é zero quando:

2x— y=0
—8x+4y =0

Hé uma linha redundante, e temos entéo que T[(x,y)'] = 0 quando 2x = y, ou ainda, para vetores da
forma (Tk,2k). Uma base para o kernel é (1,2).



