Algebra Linear - Prova (2%)

Critérios para avaliagdo: Clareza, corretude, rigor, e concisdo. (i) A redagdo das respostas deve ser clara.
(if) Todo o raciocinio desenvolvido na resposta deve estar correto. (iii) O nivel de rigor nas respostas deve ser
préximo ao usado nas notas de aula e bibliografia bésica. (iv) As respostas ndo devem ser mais longas que o
necessario.

Atencao: nos exercicios onde h4 subitens, faca apenas um deles, indicando qual escolheu - ou seja, da questdo
2 faca apenas um dentre (a), (b), (c). Da questdo 3 faca apenas (a) ou (b).

Ex. 1 — Sejam f e g duas transformacdes lineares tais que f o g seja bem definida. Quais sdo o posto e a nulidade de
f o g em fungdo do posto e nulidade de f e de g?

Comentario: o posto de f o g é a dimenso da imagem de f o g. Em espacos de dimensio finita, se representarmos f e
g por matrizes, o posto delas serd o posto de suas matrizes. Se f tem k colunas LI e g tem m colunas LI, a quantidade
de colunas LI na matriz de f o g serd menor ou igual a k e a m. E tudo que podemos dizer. Pode inclusive ser zero:

1 0\/0 0y (0 0
0 0/\0 1/ \0 0
(H4 zero colunas LI, porque o vetor zero sozinho ndo é L)

A nulidade de f o g é a dimenséo do seu dominio (que é 0 mesmo que a dimensdo do dominio de f) menos o posto de
f o g. Assim, a nulidade é maior ou igual que k e m (o posto de f e o de g).

Ex. 2 —

a) Resolva o sistema d equacdes diferenciais (descreva y; (t) em funcgdo de y1(0) e y2(t) em funcdo de y2 (0)).

Y1 =y1 +y2
yé =3%%y1 —y2

b) Resolva o sistema de equacdes de diferencas.

yi(t) =yt =1) +y2(t—1)
Y2(t) =91 (t —1) —y2(t = 1)

c) Quando possivel, calcule A¥. Pode deixar a resposta como produto de trés matrizes. Se ndo conseguir, explique

porque.
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Comentario:
(a) O sistema é Ay = y’, com

A solucdo éy = e, logo
y(t) _ eAt
=PePtp!
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(b) O sistema é Ay(t — 1) = y(t), com

1
A= <99 —1)

1 1\ (=10 0)1
:<—11 9)(0 10)20(9 -1

Sejaw(t) o vetor y(t) na base onde A é diagonal. Entdo

w(t) =P y(t)
y(t) = Pw(t)

O sistema é
Dw(t+ 1) = w(t)

ou seja,

wi(t) =—=10w;(t—1)
wa(t) =+10wq(t—1)

A solugdo é, portanto,

wi (t) = —=10'w; (0)
wy(t) = +10tW2(0)

(c) A: ndo é diagonalizavel (sé conseguimos um autovetor LI).
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C: Ndo é diaginalizdvel (s6 podemos obter um autovetor LI)

399e°t —399)yy + (19e%°t + 21)y,

—1
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Ex.3 —

a) Diga se sdo produtos internos:
- No espago de fun¢des continuas C[0, 1], < f, g >= f(0)g(1).
- No espaco de matrizes M, xn, < A, B >= (Tr(A) — Tr(B))?

b) Usando o produto de Frobenius, calcule a distancia entre as matrizes A e B, e entre as matrizes C e D mostradas
na questdo 2, item (c).

Comentdrio: (a) Primeiro item: NAO! - porque néo é comutativo: f(0)g(1) # g(0)f(1).

Segundo item: Claramente vale a positividade, porque é um quadrado, e também (Tr(ZERO) — Tr(ZERO))? = 0.
E comutativo: (Tr(A) — Tr(B))? = (Tr(B) — Tr(A))?.

Mas NAO é Bilinear:
(Tr(kA) — Tr(B))? = (kTr(A) — Tr(B))?
= k?Tr(A)? — 2k Tr(A) Tr(B) + Tr(B)?
# k(Tr(A)? —2Tr(A) Tr(B) + Tr(B)?.
(b)

d(A,B) =[lIA —B]|

-G 2]

= (/42 +272 4 (10/3)2 + 52,

d(C,D) =|IC—Dll

-[IC5 )

=+/et + 36.



