Algebra Linear - Prova (6)

Critérios para avaliagdo: Clareza, corretude, rigor, e concisdo. (i) A redagdo das respostas deve ser clara.
(ii) Todo o raciocinio desenvolvido na resposta deve estar correto. (iii) O nivel de rigor nas respostas deve ser
préximo ao usado nas notas de aula e bibliografia bésica. (iv) As respostas ndo devem ser mais longas que o
necessario.

Atencao: nos exercicios onde hd subitens, faca apenas um deles, indicando qual escolheu - ou seja, da questdo
2 faga apenas um dentre (a), (b), (c). Da questdo 3 faca apenas (a) ou (b).

Ex. 1 — Explique o que é posto, nulidade, nicleo e imagem de uma transformacio linear. O que isto significaria, por
exemplo, para uma transformagdo de R4 [x] em M5 g?

Comentario: veja nas notas de aula as defini¢des. Para o exemplo dado no enunciado, temos como imagem o con-
junto de matrizes M tais que existe algum polindmio em R4 [x] com T(p) = M. O nicleo é o conjunto dos polindmios
em Ry [x] tais que T(p) é a matriz zero. O posto é a dimensdo da imagem - ou seja, do conjunto de matrizes que men-
cionamos. A nulidade é a dimens&o do ntcleo - que é o conjunto de polindmios que também mencionamos.

Ex.2 —
a) Obtenha a solugdo para o sistema de equagdes diferenciais (descreva y(t) em fungio de y;(0) e y2(t) em
fungio de y2(0)).
Y1 =2y1 + yf
Yy =8y1 —y2
b) Resolva o sistema de equacdes de diferengas.
t—1
w0 =y 2D
t—1
w0 = Dy

c) Diga quais matrizes sdo diagonalizdveis, e explique porque. Para as que sdo diagonalizdveis, mostre a matriz de
mudangca de base P e a diagonal D.

(3 1/3 (1 = (0 1 (0 m
A—(15 —1)> B‘(] —1>’ C‘(o o)’ D_(n o)
Comentario:

a) O sistema é Ay =y’, com

(a) y=y
(2 12
= %)



Temos
A— 1 1 3 0\ 1 /8 1
—\2 =8/\o —2)10\2 —1
y(t) = e'* = petPp~!

A 1 1\ [e3t o\ 1 /8 1
T \2 =8 0 e2t)10\2 —1
1 (8e>t +2)y;1 + (et —1yz

~10e2t \(16e’t —16)y1 + (2¢°* + 8)y,

A solucdo é

(b) Nenhum aluno tentou, por isso ndo incluo a resolucio aqui.
(c) A: autovalores —2 e 4, autovetores gerados por (1,—15)T e (1,3)T.

1 1 -2 0
P_(15 3) D‘(o 4)
B: autovalor 0 com multiplicidade algébrica dois. Autovetores gerados por (1, 1). Ndo é diagonalizével, porque nio

podemos obter mais que um autovetor LI
C: autovalores 0, 1. Autovetores gerados por (0,1)7, (1,0).

SN

D: autovalores +7t. Autovetores gerados por (1,—1)T, (1,1)T.
1 1 s 0
r=(a1) 2= )

Ex.3 —

a) Diga se sdo produtos internos:
- No espago de fungdes continuas C[0, 1], < f, g >= 2f(0) + 3g(0).
- No espago de matrizes My xn, < A, B >= Tr(A) Tr(B)

b) Calcule o 4ngulo entre f e h, e entre g e h.

f(x)=1/x
glx) =e*
h(x) =x+1

Comentdrio: (a) Primeiro item: NAO! Positividade: < f, f > deveria ser > 0, mas 2f(0) + 3f(0) pode ser negativo.
Segundo item: SIM!
Positividade:
Tr(0) Tr(0) =0
Tr(A)Tr(A) = Tr(A)? > 0

Comutatividade:
Tr(A) Tr(B) = Tr(B) Tr(A)



Bilinearidade:
r(A+C,B) = (Y ai+ o) Te(B)
= (s +cit) Tr(B)
=) auTr(B)+ ) ciiTr(B)
=Tr(B) Y aii+Tr(B)) cu

=Tr(A) Tr(B) + Tr(C) Tr(B).

e também,

r(kA, B) (Z kau) Tr(B
—% (Z kaﬁ) Tr(B)
=k Tr(A) Tr(B).

(b) Primeiro, entre f e h - a integral f(]) x~"dx nio existe, e 1/x ndo pertence a C[0, 1].
Segundo, entre g e h:

<eX,x+1>
llex|l Ix + 11l
fo (x+1)d

\/Io ex) defo x+ 1)2dx
e

Ve 7
eV6
7(e2—1)

0 = arccos

= arc cos

= arc cos

= arc cos



