Algebra Linear - Prova III

Critérios para avaliacao: Clareza, corretude, rigor, e concisao (i) A redacdo das respostas
deve ser clara. (ii) Todo o raciocinio desenvolvido na resposta deve estar correto. (iii) O nivel de
rigor nas respostas deve ser proximo ao usado nas notas de aula. (iv) As respostas nao devem ser
mais longas que onecessario.

Ex. 1 — O que ¢ a base do autoespaco de um operador? E que relagdo isso tem com o operador ser ou
nao diagonalizavel?

Ex. 2 — Determine a e b tais que: (i) a,b # 0, (ii) a = —b, e (iii) o volume do paralelepipedo gerado
pelos vetores (0,3a,a)’, (1,0,b)" e (1,1,2)T em R3 seja igual a metade da area do paralelogramo gerado
pelos vetores (a,b)" e (1,2)7 em R?.

Comentario: O volume do paralelepipedo é

0 1 1
det{3a 0 1] =3ab-—5a.
a b 2
A area do paralelogramo é
a 1
det (b 2) =2a—b.
Queremos a = —b, portanto substituimos e temos

3(=b)b —5(—b) = (2(=b) — b)/2
—3b24+5b=—b—b/2
—3b24+6b+b/2=0
—3b% +13b/2 =0

Obtemos as solugdes b = 0 (que ndo nos serve) e b = 13/6. Assim,

a=-13/6
b=+13/6

Observacédo: se trocar a ordem dos vetores em um dos lados, podera chegar a 7/6. Estritamente
falando, teria que considerar o moédulo do determinante, mas considero OK se responder de qualquer
das formas, dando o volume orientado..

Ex. 3 — Para quais valores de a a matriz abaixo é diagonalizdvel? Explique.

A= 3)



Comentario: Precisamos de dois autovetores LI. Calculamos os autovalores. O polinémio caracteris-

tico é
det [XI— (é i)] =(x—2)(x—a).

Os autovalores de A sdo, portanto, a e 2. Agora obtemos os autovetores:
2 3 x\ (2%
0 a/\y/ \2x2
<= 1
—\o0
G o))
0 a/) \yz2 ayz

Para o autovalor 2, entdo, temos

e seus multiplos.
Agora verificamos o autovalor a:

obtemos portanto o autovetor

e seus multiplos.
Como precisamos de dois vetores LI, precisamos que
a—2

3

#0,

para que tenhamos os dois vetores x # y linearmente independentes, e portanto a matriz é diagonali-
zavel para todo a # 2.

Ex. 4 — No espac¢o R;[x] de polinémios com grau méaximo 2, verifique se
(azXz + ajx + ap, bzx2 +bix+bo) = azbra;bragbg

é produto interno.
Comentario: Nao é bilinear:
(ku, w) # k(u,w).

Mais detalhadamente:
(kazxz + kaix + kag, bzx2 +bix +bgy) = (kaz)(kby)(kai)brapbg

=k3*(azbzarbragbo)
# k(azbaarbragbo).

Ex. 5 — No espaco das C'[—1,1] das funcdes derivaveis definidas entre —1 e 1 podemos definir o
produto interno

1
(f,g) = L] x2f(x)g(x)dx.

Nesse espaco, e usando esse produto interno, determine a projecdao ortogonal da funcdo constante
f(x) =2 em e*.



Comentario: Damos o nome de g a segunda funcdo. A projecdo sera

;. (f9) g
(9,9)
Ou seja,
e, ' X2 (2)exdx
ex,ex |, x?exexdx

Calculamos as integrais:

szexdx = (x* —2x+2)e*

(2x? — 2x + 1)e**
4

sz e*eXdx =
No intervalo [—1, +1], portanto,
+1
J x?eXdx = e —5e”!
x?eXeXdx =

JJr] eZ _ 5672

Obtemos assim a projecao:
8e3 —40e

et —5

X



