Algebra Linear
Exame
Avaliacao para Equivaléncia

Critérios para avaliacao: Clareza, corretude, rigor, e concisao (i) A redacdo das respostas deve ser clara. (ii)
Todo o raciocinio desenvolvido na resposta deve estar correto. (iii) O nivel de rigor nas respostas deve ser préximo ao
usado nas notas de aula e bibliografia bésica. (iv) As respostas ndo devem ser mais longas que o necessario. x Mostre
os passos intermediarios! Nao basta apenas apresentar o resultado!

Atencao: ndo ha uma pontuacao “por questdo”. A nota da prova pretende aferir a compreensao, de forma ampla, do
conteudo.

Faca seis questoes, a sua escolha!

Ex. 1 — Mostre! uma transformacao linear injetora de R4[x] em M, ou prove que néo existe.
Comentario: R,4[x] tem dimensé&o 5, e M3«, tem dimensdo 4. N&do ha como haver inje¢do de um espago em outro de
dimensao menor.
Ex. 2 — Encontre? a transformacgéo T : R [x] — R;[x] que atenda simultaneamente aos requisitos a seguir:
- Quando aplicado em x? 4+ x + 1, resulta em x + 1;
- Quando aplicado em x? + x, resulta em 1;
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- Quando aplicado em x“, resulta em x.

Comentario Por isomorfismo, queremos T : R? — R2, com

T“»])])T = (L”T
T(]v])O)T = (0)1)1—
T(1»0)0)T = (])O)T

A transformacao é

ou seja,
tlax? +bx+c)=(a—b+c)x+ec.

Ex. 3 — Seja T(x,y,z)" = (2x,3y,5z). Prove que a matriz

10 3
21 0
01 —6

nao pode representar T, em nenhuma base de R3.
Comentario: o posto da transformacédo é 3, e a matriz tem determinante zero (logo tem posto menor que 3). Tendo posto
diferente da transformacgédo, a matriz ndo pode representa-la.

IDenotamos por My p 0 espaco das matrizes com a linhas e b colunas.
2Denotamos por Ry [x] o espaco dos polindmios de grau menor ou igual a x.



Ex. 4 — Calcule o determinante da matriz.
2 3

0 1
o 1 0 0
4 0 —6 4
T 1 1 1
—1 =1 =1 -1

Comentario: Aplicamos algumas operacdes elementares,

—_

2 0 3 11 20 3 11 2 0 31 1

0 1 0 0 1 0 1 0 0 1 . 0 1 0 0 1

Lotbaof 40 6 4 1| 2| 40 64 1| 20 40 6 4 1

1 1 1 1 1 1 0 1 1 0 o 0 —-1/2 2 1/4

00 00 2 00 00 2 0 0 00 2
2 0 31 1 2 0 31 1
0 1 0 0 0 1 0 0 1
L2bto o 06 3|==to 0 —1/2 2 1/4
0 0 —-1/2 2 1/4 00 0 6 3
0 0 0 0 2 0 0 0 0 2

O produtério da diagonal é (2)(1)(—1/2)(6)(2) = —12. Como trocamos linhas uma vez, trocamos o sinal, e o determinante

é +12.

Ex. 5 — Tente calcular e, e®. Pode deixar a resposta como produto de trés matrizes. Se ndo conseguir calcular, explique

0 motivo.
_(1/2 1 _(1/2 1
r=("8 1) v= (")

Comentario: A tem somente o autovalor 1/2, e seu autoespaco é gerado por (1,0)", logo tem dimensdo um. Como néao
podemos obter dois autovetores LI, a matriz nao é diagonalizavel. A exponencial da matriz existe, mas ndo vimos neste
curso como calcula-la.

Ja B tem autovalores 1/2 e 3/2. Obtemos portanto dois autovetores LI:

AN =12 5 (_1]>
Ay =3/2 —>G)

Assim, temos

e B=PDP'. Logo,

(5 )7 5220 )
:;Cl D (1/2 3/2) G 11)'

Ex. 6 — No espaco R;[x] de polinémios com grau méaximo 1, verifique se
<(11X + ap,bix + b0> =a1b; —apbyp

é produto interno. Explique porque sim ou porque nao.
Comentario: Nao é, porque nédo é comudativo: a;b; — apbg € apbg — a;b; nem sempre sao iguais.

Ex. 7 — Usando o produto interno usual entre fungdes no intervalo [0,b], com b > 0, qual é o dngulo entre as fungdes
f(x)=xeg(x)=1?
Comentario: acos v/3/2 = 71/6, ndo depende de b!



