Lista 8 - Algebra Linear

Autovalores e Autovetores

1 — Sendo T:V — V um operador linear, mostre que o conjunto V) = {v € V|Tv = Av}, formado
pelos autovetores associados a um autovalor A, inclusive v = 0, é um subespaco vetorial de V.

2 — Encontre os autovalores e autovetores associados dos operadores lineares T : V — V e matrizes
A ~ 1 X M seguintes:
a) V=R T(xy)=(x+y,2x+y)
b) VZR37 T(x,y,z) = (X+y +z,x—y+2z,2x+y —z)
¢c) V=P, T(ax’ +bx+c)=ax’ +cx+b

d) V=P, T(ax? +bx +c) = 2ax + b, (derivada)

e) V=M(2,2), T(A)=AT, A c M(2,2)
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j) A=0 4 0
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-1 —4 14
k) A=|2 -7 14
12 -4 1
3 — Calcule os autovalores reais e seus autovetores dos operadores lineares em R3

cos® —sin® 0
a) rotagao de 0 em torno de z: [sin® cos® 0
0 0 1

b) rotacao de 7t/2 em torno de (1,1,1):
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[Dica: qual é o autovetor (dire¢ao invariante) ébvio?]



0 2

4 — SeJaA:[] 1

] . (a) Encontre os autovalores de A e A~'. (b) Encontre os autovetores.

5 — Dado um operador linear T : V — V, mostre que ker(T)=V,, com A = 0, desde que ker(T)# {O}.
Mostre que quando A = 0 é autovalor, T nao é injetora. Mostre a reciproca: quando T nao € injetora,
A = 0 nao pode ser autovalor de T.

6 — Verifique quais dos operadores e matrizes da questao 2 sdo diagonalizaveis. (Um operador é
diagonalizavel quando sua matriz de transformacao em alguma base é diagonalizavel. Uma matriz é
diagonalizavel quando é possivel encontrar uma base de autovetores para V.)
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3 _3}, i.e., encontre uma matriz M tal que M~'TAM é uma

7 — m Diagonalize a matriz A = [

.. . A .
matriz diagonal. Verifique que M~TAM = [ 01 A }, onde A7, Ay sao os autovalores de A.
2
8 — Diagonalize a matriz A em (2.j).
9 — Resolva o seguinte sistema de equagoes diferenciais ordindrias para as variaveis x(t),y(t):
x = 5x+3y,
y = 3x—3y.

(utilize o exercicio anterior.)

10 — Sendo A a matriz do exercicio 7, calcule A%, A% e A0, Utilize A2 = (M 'DM)(M'DM) =
M~TD?M, onde D é a matriz diagonal apés diagonalizacdo. Calcule A% explicitamente e compare.

11 — Diz-se que um operador linear T : V — V é nilpotente se existir um niimero inteiro positivo
n, tal que T" =0 (i.e., ToTo---0T(v) =0V v € V). Sendo T nilpotente,

a) Encontre seus autovalores;
b) Mostre que um operador linear nilpotente, nao nulo, nao é diagonalizdvel;

¢) Mostre que T dado em (2.d) é nilpotente.

12 — Diz-se que um operador linear T:V — V é idempotente se T2 =T (i.e., ToT(v) =T(v) Vv €
V). Sendo T idempotente,

a) Encontre seus autovalores;
b) Dé um exemplo de matriz idempotente para V = R?;

¢) Mostre que um operador linear idempotente é diagonalizével.



