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Apresentação

Este texto foi elaborado como um primeiro curso de Álgebra Linear, desenvolvendo conceitos básicos na
primeira parte e avançando para outros tópicos e aplicações na segunda parte.

O texto começa com espaços vetoriais e aborda matrizes somente após transformações lineares. Isso é
feito por diferentes motivos: primeiro, para que o leitor tenha tempo para digerir os conceitos abstratos
apresentados inicialmente. Se a abstração é construída aos poucos, corre-se o risco de não haver tempo
para que essas abstrações sejam devidamente digeridas; além disso, para não passar inicialmente a impres-
são de que a Álgebra Linear trata simplesmente de álgebra de matrizes reais, para que de imediato fique
claro que espaços vetoriais não são necessariamente compostos apenas de tuplas (há espaços de dimensão
infinita que são facilmente descritos), e também para ilustrar de imediato a natureza abstrata da Álgebra,
e da sua relevância em problemas práticos: ao final do primeiro capítulo há vários exemplos de uso de es-
paços vetoriais em Criptografia, códigos corretores de erros e na solução do cubomágico. Há também uma
boa quantidade de aplicações ao final de todos os outros Capítulos.

Os exemplos e aplicações são incluídos no final dos capítulos, e não no início. Isso contraria a idéia de
que os conceitos apresentados devem ser motivados. Penso que a motivação deveria ser substituída, pelo
menos no início da leitura, por confiança: o leitor deve confiar que existe uma razão para estudar toda a
abstração e o ferramental apresentado, por mais estranhos que lhe pareçam. Terminando cada capítulo,
haverá a oportunidade de confirmar a utilidade dos tópicos estudados.

Os pré-requisitos imprescindíveis para a leitura deste livro são Cálculo emumavariável real e Geometria
Analítica. Alguns dos exemplos farãouso deCálculo emvárias variáveis, números complexos, probabilidade
básica, grafos e equações diferenciais –mas estes exemplos podem ser deixados de lado sem comprometer a
sequência do texto. Para que o livro seja tão autocontido quanto possível, há um apêndice comuma revisão
de sistemas lineares e matrizes, um introduzindo o método da indução finita, e um com noções básicas de
Equações Diferenciais.

Seções, exemplos e exercíciosmarcados comestrela (⋆) são opcionais, ou porque são difíceis ou porque
usam conceitos normalmente não abordados emumprimeiro curso de Álgebra Linear, como corpos finitos.
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Nomenclatura

Vetores (elementos de um espaço vetorial, não apenas vetores em Rn) são grafados em negrito: v,w, . . ..

Representamos vetores em Rn como vetores-coluna em todo o texto:

v =


v1

v2
...

vn

 .

Emtexto corrido e emmuitas fórmulas, denotamos tais vetores como transpostas de linhas: v = (v1, v2, . . . , vn)
T .

Em diversas ocasiões, somatórios são denotados apenas por

∑
i

. . . ,

ao invés de

n∑
i=1

. . . ,

sendo sempre possível determinar, a partir do contexto, quais os valores do índice i.

Frações são fatoradas para fora de matrizes sempre que é possível fazê-lo, para tornar matrizes mais
facilmente legíveis e simplificar operações de multiplicação:

0
1
6

−1
6

7
6

√
2
6

5
6

1
3

11
6

−13
6

 −→ 1

6

0 1 −1

7
√
2 5

2 11 −13

 .
Não usamos setas para representar os eixos emR2 eR3, porque as reservamos para vetores. Por exemplo,
o gráfico da função x4

5
− x3 − x2 + 5x− 1 é mostrado na próxima figura.

ix
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x NOMENCLATURA

−6 −4 −2 2 4 6

−10

−8

−6

−4

−2

2

4

6

0
0

x

y

A nomenclatura usada no livro é detalhada a seguir.

⌊x⌉ O inteiro mais próximo de x, página 457

(an) sequência, página 18

(fn) Sequência de funções, página 471

2A Conjunto de todos os subconjuntos do conjuntoA, página 49

[v]B Coordenadas do vetor v na base B, página 76

[A]ij MatrizA após remoção da linha i e coluna j, página 207

[X] Espaço gerado pelo conjunto de vetores X, página 55

[x] dimensão de uma grandeza física, página 79

[id]α→β Matriz de mudança de base, de α para β, página 141

⌈x⌉ “arredondamento para cima” (menor inteiro maior ou igual a x), página 589

◦ Composição de transformações lineares (e de funções), página 98

cof(A, i, j) Cofator do elemento aij da matrizA, página 207

ρ(X, Y) Correlação entre variáveis aleatórias X e Y, página 328

cov(X, Y) Covariância entre variáveis aleatórias X e Y, página 328

detA Determinante da matrizA, página 198

diag(A1, . . . Ak) Matriz diagonal com blocosA1, . . . , Ak formando a diagonal., página 133

diag(a1, . . . , an) Matriz diagonal com elementos a1, . . . , an na diagonal., página 515

dimV Dimensão do espaço vetorial V , página 61
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NOMENCLATURA xi

E(X) Esperança da variável aleatória X, página 95

⌊x⌋ “arredondamento para baixo” (maior inteiro menor ou igual a x), página 589

F(f(x)) Transformada de Fourier de f(x), página 483

F Conjunto de todas as funções de R em R, página 17

F(L) domínio fundamental do reticulado L, página 388

id Função (e transformação) identidade, página 93

Im T Imagem da transformação T , página 110

In(M) Inércia da matrizM, página 416

⟨u, v⟩ Produto interno dos vetores u e v, página 289

Z2 Corpo finito com dois elementos, página 9

ker T Kernel da transformação T , página 109

L(B) reticulado com base B, página 387

Mm×n Espaço das matrizes comm linhas e n colunas, página 18

∇ Operador nabla, página 499

δ desvio de ortogonalidade, página 389

⊙ Produto de Hadamard, página 44

ω Frequência angular de função periódica, página 457

⊕ Soma direta de espaços vetoriais, página 33

⊕ “Ou-exclusivo” lógico, página 9

⊕ produto tensorial, página 501

A Matriz dos conjugados deA, página 171

x Conjugado, página 324

ϕ Frequência de função periódica, página 457

Projx(v) Projeção de v em vetor ou subespaço x, página 316

Rn[x] Conjunto (e espaço vetorial) dos polinômios com grau≤ n, página 15

σX Desvio padrão da variável aleatória X, página 327

σ2X Variância da variável aleatória X, página 328

sgn Paridade de uma permutação, página 209
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xii NOMENCLATURA

∼ Expansão formal/simbólica, página 463

[T ]α→β Transformação T . Base α para domínio e β para contradomínio, página 141

T p
q conjunto de todos os tensores de ordem (p, q), página 504

ei Vetor (0, . . . , 1, . . . , 0), pertencente à base canônica, página 59

v× w Produto vetorial dos vetores v e w, página 3

volA volume do objeto geométricoA, página 455

volA volume do objeto geométricoA, página 196

∧ “E” lógico, página 9

A∗ Conjugado transposto deA, página 171

A+ Pseudoinversa da matrizA, página 357

AH Conjugado transposto deA, página 171

AH Matriz adjunta deA, página 248

C[a, b] Conjunto (e espaço vetorial) das funções contínuas em [a, b], página 30

C0 Conjunto (e espaço vetorial) das funções contínuas em R, página 29

Ck Conjunto (e espaço vetorial) das funções k vezes diferenciáveis em R, página 29

d(v,w) Distância entre os vetores v e w, página 300

En Erro na aproximação de série com n termos, página 472

GLn(R) grupo linear geral, página 153

L2 Espaço de funções quadrado-integráveis, página 475

L2 Espaço de funções reais quadrado-integráveis., página 292

LG Matriz Laplaciana do grafoG, página 281

O(B) Orientação da base B, página 197

Sn Conjunto de todas as permutações de n elementos, página 208

Sn Soma parcial de série, página 472

Tmn Tensor T : V∗ × V∗ × · · · × V∗
q × V × V × · · · × Vp, página 503

U⊗ V Produto tensorial de espaços vetoriais, página 501

V(k1, . . . , kn) Matriz de Vandermonde obtida de k1, . . . , kn, página 225

V∗ Espaço dual, página 500

V∗ Espaço dual, página 154
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Capítulo 1

Espaços Vetoriais

A Álgebra Linear pode ser vista como uma generalização natural da Geometria Analítica. Da mesma forma
que, na Geometria, somamos pares de vetores e multiplicamos vetores por escalares, podemos fazê-lo com
outros objetos – matrizes (A+ B, kA), funções ((f+ g)(x), kf(x)), sequências ((an) + (bn), k(an)).

A Álgebra tem como objeto de estudo o comportamento de operações definidas sobre conjuntos. A
Álgebra Linear trata especificamente de espaços vetoriais: conjuntos onde são definidas as operações de
soma e multiplicação, de forma que fique bem definida também a expressão ax+ b.

Os espaços vetoriais são um dos mais importantes exemplos de estrutura algébrica. A idéia abstrata
de espaço vetorial generaliza o conceito de vetores no espaço tridimensional de duas maneiras. Primeiro,
espaços vetoriais podem ter dimensão maior que três. E segundo, definimos espaços vetoriais não apenas
com vetores “geométricos”, mas com diferentes objetos matemáticos (por exemplo números, matrizes,
polinômios, funções) – e podemos tratar desses objetos de forma unificada.

A fim de melhor contextualizar a definição de espaço vetorial, este Capítulo traz uma breve descrição
do que é uma estrutura algébrica, descrevendo também grupos e corpos.

1.1 Estruturas algébricas

Além de números, podemos somar e multiplicar outros objetos – o exemplo mais simples talvez seja o
de matrizes. Quando definimos soma e multiplicação para objetos diferentes, estas operações podem ou
não ter propriedades semelhantes. Tanto para números reais como para matrizes, a soma é associativa:
a+ (b+ c) = (a+ b) + c. No entanto, a multiplicação de números reais é comutativa (ab = ba), mas a
comutatividade não vale, de forma geral, para a multiplicação de matrizes.

Ao estudar diferentes tipos de objetos e operações definidas sobre eles, identificamos algumas classes
de objetos para os quais as operações se comportam de maneira semelhante. Damos a essas classes de
objetos com operações algébricas o nome de estrutura algébrica.

Estrutura algébrica (ou sistema algébrico) é o nome dado a um conjunto com uma ou mais operações de-
finidas sobre ele. Por exemplo, o conjunto dos números reais com as operações de soma e multiplicação,
(R,+, ·) é uma estrutura algébrica. O conjunto das matrizes com a operação de soma de matrizes e a ope-
ração demultiplicação por escalar (M,+, ·) é outra estrutura algébrica. Um terceiro exemplo de estrutura
algébrica é o conjunto dos inteiros com a operação de soma, (Z,+). Cada um destas estruturas tem carac-
terísticas diferentes, e pode ser classificada de maneiras diferentes, como veremos a seguir.

1
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2 CAPÍTULO 1. ESPAÇOS VETORIAIS

Antes de definirmos algumas estruturas algébricas, definimos o tipo de operação que acompanharão
estas estruturas. Neste texto, trataremos de operações com dois argumentos, chamadas de operações biná-
rias.

Definição 1.1 (Operação binária). Uma operação em um conjunto A é uma função que leva um ou mais
elementos deA em outro elemento deA – ou seja, é uma função f : A×A× · · · ×A→ A. Pare entender
esta notação, damos um exemplo: a operação soma é

+ : Z× Z→ Z

porque aceita dois argumentos emZ – ou um argumento emZ×Z e retorna um argumento emZ: podemos
escrever+(2, 3) = 5 ou, como é mais usual, 2+ 3 = 5. Como outro exemplo, a operação

max : R× R× R→ R

retorna o maior de três números reais. Podemos vê-la com ouma função de três argumentos, cada um em
R, ou como uma função de um unico argumento emR× R× R: max(2,−5, 8) = 8.

Dizemos que uma operação é binária se aceita dois argumentos – ou seja, é da forma f : A×A→ A.
Dizemos que uma operação binária é associativa, se a⋆(b⋆c) = (a⋆b)⋆c e comutativa, se a⋆b = b⋆a.
Um elemento e ∈ A é neutro para a operação ⋆ se para todo a ∈ A, a ⋆ e = e ⋆ a = a. ♦

Exemplo 1.2. Em R, as operações de soma e multiplicação são associativas e comutativas, porque

x+ y = y+ x (comutatividade)
x+ (y+ z) = (x+ y) + z (associatividade)

xy = yx (comutatividade)
x(yz) = (xy)z (associatividade)

No entanto, as operações de divisão e subtração não são associativas e nem comutativas.

x− y ̸= y− x (não vale a comutatividade)
x− (y− z) ̸= (x− y) − z (não vale associatividade)

x/y ̸= y/x (não vale a comutatividade)
x/(y/z) ̸= (x/y)/z (não vale associatividade)

O neutro para soma é o zero, e o neutro para multiplicação é o um porque

0+ x = x

(1)x = x

Não definimos neste texto neutro para subtração e divisão, porque as operações não são comutativas, e o
neutro e teria que satisfazer x− e = e− x = x, e x/e = e/x = x, que não sería possível. ◀

Exemplo 1.3. No conjunto de matrizes quadradas de ordem n, a operação de soma é comutativa e associ-
ativa, porque para duas matrizesA e B, temos

A+ B = B+A (comutatividade)
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1.1. ESTRUTURAS ALGÉBRICAS 3

A+ (B+ C) = (A+ B) + C (associatividade)

No entanto, a operação de multiplicação é associativa, mas não comutativa:

AB ̸= BA (não vale a comutatividade)
A(BC) = (AB)C (associatividade)

O neutro para a soma de matrizes é a matriz zero (ou seja, a matriz cujos elementos são todos zero).
O neutro para multiplicação de matrizes é a identidade, porque, apesar da multiplicação de matrizes não

ser comutativa, temos
IA = AI = A,

para toda matriz quadradaA. ◀

Exemplo 1.4. O produto vetorial de dois vetores v = (v1, v2, v3)
T ew = (w1, w2, w3)

T emR3 é definido
como

v× w = (v2w3 − v3w2)e1
+ (v3w1 − v1w3)e2
+ (v1w2 − v2w1)e3,

onde e1, e2 e e3 são os vetores unitários nas direções dos eixos x, y e z (também os chamamos de versores).
O resultado do produto vetorial v×w é um vetor s, perpendicular tanto a v como aw. Por exemplo, se

v = (3, 0, 0)T e w = (0, 2, 0)T , o produto vetorial s = v× w é (0, 0, 6)T , ortogonal a ambos.

v× w

w

v

A magnitude de s é zero quando v e w são paralelos e é igual ao produto das magnitudes de v e w quando
estes são perpendiculares.

Esta operação não é comutativa, porque

v× w = −(w× v).

Considere agora um terceiro vetor, u. A operação também não é associativa, porque

u× (v× w)

é um vetor no mesmo plano que v e w, enquanto

(u× v)× w

é um vetor no mesmo plano que u e v. ◀
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4 CAPÍTULO 1. ESPAÇOS VETORIAIS

Definição 1.5 (Fechamento). Seja A um conjunto com uma operação ⋆, e seja B ⊆ A. Dizemos que B é
dito fechado sob a operação ⋆ se e somente se a operação com dois elementos deB sempre resulta em outro
elemento de B – ou seja, ∀x, y ∈ B, x ⋆ y ∈ B. ♦

Exemplo 1.6. As quatro operações aritméticas definidas nos reais são operações binárias. Além disso, nos
reais a soma e a multiplicação são comutativas (a+b = b+a) e associativas (a+ (b+ c) = (a+b) + c).

Os reais são fechados para as quatro operações.
Poderíamos tentar definir as quatro operações aritméticas para os inteiros, mas não vale o fechamento:

a operação de divisão não tem como ser definida. A intuição nos diz que podemos dividir 9/3 e obter 3, mas
não o podemos fazer para quaisquer dois inteiros – por isso não definimos esta operação para o conjunto
dos inteiros, porque os inteiros não são fechados para a divisão. ◀

1.2 Grupos

Como primeiro exemplo de estrutura algébrica, tomamos os grupos.

Definição 1.7 (Grupo). Umgrupo é umconjunto não-vazioG associado a umaoperação binária · : G×G→
G (ou seja, fechada, porque é deG×G emG) tendo as propriedades listadas a seguir.

• Associatividade: (a · b) · c = a · (b · c).

• Existencia de neutro: Deve existir um elemento neutro e ∈ G para a operação de grupo: ∃e ∈ G :
a · e = e · a = a.

• Existencia de inverso: Para todo a ∈ G, há um inverso a ′ ∈ G tal que a · a ′ = a ′ · a = e.

Se a operação do grupo for comutativa, dizemos que o grupo é comutativo (ou abeliano1). ♦

Exemplo 1.8. Os inteiros com a operação usual de soma formam um grupo: (i) a soma de dois inteiros é
um inteiro; (ii) a soma é associativa; (iii) o inteiro zero é neutro para soma; e (iv), para todo inteiro a, existe
um inteiro−a tal que a+ (−a) = 0. O grupo também é comutativo. ◀

Os conjuntosQ, R e C também formam grupo com a operação usual de adição.
Demonstramos um teorema básico sobre grupos.

Teorema 1.9. SejaG um grupo e x ∈ G. Então o inverso x ′ de x é único emG.

Demonstração. Seja x ∈ G e a, b inversos de x. Então

a = ae

= a(xb) xb = e, b é inverso de x
= (ax)b associatividade
= eb ax = e, a é inverso de x
= b. ■

Exemplo 1.10. O conjunto {+1,−1 } com a operação usual de multiplicação é um grupo: (i) 1 · 1, 1 · −1,
−1 · 1,−1 ·−1 pertencem ao grupo; (ii) a operação é associativa; (iii) 1 é neutro; (iv) tanto 1 como−1 são
seus próprios inversos. ◀

1“Abeliano” refere-se ao matemático Norueguês Niels Henrick Abel, que deerminou que a comutatividade de certos grupos estava
relacionada com a possibilidade de cálculo das raízes de polinômios.
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1.2. GRUPOS 5

Exemplo 1.11. O conjunto de triplas2 (x, y, z)T ∈ R3, que representam vetores no espaço tridimensional,
com a operação de soma de vetores:

(x, y, z) + (a, b, c) = (x+ a, y+ b, z+ c)

é um grupo: (i) a soma de dois vetores é um vetor também com três números reais; (ii) a soma é associativa;
(iii) o vetor zero é neutro; (iv) para todo vetor v = (x, y, z), existe um vetor −v = (−x,−y,−z) tal que
v+ (−v) = (0, 0, 0). Além disso, o grupo é comutativo. ◀

Exemplo 1.12. O conjunto R∗ com a operação de exponenciação não é um grupo, porque não vale a asso-
ciatividade ((ab)c ̸= a(bc)). ◀

Exemplo 1.13. O conjunto de todas as funções deR emR, com a operação de soma de funções, é um grupo.

• A soma de funções é associativa: f(x) + (g(x) + h(x)) = (f(x) + g(x)) + h(x), para todas funções
f, g, h e todo x ∈ R.

• A função zero, z(x) = 0, é o elemento neutro para a operação de soma: f(x)+z(x) = f(x)+0 = f(x),
para todos f e x.

• Há um inverso para toda função: f(x) tem como inversa a função g(x) = −f(x), porque f(x) +
[−f(x)] = z(x). ◀

Exemplo 1.14. Dadas duas funções f e g, a composição de f com g, que denotamos f◦g, é tal que f◦g(x) =
f(g(x)).

Por exemplo, se f(x) = 1/x e g(x) = log(x), então (f ◦ g)(x) é 1/ log(x).
O conjunto de todas as funções bijetoras de reais em reais com a operação de composição é um grupo:

• a composição de funções é associativa: f ◦ (g ◦ h) = (f ◦ g) ◦ h.

• A função identidade f(x) = x é o elemento neutro para a operação de composição porque para toda
função g, f(g(x)) = g(x).

• Como nos restringimos ao conjunto das funções bijetoras, todas tem inversa: f ◦ f−1 é a identidade.
◀

Exemplo 1.15. O conjunto das matrizes quadradas de ordemn, com a operação de soma dematrizes, é um
grupo, porque:

• A soma de duas matrizes n× n resulta em outra matriz n× n.

• A soma de matrizes é associativa.

• A matriz Z com todas as entradas iguais a zero funciona como elemento neutro, porqueA+ Z = A
para toda matrizA.

• Toda matrizA tem inverso para a operação de soma: A+ [(−1)A] = Z, onde “(−1)A” é a matrizA
com seus elementos multiplicados por−1, e Z é a matriz zero.

2Neste texto, adotamos a representação de vetores como coluna por padrão.
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6 CAPÍTULO 1. ESPAÇOS VETORIAIS

Já o mesmo conjunto, das matrizes quadradas de ordem n, com a operação de multiplicação de matrizes,
não é um grupo, porque nem toda matriz tem inversa.

No entanto, o conjunto das matrizes não-singulares de ordem n, com a operação de multiplicação de
matrizes, é um grupo. ◀

Exemplo 1.16. O conjunto R \ {−1 } com a operação ⋆, definida como

a ⋆ b = ab+ a+ b

é um grupo: (i) se a, b ̸= −1, então ab + a + b ̸= −1 e portanto pertence ao grupo; (ii) a operação é
associativa; (iii) zero é identidade para ⋆; (iv) o inverso de a é−a/(a+ 1).

Desenvolvemos detalhadamente as propriedades (ii) e (iv).
(ii)

(a ⋆ b) ⋆ c = (ab+ a+ b) ⋆ c

= (ab+ a+ b)c+ (ab+ a+ b) + c

= abc+ ac+ bc+ ab+ a+ b+ c

= abc+ ac+ ab+ a+ bc+ b+ c

= a(bc+ b+ c) + a+ bc+ b+ c

= a ⋆ (b ⋆ c)

(iv)

a ⋆
−a

a+ 1
=

−a2

a+ 1
+ a−

a

a+ 1

=
−a2

a+ 1

a(a+ 1) − a

a+ 1

=
−a2 + a2 + a− a

a+ 1

= 0.

O grupo também é comutativo. ◀

Exemplo 1.17. Dado um natural n > 0, o conjunto de todas as matrizes invertíveis n × n é um grupo
com a operação usual de multiplicação de matrizes: (i) se A, B são n × n, então AB será também uma
matriz n×n; (ii) a multiplicação de matrizes é operação associativa; (iii) o elemento identidade é a matriz
identidade (iv) todas as matrizes do grupo são invertíveis.

Este grupo, no entanto, não é comutativo, já que a multiplicação de matrizes não é, de maneira geral,
comutativa. ◀

1.3 Corpo

Definimos agora outra estrutura algébrica, o corpo, que modela as operações que usualmente fazemos (R
com soma e multiplicação é um corpo), além de ser parte da definição de espaço vetorial (conceito central
em Álgebra Linear).
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1.3. CORPO 7

Definição 1.18. Um corpo é um conjunto com duas operações fechadas, denotadas · e +, tendo as propri-
edades listadas a seguir.

• As duas operações são associativas.

• As duas operações são comutativas.

• Vale a distributividade de · sobre+.

• Há elementos neutros “0” para soma e “1” para multiplicação.

• Todo elemento do corpo tem um inverso aditivo.

• Todo elemento diferente de 0 tem inverso multiplicativo. ♦

Exemplo 1.19. (Q,+, ·), (R,+, ·) e (C,+, ·) são corpos. Para todas estas estruturas as propriedades de
corpo valem:

• + e · são associativas e comutativas;

• Vale a distributividade: a(b+ c) = ab+ ac para quaisquer a, b e c;

• O zero é neutro para soma: a + 0 = a para todo a; O um é neutro para multiplicação: 1a = a para
todo a;

• Para todo a existe um inverso aditivo, (−1)a, tal que (−1)a+ a = 0;

• Todo a ̸= 0 tem inverso multiplicativo, que denotamos a−1, tal que aa−1 = 1.

Há diferenças importantes entre estes três corpos: o corpo dos racionais não é completo (não contém
os irracionais, que não podem ser representados como fração); o corpo dos reais é completo e ordenado,
mas não inclui soluções para a inequação x2 < 0; os complexos já incluem estas soluções, porque contém
a unidade imaginária i =

√
−1, mas não se pode ordená-los. ◀

Exemplo 1.20. Fixado um número n, denotamos o conjunto de todas as matrizes de ordem n porMn×n.
Este conjunto não é um corpo com as operações de soma e multiplicação de matrizes, porque:

• Nem toda matriz diferente de zero tem inversa;

• A operação de multiplicação não é comutativa3. ◀

Exemplo 1.21. SejaQP o subconjunto dos racionais cuja forma simplificada é p/q, onde

• p pode ser zero, um ou um número primo;

• q pode ser um ou um número primo.

3Um anel é omesmo que um corpo, exceto que não vale a comutatividade para multiplicação, e os elementos não necessariamente
têm inverso multiplicativo (ou seja, não se define a operação de divisão).Mn×n é um anel.
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8 CAPÍTULO 1. ESPAÇOS VETORIAIS

Por exemplo,

2

5
∈ QP

11

3
∈ QP

1

3
∈ QP

17

1
∈ QP

mas

6

5
∈ QP

1

10
∈ QP

porque 6 e 10 não são números primos. Este conjunto, com as operações usuais de soma e multiplicação,
não é um corpo. Todas as propriedades de corpo valem, mas as operações não são fechadas: quando p, q ̸=
1, (p

r

)(q
s

)
=
pq

rs
,

e por definição, pq e rs não são primos. ◀

Exemplo 1.22. Seja Q[
√
2] o conjunto dos números da forma a + b

√
2, onde a, b ∈ Q, com adição e

multiplicação usuais. Este conjunto é um corpo:

• As operações são as usuais, portanto são associativas e comutativas, e vale a distributividade.

• Há neutros: 0+ 0
√
2 para adição e 1+ 0

√
2 para multiplicação.

• Para todo a+ b
√
2 existe inverso aditivo−a− b

√
2.

• Para todo (a+ b
√
2) ̸= 0 existe inverso multiplicativo

1

a+ b
√
2
=

(
1

a+ b
√
2

)(
a− b

√
2

a− b
√
2

)

=
a− b

√
2

a2 − 2b2

=

(
a

a2 − 2b2

)
︸ ︷︷ ︸

x

−

(
b

a2 − 2b2

)√
2︸ ︷︷ ︸

y
√
2

,

e o inverso multiplicativo de a+ b
√
2 também é da forma x+ y

√
2. Observamos que a2 − 2b2 ̸= 0

quando a, b ̸= 0.

• Finalmente, a soma e multiplicação de elementos em Q[
√
2] resulta em elementos em Q[

√
2]. So-

mando, (
a+ b

√
2
)
+
(
x+ y

√
2
)
= (a+ x) + (b+ y)

√
2.

Multiplicando: (
a+ b

√
2
)(
x+ y

√
2
)
= ax+ ay

√
2+ bx

√
2+ b

√
2y

√
2
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1.3. CORPO 9

= ax+ ay
√
2+ bx

√
2+ 2by

= (ax+ 2by) + (ay+ bx)
√
2. ◀

O próximo exemplo é o corpo Z2, de extrema importância em Computação. Este corpo é diferente dos
outros corpos que apresentamos por ser finito.

Exemplo 1.23. Neste exemplo exploramos um corpo com apenas dois elementos. Podemos representar os
valores lógicos “verdadeiro” e “falso” como 0 e 1, e estes serão os elementos de nosso corpo.

As operações que definiremos são as duas operações lógicas a seguir:

• “e”, também denotado por ∧. Por definição, o “e” de a e b é um se e somente se tanto a como b
valem um. A tabela-verdade da operação é

a b (a∧ b)

0 0 0

0 1 0

1 0 0

1 1 1

• “ou-exclusivo”, também denotado por ⊕. Por definição, o ou-exclusivo de a com b é um se e so-
mente se a e b tem valores diferentes (um deles é zero e outro é um). A tabela-verdade da operação
é

a b (a⊕ b)
0 0 0

0 1 1

1 0 1

1 1 0

O conjunto { 0, 1 } com as operações lógicas∧ (“e”) e⊕ (“ou exclusivo”) é um corpo: (i) as duas operações
são associativas; (ii) as operações são também comutativas; (iii) ∧ é distributiva sobre ⊕ – a ∧ (b ⊕ c) =
(a∧b)⊕ (a∧c); (iv) há elementos neutros: 0 para⊕ e 1 para∧; (v) todo elemento do corpo é seu próprio
inverso aditivo; (vi) O único elemento diferente de 0 (que é o 1) tem inverso multiplicativo (ele mesmo).

Este corpo é chamado de Z2, porque é subconjunto dos inteiros com dois elementos4. Observe que as
operações ⊕ e ∧ também podem ser descritas usando soma e multiplicação: se a e b pertencem a {0, 1},
então

• a⊕ b é o mesmo que o resto da divisão de a+ b por 2, e

• a∧ b é o mesmo que ab. ◀

As operações em Z2 (e, ou-exclusivo) são normalmente implementadas por circuitos lógicos usados na
construção de computadores e outros dispositivos digitais.

4Este corpo também é chamado deGF2, ondeGF significa “Galois Field”, corpo de Galois – um corpo “de Galois” é um corpo finito.
O nome é referencia ao matemático Francês Évariste Galois, que foi quem introduziu a idéia de corpos com quantidade finita de
elementos.
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10 CAPÍTULO 1. ESPAÇOS VETORIAIS

Exemplo 1.24. Este exemplo está em nível de abstração acima do resto do texto, e deve ser considerado
opcional.

Um número é chamado de algébrico se é raiz de algum polinômio

anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a1x+ a0,

onde os ai são inteiros. Um número que não é algébrico é chamado de transcendental.
O conjunto de todos os números algébricos é um corpo, chamado de corpo de números algébricos, muitas

vezes denotado por A. Este corpo contém Q, i =
√
−1, todos os múltiplos de i com coeficientes raci-

onais, a razão áurea5 φ, mas não contém números transcendentais como π e e. Alguns outros números
transcendentais (e que portanto não pertencem a A) são

• 2
√
2, o número de Hilbert.

• sen 1, e de maneira geral sen x, cos x e tan x para todo número algébrico x diferente de zero.

• ii = e−π/2 = 0.207879576 . . .

• 0.12345678910111213141516 . . ., o número de Champernowne, que é construído concatenando os
dígitos dos números naturais 1, 2, 3, . . .

Há aplicações importantes deste corpo – por exemplo, os números algébricos são usados em um método
para obter a fatoração de números inteiros grandes, algo de grande relevância em Criptanálise.

Não mostraremos neste texto que A é um corpo. ◀

⋆ 1.3.1 Operando com corpos
Tudo o que pudermos fazer usando as operações de corpo em números reais, também podemos fazer

com outros corpos. Em particular, é interessante observar que podemos resolver equações e sistemas de
equações em qualquer corpo.
Exemplo 1.25. Facilmente resolvemos a equação linear 2x+ 3 = 10 em R, isolando x e obtendo

x =
10− 3

2
=
7

2
.

Agora resolvemos equações lineares em corpos diferentes. Por lineares entendemos equações onde uma
incógnita pode aparecer multiplicada por uma constante (ou seja, um elemento do corpo), mas não por
outra incógnita ou por ela mesma.

Primeiro, resolvemos 3x+ 10+
√
2 = 1+ 16

√
2 emQ[

√
2]: isolamos x e obtemos

3x = 1− 10+ 16
√
2−

√
2

5φ é a razão a/b para todos reais tais que a+b
a

= a
b
. A razão áurea está presente na Natureza de diversas formas, e é importante

em muitas áreas das Ciências e Artes. Seu valor é 1+
√
5

2
, também igual à fração

1 +
1

1 +
1

1 +
1

1 +
. . .

.
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1.4. ESPAÇOS VETORIAIS 11

3x = −9+ 15
√
2

x = −3+ 5
√
2.

Este exemplo parece bastante natural, porque realizamos as operações usuais de soma e multiplicação, e
suas inversas (subtração e divisão). Resolvemos agora uma equação em Z2. Como os elementos do corpo
são apenas 0 e 1, somente eles podem ser usados na equação (ou seja, as constantes e incógnitas valem 0
ou 1). Em Z2, as operações que usamos são soma (ou exclusivo) e multiplicação (“e” lógico). Observamos
que neste corpo a função inversa da soma é ela mesma, porque

1⊕ 1 = 0.

Embora isto possa, em um primeiro contato, parecer incorreto, nada na definição de corpo impede que
somar dois números seja o mesmo que somar um número com seu inverso aditivo.

Resolveremos agora a equação 1∧ x⊕ 1 = 0. Isolamos x:

1∧ x⊕ 1 = 0

x⊕ 1 = 0 (porque 1∧ x = x)
x⊕ 1⊕ 1 = 0⊕ 1 (⊕1 em ambos os lados)

x⊕ 0 = 0⊕ 1 (1⊕ 1 = 0)
x⊕ 0 = 1 (0⊕ 1 = 1)

x = 1. ◀

Exemplo 1.26. Também podemos resolver sistemas de equações lineares. Neste exemplo denotamos ∧
por · para que a notação fique mais limpa; por exemplo, ao invés de 1∧ a⊕ 0∧ b, escrevemos 1a⊕ 0b.

Em Z2, resolvemos um sistema 2× 2. {
1x⊕ 1y = 1

0x⊕ 1y = 1

Como 0x = 0, e 1y = 1, da segunda equação temos 0 ⊕ y = 1, e segue imediatamente que y = 1.
Substituindo na primeira equação, obtemos

1x⊕ 1 · 1 = 1

x⊕ 1 · 1 = 1 (1x = x)
x⊕ 1 = 1 (1 · 1 = 1)

x = 0

Verificamos agora a solução que encontramos (x = 0, y = 1):{
1(0)⊕ 1(1) = 1,
0(0)⊕ 1(1) = 1

que se traduz em {
0⊕ 1 = 1,
0⊕ 1 = 1

que está de acordo com o que esperávamos.
A solução de sistemas de equações em Z2 é de grande importância em Criptografia e Criptanálise. ◀
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12 CAPÍTULO 1. ESPAÇOS VETORIAIS

1.4 Espaços vetoriais

Umespaço vetorial é uma estrutura que generaliza as propriedades de vetores emR3, como as conhecemos
da Geometria Analítica. Em um espaço vetorial podemos somar elementos e realizar multiplicação – não
por elementos do próprio espaço, mas por escalares, que são elementos de um outro conjunto (um corpo).

Definição 1.27 (Espaço Vetorial). Um espaço vetorial sobre um corpoK é um conjunto V com duas opera-
ções, adição de vetores, denotada por+ emultiplicação por escalar, denotada por concatenação. A soma opera
em pares de vetores e retorna um vetor (+ : V × V → V), e a multiplicação por escalar opera em pares de
escalar e vetor, retornando um vetor (· : K× V → V). Para que V e K com as duas operações formem um
espaço vetorial as operações devem ter as seguintes propriedades:

• As duas operações são associativas:

c(dv) = (cd)v
u+ (v+ w) = (u+ v) + w.

• A soma de vetores (+) é comutativa: u+ w = w+ u.

• A multiplicação por escalar (·) é distributiva, tanto sobre adição de vetores como sobre adição de
escalares:

c(v+ w) = cv+ cw
(c+ d)v = cv+ dv.

• Existe um vetor 0, neutro para adição: v+ 0 = v.

• Para todo vetor v existe um vetor−v, tal que v+ (−v) = 0.

• 1v = v (a multiplicação pela identidade do corpo não modifica um vetor).

Dizemos que K é o corpo subjacente ao espaço vetorial V .
O espaço vetorial com um único elemento é chamado de espaço trivial. ♦

É de vital importância observar que definimos as operações como + : V × V → V e · : K× V → V , e
que portanto o vetor que resulta da aplicação delas deve sempre pertencer ao espaço V onde são definidas
(ou seja, vale o fechamento para as duas operações).

No espaço trivial, o único elemento deve necessariamente ser o vetor zero, porque a existência do
neutro aditivo é requisito.

É interessante observar que não definimos em um espaço vetorial o produto de um vetor por outro, e
isto está em consonância comonome “álgebra linear”: emuma forma linear,ax+b, multiplica-se a variável
x por um escalar a, mas não pelo próprio x ou por outra variável. Por exemplo, a forma ax2 + bx + c é
quadrática, e não linear.

A seguir temos exemplos de diferentes espaços vetoriais. Mostramos que são realmente espaços ve-
toriais: para isso mostramos que as operações de soma e multiplicação resultam em um vetor no mesmo
espaço, e que as operações tem as propriedades listadas na definição de espaço vetorial.

Exemplo 1.28 (vetores no plano). O conjunto de todos os vetores no plano com as operações de soma de
vetores e multiplicação por escalar é um espaço vetorial sobre R, porque:
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1.4. ESPAÇOS VETORIAIS 13

• Os vetores são pares de números reais, que podemos representar como vetores coluna.

• O corpo é R

• A operação de soma de vetores e a de multiplicação por escalar são associativas.

• A soma de vetores no plano é comutativa (u+ v = v+ u).

• Vale a distributividade de · sobre+. Se representarmos os vetores por v =
(
v1
v2

)
, etc, temos:

c

[(
u1

u2

)
+

(
v1
v2

)]
= c

(
u1

u2

)
+ c

(
v1
v2

)
(c+ d)

(
v1
v2

)
= c

(
v1
v2

)
+ d

(
v1
v2

)
.

• O vetor zero, 0 =
(
0
0

)
, quando somado a qualquer outro vetor v, resulta em v.

• Para todo vetor v há um outro vetor u, de mesma magnitude e orientação oposta, tal que v+ u = 0.

• A multiplicação de um vetor qualquer por 1 não altera o vetor.

Um vetor no plano é representado por dois números (ordenada e abscissa), e portanto podemos associar
cada vetor como produto cartesiano deR comR. Por isso o plano é denotadoR2, e o espaço tridimensional
é denotado R3. De maneira geral, denotamos o espaço de n dimensões por Rn (claro, para n > 3 perde-
mos a possibilidade de visualizar o espaço, mas ainda assim as operações com n coordenadas são análogas
àquelas em R2 e R3). ◀

Exemplo 1.29. Considere o conjunto de vetores em R2, com as seguintes operações:

• A operação usual de multiplicação por escalar

• A seguinte operação de soma de vetores:

(a, b)T ⊞ (x, y)T =
(√
ax,
√
by
)T
.

Se trocarmos a soma usual de vetores por esta operação, não teremos um espaço vetorial, porque esta
operação não é associativa, como fica claro ao calcularmos (i) (u ⊞ v) ⊞ w (a seguir, à esquerda); e (ii)
u⊞ (v⊞ w) (a seguir, à direita):

(i)

(u⊞ v)⊞ w = (
√
u1v1,

√
u2v2)

T ⊞ (w1, w2)
T

=

(√
w1

√
u1v1,

√
w2

√
u2v2

)T

(ii)

u⊞ (v⊞ w) = (u1, u2)
T ⊞ (

√
v1w1,

√
v2w2)

T

=

(√
u1

√
v1w1,

√
u2

√
v2w2

)T

Assim, (R2,⊞, ·) não é espaço vetorial. ◀

Antes dos próximos exemplos, demonstramos alguns fatos básicos a respeito de espaços vetoriais.
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14 CAPÍTULO 1. ESPAÇOS VETORIAIS

Teorema 1.30. Seja V um espaço vetorial e u, v ∈ V . Então

i) Se u+ v = v então u = 0.

ii) 0v = 0 (zero vezes um vetor é igual ao vetor 0).

iii) Para todo v, o vetor−v é único, e−v = (−1)v.

iv) c0 = 0 para qualquer escalar c.

v) Existe um únicow ∈ V tal que u+ w = v.

Demonstração. Demonstraremos cada item na ordem em que aparecem no enunciado.
(i)

u+ v = v
u+ v+ (−v) = v+ (−v)

u = 0

(ii) 0v = (0+ 0)v = (0v) + (0v). Pela propriedade anterior – (i) – temos necessariamente v = 0.
(iii) Sejam−v e v ′ dois opostos de v, ou seja,

−v+ v = 0
v ′ + v = 0.

Então−v e v ′ são iguais:

−v = −v+ 0 = −v+ (v+ v ′)
= (−v+ v) + v ′

= 0+ v ′

= v.

Além disso, temos
v+ (−1)v = 1v+ (−1)v = (1− 1)v = 0v = 0.

e portanto= −v = (−1)v.
(iv) k0 = k(v+ (−v)) para todo v. Usando (iii) que acabamos de provar, temos

k(v+ (−v)) = k(v+ (−1)(v))
= kv+ (−k)(v)
= (k− k)v
= 0v,

que pela propriedade (ii) acima, é igual a 0.
(v) Sejam u, v,w tais que u+ w = v. Então

u+ w = v
u− u+ w = v− u

w = v− u.

Como v + (−u) é definido de forma única porque −u é único (conforme a propriedade (iii) acima), w é
único. ■
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1.4. ESPAÇOS VETORIAIS 15

Exemplo 1.31 (polinômios). Denotamos o conjunto de todos os polinômios em x com grau≤ n e coefici-
entes reais por Rn[x].

Polinômios podem ser somados e multiplicados por escalares:

• A soma de dois polinômios anxn + an−1x
n−1 + · · ·+ a0 e bnxn + bn−1x

n−1 + · · ·+ b0 é

(an + bn)x
n + (an−1 + bn−1)x

n−1 + · · ·+ (a0 + b0). (1.1)

Por exemplo,(
3x3 + 2x2 − 8

)
+

(
− x3 + x+ 1

)
= (3− 1)x3 + (2+ 0)x2 + (0+ 1)x+ (−8+ 1)

= 2x3 + 2x2 + x− 7.

• A multiplicação de um real k por um polinômio anxn + an−1x
n−1 + · · ·+ a0 é igual a

kanx
n + kan−1x

n−1 + · · ·+ ka0. (1.2)

Por exemplo,

7

(
3x3 + 4x2 − 1

)
= 7(3)x3 + 7(4)x2 + 7(−1)

= 21x3 + 28x2 − 7.

Para qualquer n ≥ 0, Rn[x] é um espaço vetorial.

• Como estamos trabalhando compolinômios reais, consideramos que o o corpo subjacente com sendo
R.

• A soma de dois polinômios de grau≤ n resulta em outro polinômio de grau≤ n, conforme a equa-
ção 1.1.

• A multiplicação de um polinômio de grau≤ n por um escalar resulta em outro polinômio de mesmo
grau (ou em zero, se o escalar for zero), conforme a equação 1.2.

• A soma de polinômios é associativa: dados tres polinômios p(x), q(x), e r(x), então

(p(x) + q(x)) + r(x) = p(x) + (q(x) + r(x)).

• A multiplicação de um polinômio por um escalar é associativa: sejam p(x), q(x), e r(x) três polinô-
mios e c, d números reais. Então

c
[
dp(x)

]
= (cd)p(x)

p(x) +
[
q(x) + r(x)

]
=
[
p(x) + q(x)

]
+ r(x).

• A soma de polinômios é comutativa: p(x) + q(x) = q(x) + p(x).
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16 CAPÍTULO 1. ESPAÇOS VETORIAIS

• Vale a distributividade da multiplicação sobre a soma. Sejam p(x) e q(x) polinômios e c, d números
reais. Temos

c
[
p(x) + q(x)

]
= cp(x) + cq(x)

(c+ d)p(x) = cp(x) + dp(x)

• O número zero é, ele mesmo, um polinômio, e a soma de um polinômio p(x) com zero resulta em
p(x). Assim, 0 é elemento neutro para soma.

• para todo polinômio p(x) com grau ≤ n há um outro, de mesmo grau (−p(x), o polinômio p(x)
multiplicado por−1), tal que p(x) + (−p(x)) = 0.

• A multiplicação de um polinômio por 1 não modifica o polinômio. ◀

Exemplo 1.32. Considere o conjunto de pontos definido no plano pela função y = 2x2. Tratamos cada
ponto do gráfico da função como um vetor em nosso espaço vetorial, e definimos as duas operações:

• soma de vetores: somamos as primeiras coordenadas dos pontos, e calculamos a segunda.

(x1, 2x
2
1) + (x2, 2x

2
2) =

(
x1 + x2, 2(x

2
1 + x

2
2)
)
.

Note que a operação de soma não envolve somar a segunda coordenada de cada vetor!

• multiplicação por escalar: multiplicamos a primeira coordenada do ponto pelo escalar, e calculamos a
segunda.

k(x, 2x2) = (kx, 2[kx]2)

A próxima figura ilustra geometricamente a seguinte operação de soma de vetores:

(−2, 8) + (1, 2) =
(
− 2+ 1, 2(−2+ 1)2

)
=
(
− 1, 2(−1)2

)
= (−1, 2).

−2 −1 1 2

−4

−2

2

4

6

8

0 x

y
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1.4. ESPAÇOS VETORIAIS 17

A operação de multiplicação é análoga.

• As operações são associativas;

• A soma é comutativa;

• A multiplicação por escalar é distributiva;

• O vetor (0, 0) pertence ao nosso espaço, e é neutro para adição;

• Todo vetor tem um inverso aditivo: se v = (x, 2x2), então −v = (−x,−2x2). Temos v + (−v) =
(0, 0);

• A multiplicação de um vetor por um não o modifica: 1(x, 2x2) = (x, 2x2). ◀

Exemplo 1.33 (funções). Seja F(R) o conjunto de todas as funções de R em R. Por exemplo, f(x) = 2x,
g(x) = tan(x) são elementos de F(R). Podemos somar duas funções e multiplicar uma função por um
escalar: sejam f, g ∈ F . Então,

• A soma de f com g é f+ g, tal que (f+ g)(x) = f(x) + g(x).

• A multiplicação de f por um número real k é kf, tal que (kf)(x) = k(f(x)).

O conjunto F , com as operações de soma de funções e multiplicação por escalar, é um espaço vetorial:

• A soma de funções é comutativa:

(f+ g)(x) = f(x) + g(x) = g(x) + f(x) = (g+ f)(x).

• A multiplicação de função por escalar é associativa:

c(d(f(x)) = (cd)f(x)

• A soma de funções é associativa:[
(f+ g) + h

]
(x) =

[
f(x) + g(x)

]
+ h(x)

= f(x) + g(x) + h(x)

= f(x) +
[
g(x) + h(x)]

=
[
f+ (g+ h)

]
(x).

• Vale a distributividade da multiplicação sobre a soma:

k(f+ g)(x) = k
(
f(x) + g(x)

)
= kf(x) + kg(x).

• A função constante f(x) = 0 é o neutro aditivo: para toda função g,

(f+ g)(x) = f(x) + g(x) = 0+ g(x) = g(x).

• Toda função f tem um inverso aditivo, que é (−1)f.[
f+ (−1)f

]
(x) = f(x) + (−1)f(x) = f(x) − f(x) = 0 = z(x),

onde z(x) é a função constante zero.



Ve
rs
ão
Pr
el
im
in
ar

Ál
ge
br
a L
in
ea
r

Je
rô
ni
m
o
Pe
lle
gr
in
i

18 CAPÍTULO 1. ESPAÇOS VETORIAIS

• A multiplicação de uma função por 1 não a modifica. ◀

Exemplo 1.34 (números reais, operações trocadas). As operações usadas em espaços vetoriais não preci-
sam ser a soma e multiplicação usuais. Elas precisam apenas ter as propriedades listadas na definição de
espaço vetorial. Por exemplo, podemos definir o seguinte espaço vetorial:

• O conjunto de vetores é R∗ (os números reais exceto o zero);

• O corpo usado é R;

• A operação de soma de vetores é a multiplicação de reais: u⊕ v = uv

• A operação de multiplicação por escalar é a exponenciação: c⊙ v = vc

Neste espaço, o elemento identidade para soma deve ser necessariamente 1: x · 1 = x. O inverso aditivo
de cada elemento x é x−1. ◀

Exemplo 1.35 (matrizes). O conjunto de todas as matrizes reais m × n, que denotamos Mm×n, é um
espaço vetorial: podemos somarmatrizes emultiplicá-las por escalares reais, e as propriedades necessárias
são mantidas. Este é um espaço vetorial sobre R, já que os escalares que multiplicamos pelas matrizes são
reais. ◀

Exemplo 1.36. Este exemplo aborda a relação entre os vetores de um espaço e o corpo subjacente, e ilustra
um fato muito importante. Tentaremos construir um espaço vetorial de duas maneiras parecidas. Uma
delas funcionará e a outra não.

Se tomarmos todas as matrizes 2× 2 com coeficientes reais, mas usarmos o corpoQ para os escalares,
não teremos problemas. Ao multiplicarmos um escalar racional pela matriz real, obtemos outra matriz
real. Por exemplo,

m

n

(
π 0
e

√
2

)
=

(
πm
n

0
em
n

m
√
2

n

)
.

Assim, podemos ter o corpo subjacente igual aQ, mas commatrizes reais como vetores. Temos um espaço
vetorial sobreQ.

Já o contrário não é possível: suponha que queiramos usar apenas matrizes 2× 2 racionais e escalares
reais, portanto V é o conjunto destas matrizes – e excluímos assim todas as matrizes que tem elementos
irracionais. As operações poderão resultar em matrizes reais:

√
3

(
1 0
3 −2

)
=

( √
3 0

3
√
3 −2

√
3

)
.

Esta última matriz tem elementos irracionais, e não pertence a V , portanto não temos um espaço vetorial.
◀

Exemplo 1.37 (sequências). Começamos este exemplo com a definição de sequências.

Definição 1.38 (sequência). Uma sequência é uma função deN∗ emR. Sequências normalmente são deno-
tadas por (an), (bn). O n-ésimo termo da sequência (ou seja, a valor função para o argumento igual a n)
é usualmente denotado por an, bn, etc, sem os parênteses, ao invés da notação tradicional para funções
a(n), b(n), etc. ♦
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1.4. ESPAÇOS VETORIAIS 19

Por exemplo, podemos definir uma sequência (an):

a1 = 2

an = 2an−1 + 1

Temos então a1 = 5, a2 = 11, a3 = 23, . . ..
Um exemplo bastante conhecido é a sequência de Fibonacci, dada por

F1 = 1

F2 = 1

Fn = Fn−1 + Fn−2.

A seguir mostramos os primeiros números da sequência de Fibonacci.

F1 = 1 F5 = 5
F2 = 1 F6 = 8
F3 = 2 F7 = 13
F4 = 3 F8 = 21

Sejam (an), (bn), . . . sequências. Definimos as operações de somade sequências emultiplicaçãode sequên-
cia por escalar da maneira natural:

• A soma de duas sequências (cn) = (an) + (bn) é sequência onde cada termo ci é a soma de termos
a+ i+ bi.

• A multiplicação de uma sequência (an) por um número real k é a sequência (cn) = k(an), cujos
termos são ci = kci.

Por exemplo, se (an) = (2, 4, 6, 8, . . .) é a sequência dos pares começando comdois, e (bn) = (10, 20, 30, 40, . . .)
é a sequência dos múltiplos de dez, começando com dez, então

(an) + (bn) = (12, 24, 36, 48, . . .)

3(an) = (6, 12, 18, 24, . . .)

Então o conjunto de todas as sequências é um espaço vetorial:

i) a soma de sequências é associativa e comutativa;

ii) a multiplicação de sequência por escalar é associativa;

iii) a sequência zn = 0 é neutra para soma de sequências;

iv) para toda sequência (an), existe uma sequência (−an) tal que (an) + (−an) = (zn). ◀

Exemplo 1.39 (soluções de equação diferencial).⋆ Uma equação diferencial ordinária é uma equação envol-
vendo uma função e uma ou mais de suas derivadas. Uma resumida introdução às Equações Diferenciais é
dada no Apêndice δ.

Considere a equação diferencial
y ′′ − y = 0. (1.3)
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20 CAPÍTULO 1. ESPAÇOS VETORIAIS

• A equação é linear, porque é da forma any(n) + an−1y
(n−1) + · · ·+ a1y+ a0 = f(x).

• A equação é homogênea, porque apenas a variável dependente aparece na equação – não vemos a
variável independente nem constantes (a0 = 0, f(x) = 0).

As soluções da equação 1.3 são da forma

y = aex − be−x,

porque para todo x ∈ R,
d2

dx2
aen − bey −

d

dx
aen − bey = 0.

onde a e b são constantes arbitrárias. As soluções formam um espaço vetorial: a soma de duas soluções
resulta em outra solução – sejam (a,b) e (α,β) as constantes que determinam duas soluções diferentes para
a EDO. Então

aex − be−x + αex − βex = (a+ α)ex − (b+ β)e−x

A multiplicação por escalar também resulta em outra solução:

c(aex + be−x) = (ca)ex + (cb)e−x.

Finalmente, as propriedades de espaço vetorial valem: (i) a soma de soluções é associativa e comutativa;
(ii) a multiplicação por escalar é associativa; (iii) y = 0 é solução (com a = b = 0), e funciona como neutro
aditivo; (iv) toda solução tem oposto – basta multiplicá-la por−1; (v) multiplicar 1 por uma solução não a
modifica.

O conjunto de soluções para qualquer EDO linear homogênea é sempre um espaço vetorial.
Uma excelente introdução às Equações Diferenciais é o livro de Tenenbaum em Pollard [TP63]. Mais

resumidos, os livros de Coddington [Cod61] e Bear [Bea62] são também ótimos textos sobre o assunto. ◀

Exemplo 1.40 (variáveis aleatórias). SejaΩ o espaço amostral de um experimento aleatório. Uma variável
aleatória real é uma função X : Ω→ R.

Por exemplo, se o espaço amostral é o conjunto de pessoas em um prédio, a função que mapeia cada
pessoa em sua massa corporal é uma variável aleatória.

O conjunto de todas as variáveis aleatórias emΩ é um espaço vetorial quando usamos a operação usual
de soma de variáveis aleatórias, e a multiplicação de uma variável aleatória por escalar real.

SejamA e B duas variáveis aleatórias definidas no mesmo espaço amostralΩ, e seja C = A+ B. Para
todo evento simplesω ∈ Ω, C(ω) = A(ω) + B(ω). Fica portanto claro que:

• A soma de variáveis aleatórias é associativa e comutativa.

• A multiplicação de variável aleatória por escalar é distributiva sobre a soma.

• A variável aleatória Z, que leva todo elemento deΩ em 0, é o elemento neutro para adição.

• Se A é variável aleatória, então a variável aleatória −A, que leva os elementos do espaço amostral
aos valores opostos aos queA leva, também é.

• Multiplicar uma variável aleatória por 1 não a modifica.

Mostramos então que o conjunto das variáveis aleatórias reais em ummesmo espaço amostral é um espaço
vetorial sobre R. ◀
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Exemplo 1.41 (sequências de bits).⋆ Mencionamos no exemplo 1.23 o corpo Z2, onde as operações são o
“e” (∧) e o “ou-exclusivo” (⊕). Definimos agora um espaço vetorial sobre este corpo, de maneira análoga
a Rn sobre os reais. Cada vetor é uma sequência de n bits, e as operações são:

• Soma: é feita elemento a elemento – somar o vetorb = (b1, b2, . . . , bn) comovetorb ′ = (b ′
1, b

′
2, . . . , b

′
n)

resulta em (b1 ⊕ b ′
1, b2 ⊕ b ′

2, . . . , bn ⊕ b ′
n). Por exemplo,

(0, 1, 0, 1, 1)

⊕ (0, 0, 1, 1, 0)

= (0, 1, 1, 0, 1)

• Multiplicação por escalar: é feita elemento a elemento – multiplicar c pelo vetor (b1, b2, . . . , bn) re-
sulta em (cb1, cb2, . . . , cbn). Comohá somente dois escalares no corpo (0 e 1), listamos aqui o efeito
da multiplicação de vetores por eles.

1∧ (b1, b2, . . . , bn) = (b1, b2, . . . , bn)

0∧ (b1, b2, . . . , bn) = (0, 0, . . . , 0).

Este espaço é chamado de Zn
2 . ◀

Exemplo 1.42 (ciclos em grafo).⋆⋆ Um grafo é uma representação gráfica de uma relação em um conjunto.
Grafos tem aplicação em uma enorme quantidade de áreas das Engenharias, da Computação e da Matemá-
tica. A figura a seguir mostra exemplos de grafos.

É usual dar nomes aos nós, e desenhar o grafo com os nomes de cada nó seu lado.
Para poder trabalhar com grafos como objetos matemáticos, precisamos dar a eles uma definição for-

mal. Definimos um grafo como um par (V, E), onde V é um conjunto de vértices (representados grafica-
mente como “pontos”) e E um conjunto de arestas (graficamente são os “traços” que unem vértices), de
forma que cada aresta em E seja um conjunto de dois dos vértices em V .

Damos um exemplo de grafo na próxima figura.
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a
b

c

d
e

f

O conjunto de vértices do grafo é

V = {a, b, c, d, e, f}.

As arestas são

E =

{
{a, c}, {a, d}, {b, c},

{b, e}, {b, f}, {c, d}

}
.

Um subgrafo é uma “parte” de um grafo.

Definição 1.43 (subgrafo). SejaG = (V, E) um grafo. Um subgrafo deG é um grafoG ′ = (V ′, E ′) tal que
V ′ ⊆ V e E ′ ⊆ E. ♦

O grafo em negrito na figura a seguir é um subgrafo do grafo anterior. Neste texto, quando quisermos
mostrar um subgrafo, ele será desenhado em negrito sobre o grafo original, que será desenhado em tom
de cinza claro.

a
b

c

d
e

f

O vetor característico de um conjunto de arestas é um vetor com E posições. A posição i do vetor é um se ei
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está no subgrafo, e zero se não está. Por exemplo, o vetor característico do subgrafo que mostramos é

{a, b} →
{a, c} →
{a, d} →
{a, e} →
{a, f} →
{b, c} →
{b, d} →
{b, e} →
{b, f} →
{c, d} →
{c, e} →
{c, f} →
{d, e} →
{d, f} →



0

1

0

0

0

0

0

0

1

1

0

0

0

0


Os elementos do vetor característico são 0 e 1. Será conveniente usarmos as operações deZ2 nestes vetores.
Multiplicar um vetor por 1 é o mesmo que realizar a operação de “e”, e portanto resulta no mesmo vetor
(não modifica o subgrafo):

1 · (0, 1, 1, 0, 0, 1)T = (0, 1, 1, 0, 0, 1)T .

A multiplicação por zero resulta no vetor zero (e portanto no grafo sem arestas, contendo somente os
vértices), ou seja, multiplicar um subgrafo por zero o faz “desaparecer”.

A soma de dois vetores é feita elemento-a-elemento, com a operação de soma em Z2 (ou seja, usando
ou-exclusivo):

(0, 1, 1, 0, 0, 1)T ⊕ (1, 1, 0, 1, 0, 1)T = (1, 0, 1, 1, 0, 0)T .

Em um grafo, esta operação representa a soma de dois subrafos: se uma aresta existe somente em um dos
subgrafos, ela passa a existir na soma. Se uma aresta existe nos dois subgrafos, ela deixa de existir na soma.
A figura a seguir ilustra a soma de dois subgrafos. Observe que as arestas (a, b), (b, c) e (d, e) existiam em
ambos os grafos, e não existem na soma (elas aparecem em cinza claro na ilustração, apenas para facilitar
sua identificação).

a
b

c

d

e

⊕

a
b

c

d

e
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=

a
b

c

d

e

Um ciclo em um grafo é uma sequência de arestas (e1, e2, . . . , ek) que formam um caminho, iniciando com
um vértice e terminando nele mesmo6. A figura a seguir ilustra um ciclo em um grafo; o ciclo é formado
pelos vértices (a2, a3, b1, b0).

a0

a1

a2a3

a4
b0

b1b2

b3

b4

Quando somamos dois grafos, cada um composto por ciclos disjuntos (isto é, ciclos que não compartilham
arestas), o resultado tambéméumgrafo composto por ciclos disjuntos. Não demonstraremos este fato, mas
ilustramos com um exemplo. A figura a seguir mostra dois grafos,G eH. Estes grafos tem dois vértices (c
e d) e uma aresta (c−−d) em comum.

G =

a

c

d

b

k

j

l
H =

c

d

e

h

g

i

O resultado da soma dos dois grafos,G⊕H, é mostrado a seguir.

6Esta definição está simplificada. Para mais detalhes, o leitor poderá consultar a literatura de Teoria dos Grafos – por exemplo, o
livro de Bondy e Murty [BM08]
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a

c

e

h

d

b g

i

k

j

l

Seja C a união dos subgrafos sem arestas com o conjunto dos subgrafos de G que consistem de uniões de
ciclos. C com as operações que definimos é um espaço vetorial sobre Z2:

• Grafos sem arestas são o elemento neutro (zero), e sua soma com qualquer outro grafo de ciclos
resulta no próprio grafo de ciclos;

• A soma de dois ciclos resulta em um ciclo;

• A multiplicação de um elemento por 1 resulta no próprio elemento; por 0 resulta no grafo sem ares-
tas. ◀

1.5 Subespaços

Definição 1.44 (Subespaço). Seja V um espaço vetorial, e seja também U ⊆ V . Se as mesmas operações
que tornamV um espaço vetorial7 também tornamU um espaço vetorial, entãoU é um subespaço deV . ♦

Teorema 1.45. Todo espaço vetorial V não trivial tem pelo menos dois subespaços: o próprio V e o espaço trivial.

Demonstração. O espaço trivial é subespaço de qualquer espaço V porque

• { 0 } ⊆ V .

• Como só há um elemento no espaço trivial, não há vetores a somar.

• A multiplicação de qualquer escalar por 0 é associativa: (cd)0 = c(d0) = 0.

• O zero é neutro para adição (0+ 0 = 0).

• Para todo vetor no espaço trivial (ou seja, somente para o zero), 0+−0 = 0.

• A multiplicação de 1 por 0 é igual a 0 (ou seja, não modifica o vetor zero).

Claramente V também é subespaço de V , porque V ⊆ V . ■

Exemplo 1.46. Considere o espaçoR3. O conjunto de pontos da forma (v1, v2, 0) é um subespaço, porque:
(i) a soma de dois pontos desta forma resulta emoutro tambémdamesma forma: (u1, u2, 0)+ (v1, v2, 0) =
(u1 + v1, u2 + v2, 0), e (ii) a multiplicação por escalar também resulta em outro ponto da mesma forma:
c(v1, v2, 0) = (cv1, cv2, 0). Além disso, (i) a soma de vetores (os pontos) é associativa e comutativa; (ii) a
multiplicação de vetores por escalar é associativa:

c(du) = c(d(u1, u2, 0))

7Alguns autores dizem queU é “munido” das mesmas operações de V .
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= c(du1, du2, 0)

= (cdu1, cdu2, 0)

= (cd)(u1, u2, 0)

= (cd)u,

e

u+ (v+ w) = (u1, u2, 0) + [(v1, v2, 0) + (w1, w2, 0)]

= (u1, u2, 0) + (v1 +w1, v2 +w2, 0)

= (u1 + v1 +w1, u2 + v2 +w2, 0)

= [(u1 + v1, u2 + v2, 0)] + (w1, w2, 0)

= [(u1, u2, 0) + (v1, v2, 0)] + (w1, w2, 0)

= (u+ v) + w;

(iii) a multiplicação por escalar é distributiva:

c(u+ v) = c [(u1, u2, 0) + (v1, v2, 0)]

= c(u1, u2, 0) + c(v1, v2, 0)

= cu+ cv,

e

(c+ d)v = (c+ d)(v1, v2, 0)

= c(v1, v2, 0) + d(v1, v2, 0)

= cv+ dv;

(iv) o vetor 0 = (0, 0, 0) é neutro para soma; (v) para todo vetor (u1, u2, 0) existe um vetor (−u1,−u2, 0)
tal que (u1, u2, 0) + (−u1,−u2, 0) = 0; (vi) multiplicar 1 por um vetor v não modifica o vetor.

Este exemplo mostra também que podemos visualizar R2 como subespaço de R3 uma vez que igno-
rando a terceira coordenada (que é igual a zero), temos um plano. ◀

Exemplo 1.47. Sabemos que os reais são um espaço vetorial (os vetores são números reais, e o corpo subja-
cente é o próprioR). Os racionais não são subespaço dos reais, porque amultiplicação de x ∈ Q por escalar
real não necessariamente é racional: π · (2/3) = 2π/3. ◀

Se sabemos que V é um espaço vetorial e U ⊆ V , já sabemos também que todas as propriedades das
operações em V também valem em U (porque as operações são as mesmas). Resta apenas determinar se
este subconjunto é fechado para as operações de soma de vetores e multiplicação por escalar. Para isso,
verificamos que: (i) o vetor zero pertence a U; (ii) as operações de soma e multiplicação por escalar de
elementos deU resultam em elementos também deU.

A figura a seguir mostra, por exemplo, dois subconjuntos de um espaço vetorial V . No primeiro caso,
U é subconjunto, mas há vetores x e y tais que x + y = z /∈ U. Como esta condição já não é satisfeita,
podemos dizer queU não é subespaço de V . No segundo caso, a soma de quaiquer x e y está emW, o zero
está emW, e para todo x e todo c, cx está emW, portantoW é subespaço de V .
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U

V

x

y

z+

W

V

x

y

z+

0

cx

·c

Teorema 1.48. Se V é um espaço vetorial e U ⊆ V , de forma que 0 ∈ U e U é fechado para as operações de
multiplicação por escalar e soma de vetores, entãoU é subespaço de V .

Exemplo 1.49. Considere o subconjunto de R2, X = { (x, y) : x+ y = 0 }. X é subespaço de R2, porque
(0, 0) ∈ X; a soma de dois vetores de X resulta em outro vetor de X. Sejam (a, b) e (x, y) pontos de X.

(a, b) + (x, y) = (a+ x, b+ y)

Somando as coordenadas do novo vetor, temos

(a+ x) + (b+ y) = (a+ b) + (x+ y) = 0+ 0 = 0.

a multiplicação de vetores de X por escalar resulta em outro vetor de X. Seja (x, y) vetor em X e c um
escalar.

c(x, y) = (cx, cy)

Então

cx+ cy = c(x+ y) = 0c = 0.

O conjunto X definido acima é a reta y = −x. Há outras retas que são subespaços deR2: basta que passem
pela origem (porque precisamos do vetor 0).

Geometricamente, podemos verificar que a adição de vetores nesta reta resulta sempre em outro vetor
também sobre a mesma reta – e que a multiplicação por escalar tambémmantemos vetores na reta. Como
alémdisso a reta pasa pela origem, o vetor zero está tambémna reta, e portanto, como soma emultiplicação
por escalar resultam em vetores na reta, e ela contém o zero, trata-se de um subespaço de R2.
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−4 −2 2 4

−4

−2

2

4

0
0

x

y

O raciocínio geométrico que fizemos obviamente vale para qualquer reta passando pela origem (e real-
mente, são todas subespaços de R2).

De maneira geral, o conjunto { (x1, x2, . . . , xn) :
∑
xi = 0 } é subespaço de Rn. ◀

Exemplo 1.50. Considere o conjunto de pontos X = { (x, y) : x+ y = 1 }. X é subconjunto de R2, mas
não é um subespaço de R2, porque

i) (0, 0) /∈ X.

ii) A soma de dois vetores de X não resulta em outro vetor de X.

iii) A multiplicação de um vetor de X por escalar não resulta em outro vetor de X.

−4 −2 2 4

−4

−2

2

4

0
0

x

y

◀

Exemplo 1.51. Considere o conjunto de pontos X = { (x, y) : x, y ∈ Z }, ilustrado na figura a seguir.
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−4 −2 2 4

−4

−2

2

4

0
0

x

y

X é subconjunto deR2, mas não é um subespaço deR2, porque a multiplicação de um vetor de X por escalar
real não resulta em outro vetor de X. Os escalares em um espaço vetorial não podem ser inteiros, porque
isto seria o mesmo que definir o espaço vetorial sobre Z, que não formam um corpo. ◀

Exemplo 1.52. Considere o subconjunto de R3, X = (x, 2x, x2)T , ou seja, vetores onde a segunda coor-
denada é o dobro da primeira e a terceira é o quadrado da primeira. X não é um subespaço vetorial de R3,
porque (1, 2, 1)T e (2, 4, 4)T pertencem aX, mas sua soma, (3, 6, 5)T não pertence aX (porque 32 ̸= 5). ◀

Exemplo 1.53. Para r ∈ R, o conjunto de pontos em uma circunferência, C = { x2 + y2 ≤ r2 } não é
subespaço de R2: a multiplicação por escalar leva pontos de C a pontos fora de C: para todo r podemos
encontrar um c tal que cx2 + cy2 > r. Geometricamente, o conjunto C define os vetores dentro de uma
circunferência comraio r – e qualquer vetor emCdiferente de zero pode sermultiplicadopor algumescalar
grande o suficiente para passar a ter magnitude maior que o raio. ◀

Exemplo 1.54. Podemos também voltar a atenção para o conjunto das funções contínuas cujo domínio é
R, que é denotado C0.

Para verificar que C0 é um espaço vetorial, verificamos que é um conjunto de funções de R em R, e
portanto valem os argumentos postos nos itens do exemplo 1.33 – e de fato, este conjunto é subconjunto
de F(R). No entanto, como o conjunto é diferente, precisamos garantir a presença do vetor (função) zero
e o fechamento das operações:

• A função constante zero, z(x) = 0, é contínua e está definida em R.

• A soma de duas funções contínuas definidas em R também é contínua em R.

• A multiplicação de uma função contínua por um escalar resulta em outra função, também contínua.
◀

Exemplo 1.55. Uma função contínua pode não ser diferenciável (como |x|, por exemplo) ou pode ser de-
rivável k vezes (onde k pode ser infinito). O conjunto de funções k vezes diferenciáveis (ou seja, para as
quais a k-ésima derivada é definida) é denotado por Ck.

Verificamos que Ck é um espaço vetorial:

• A função constante zero, z(x) = 0, é derivável infinitas vezes.

• A soma de duas funções com a k-ésima derivada definida será uma função também k vezes derivável.
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• A multiplicação de uma função com a k-ésima derivada definida por um escalar resulta em outra
função, também k vezes derivável. ◀

Exemplo 1.56. O conjunto das funções f : R→ R contínuas, com domínio igual a um dado intervalo [a, b]
é denotado por C[a, b]. Para qualquer intervalo [a, b] não-vazio de R, C[a, b] é um espaço vetorial.

Para verificar que este é um espaço vetorial, observamos inicialmente que este não é um subconjunto
de F(R), porque os domínios das funções são diferentes: f : R → R, f(x) = x2 é diferente de g :
[a, b] → R, g(x) = x2. No entanto, podemos argumentar que o conjunto formado pelas funções em
F(R), restritas ao intervalo [a, b] é um espaço vetorial, e que C[a, b] é subespaço desse conjunto, pelos
mesmos argumentos que apresentamos para mostrar que C0 é subespaço de F(R). ◀

Exemplo 1.57. Vimos no exemplo 1.39 que o conjunto de soluções de uma EDO linear homogênea é um
espaço vetorial. Mencionamos ali também que as soluções de

y ′′ − y = 0

são as funções da forma
y(x) = aex − be−x = 0.

O conjunto de funções
g(x) = aex

é subespaço das soluções para esta EDO:

• A função zero é da forma aex, com a = 0;

• A soma é fechada: aex + αex = (a+ α)ex;

• A multiplicação por escalar é fechada: k(aex) = (ka)ex.

A solução geral especifica duas constantes arbitrárias, a e b. Fixando qualquer uma delas em zero, temos
um subespaço. ◀

Exemplo 1.58. As funções pares, ímpares, racionais e as funções definidas por polinômios são também
subespaços de F(R). ◀

Exemplo 1.59. Considere o sistema homogêneo de equações lineares, com n variáveis em equações.

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = 0
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = 0

...
am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = 0

.

O mesmo sistema pode ser escrito da forma Ax = 0, onde A é uma matrizm × n, com o coeficiente aij
na linha i e coluna j, x é o vetor coluna (x1, . . . , xn)T e 0 é o vetor coluna zero. Assim, podemos dizer
que as soluções paraAx = 0 são todos os vetores coluna x ∈ Rn que satisfazem o sistema homogêneo de
equações definido porA. Este conjunto de vetores é subespaço de Rn, como verificamos a seguir.

Faremos a demonstração de duas maneiras: primeiro, com o sistema na forma de equações, e depois
usando a forma matricial.

Na forma de equações:
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i) A solução com x1 = x2 = · · · = xn = 0 sempre é válida para sistemas homogêneos (ou seja, o vetor
0 sempre é solução). Para cada linha i, temos

ai1x1 + ai2x1 + · · ·+ ainxn
=ai1(0) + ai2(0) + · · ·+ ain(0)
= 0.

ii) A somade duas soluções é uma solução: Sejam (x1, x2, . . . , xn) e (y1, y2, . . . , yn) duas soluções para
o sistema. Então (x1 + y1, x2 + y2, . . . , xn + yn) também é solução: para cada linha i, verificamos
que

ai1(x1 + y1) + ai2(x2 + y2) + · · ·+ ain(xn + yn)

=ai1x1 + ai1y1 + ai2x2 + ai2y2 + · · ·+ ainxn + ainyn

=
(
ai1x1 + ai2x2 + · · ·+ ainxn + ainxn

)
+
(
ai1y1 + ai2y2 + · · ·+ ainyn + ainyn

)
= 0.

iii) A multiplicação de uma solução por escalar resulta em outra solução. O exercício 35 pede a demons-
tração deste item.

Usando a forma matricial:

i) A solução com x = 0 sempre é válida paraAx = 0, porqueA0 = 0.

ii) A soma de duas soluções é uma solução: SeAx = 0 eAy = 0, então

A(x+ y) = Ax+Ay (multiplicação é distributiva para matrizes)
= 0+ 0
= 0.

iii) A multiplicação de uma solução por escalar resulta em outra solução. SeAx = 0, então

A(kx) = kAx
= k0
= 0.

Note que sistemas homogêneos de equações lineares podemser tambémdefinidos comcoeficientes e variá-
veis em corpos diferentes deR. Assim, As soluções de um sistema deste tipo onde as variáveis e coeficientes
são complexos formam um subespaço de Cn, e de maneira geral, a soluções de um sistema como este em
um corpo K qualquer é subespaço de Kn. ◀

Exemplo 1.60.⋆ No espaço Z5
2, os vetores da forma 0xxx0 (ou seja, o primeiro e último elemento são zero)

formam um subespaço:

• O vetor zero, 00000, está contido no subespaço;

• A soma 0xxx0⊕ 0yyy0 resulta em um vetor da forma 0zzz0;
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• A multiplicação por escalar também resulta em vetores da mesma forma: 0∧ (0xxx0) = (00000), e
1∧ (0xxx0) = 0xxx0. ◀

Exemplo 1.61. Considere o espaço Z4
2. O conjunto a seguir é seu subespaço:

C = { 0000, 0011, 1101, 1110 } .

• 0000 ∈ C.

• A soma (⊕) de elementos de C resulta em outro elemento de C:

0011⊕ 1101 = 1110
0011⊕ 1110 = 1101
1101⊕ 1110 = 0011

Além disso, a soma de qualquer vetor com ele mesmo resulta em 0000, e a soma de qualquer vetor
com zero resulta no próprio vetor.

• A multiplicação (∧) pelos escalares resulta em elemento de C: 0∧ x = 0 e 1∧ x = x.

◀

Teorema 1.62. SejamU,W subespaços de um espaço vetorial V . EntãoU ∩W também é subespaço de V .

Demonstração. Como ambos são subconjuntos de V , basta mostrar queU∩W é fechado para as operações.
Sejam x, y ∈ U ∩W e c um escalar. Como x ∈ U e x ∈ W, temos cx ∈ U e cx ∈ W, e portanto

cx ∈ U ∩W,
Similarmente, como x, y estão tanto em U como emW, x + y também devem pertencer a U e aW.

Concluímos que x+ y ∈ U ∩W. ■

Exemplo 1.63. Considere os subespaços de R3:

A =
{
(x, y, 0)T : x, y ∈ R

}
B =
{
(x, y, 2y)T : x, y ∈ R

}
.

Estes subespaços são planos passando pela origem.

x
y

z

A

B
R

A interseção deles é R =
{
(x, 0, 0)T : x ∈ R

}
, que também é subespaço de R3. ◀
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Exemplo 1.64. O traço de uma matriz é a somatória dos elementos de sua diagonal.
Seja A o espaço das matrizes diagonais de ordem tres, e B o espaço das matrizes quadradas de ordem

tres com traço zero.
A interseçãoA ∩ B é o conjunto das matrizes diagonais de ordem tres com traço zero. Este é, também

um espaço vetorial, com as mesmas operações usuais de soma de matrizes e multiplicação por escalar. ◀

Exemplo 1.65. Seja F(R) o espaço vetorial das funções reais. Considere dois subespaços de F(R):

i) O conjunto das funções reais contínuas, C0;

ii) O conjunto das funções reais pares P.

A interseção desses dois é formada pelo conjunto das funções reais contínuas pares. Esta interseção é
também subespaço de F(R):

• A função constante zero é contínua e par;

• Multiplicar uma função contínua e par por um escalar resulta em outra função contínua e par;

• A soma de duas funções contínuas pares é uma função contínua par. ◀

Exemplo 1.66. Seja A o espaço de todas as sequências reais constantes, e B o espaço de todas as sequên-
cias de números inteiros pares. A interseção dos dois conjuntos é o conjunto das sequência de constantes
inteiros pares, que é também espaço vetorial. ◀

Definição 1.67 (Soma de espaços vetoriais). Se V é um espaço vetorial eU,W ⊂ V , então dizemos que

U+W = {u+w : u ∈ U,w ∈W}

é a soma deU eW. ♦

Exemplo 1.68. Os conjuntos A, da forma (0, x, y, 0)T , B da forma (0, 0, y, z)T são subespaços de R4. A
soma destes dois subespaços é

A+ B = {u+ v : u ∈ A, v ∈ B } .

o conjunto A + B contém vetores da forma (0, x, y, 0)T + (0, 0, y, z)T , que é o mesmo que (0, x, 2y, z)T ,
ou (0, x, y, z)T – a primeira coordenada é zero, e as outras três são livres (nenhuma depende da outra).

Note que há muitos vetores em A ∩ B. Por exemplo, (0, 0, 1, 0)T está tanto em A como em B, assim
como (0, 0, 2, 0)T – na verdade, (0, 0, c, 0)T ∈ A ∩ B para todo c ∈ R. ◀

Teorema 1.69. A soma de dois espaços vetoriais é um espaço vetorial.

Definição 1.70 (Soma direta). Seja um espaço vetorial V com subespaços U eW. Dizemos que V é soma
direta deU eW se V é soma deU eW, eU ∩W = { 0 }. Denotamos a soma direta por V = U⊕W. ♦

Exemplo 1.71. Considere dois subespaços de R2:

A = { (x, x)T : x ∈ R }

B = { (x,−x)T : x ∈ R }

O espaço A define a reta que cruza o primeiro e o terceiro quadrantes, passando pela origem. O espaço B
define a reta que cruza o segundo e o quarto quadrantes.

Os conjuntos A = { (x, y)T : x− y = 0 } e B = { (x, y)T : x+ y = 0 } descrevem duas retas em R2,
ambas contendo a origem.
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−4 −2 2 4

−4

−2

2

4

0
0

x

y

Então

A+ B = { a+ b : a ∈ A, b ∈ B }

= { (x, y)T : x+ y = 0 ou x− y = 0 } ,

mas comoA ∩ B = { 0 } eA+ B = R2, logo temos

A⊕ B = A+ B = R2. ◀

Exemplo 1.72. SejamA e B dois espaços vetoriais:

A = { (x, y, 0)T : x, y ∈ R }

B = { (a, 0, c)T : a, c ∈ R }

A somaA+ B não é direta, porque
(0, 2, 0) ∈ A ∩ B. ◀

Proposição 1.73. SejaV um espaço vetorial com subespaçosU eW. EntãoV = U⊕W se e somente se, para todo
v ∈ V , existe um único u ∈ U e um únicow ∈W tal que v = u+ w,

Exemplo 1.74. SejaA o subespaço de R3 formado pelos vetores da forma (x, y, 0)T , e seja B o subespaço
de R3 formado por vetores da forma (0, 0, z)T . Qualquer vetor de R3 pode ser descrito de forma única
como a soma de um vetor deA com outro de B:

(x, y, z)T = (x, y, 0)T + (0, 0, z)T ,

portanto R3 = A ⊕ B. Outra maneira de decompor R3 é em três subespaços, X, Y e Z, contendo vetores
da forma (x, 0, 0)T , (0, y, 0)T e (0, 0, z)T , respectivamente. Um vetor de R3 então pode ser decomposto
unicamente em

(x, y, z)T = (x, 0, 0)T + (0, y, 0)T + (0, 0, z)T .

Podemos generalizar, definindo que para qualquer n, Rn pode ser decomposto em subespaços onde cada
subespaço representa algumas das dimensões:

(v1, v2, . . . , vn)
T = (v1, 0, 0, . . .)

T

+ (0, v2, v3, 0, 0, . . .)
T
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+ . . .

+ (0, 0, . . . , vn)
T .

De maneira geral, R3 pode ser decomposto na soma direta de três retas não colineares, ou de um plano e
uma reta não pertenente a este plano (todos sempre passando pela origem). ◀

Exemplo 1.75. A soma do exemplo 1.68 não é soma direta, porque um vetor (0, a, b, c) emA+B pode ser
decomposto de diferentes maneiras:

(0, a, b, c)T = (0, a, b, c)T + (0, 0, 0, 0)T

= (0, a, 0, c)T + (0, 0, b, 0)T

= (0, a,
b

2
, 0)T + (0, 0,

b

2
, c)T

... ◀

Exemplo 1.76. Retomamos o exemplo 1.71, agora com foco na decomposição de vetores. Naquele exemplo,
fizemos a soma de duas retas,

A = { (x, x)T : x ∈ R }

B = { (x,−x)T : x ∈ R }

Podemos também observar que é possível escrever, de maneira única, qualquer vetor de R2 como soma de
um vetor dentro de cada reta na figura. ◀

Exemplo 1.77. SejaRn[x] o espaço vetorial dos polinômios com grau máximo n e coeficientes reais. Con-
sidere os dois subconjuntos de Rn[x]:

• Rm−1[x], o espaço dos polinômios com grau máximom− 1;

• Rm..n[x], o espaço dos polinômios com grau entrem e n, mais o polinômio zero, com 0 < m < n.

Qualquer polinômio de Rn[x] pode ser descrito unicamente como a soma de um polinômio de Rm−1(x)
com outro de Rm..n[x]:

anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ amx
m + am−1x

m−1 + . . .+ a1x+ a0

=
(
anx

n + an−1x
n−1 + . . .+ amx

m
)︸ ︷︷ ︸

∈Rm..n[x]

+
(
am−1x

m−1 + . . .+ a1x+ a0
)︸ ︷︷ ︸

∈Rm−1[x]

.

Note que o lado esquerdo pode ser zero (que pertence a Rm..n[x]) se todos os coeficientes ali forem zero.
Assim, temos Rn[x] = Rm[x]⊕ Rm..n[x].

Mais concretamente: sejaR4[x] o conjunto de todos os polinômios com grau nomáximo 4. EntãoR4[x]
pode ser decomposto, por exemplo, em

• R2[x], o espaço dos polinômios com grau máximo 2;

• R3..4[x], o espaço dos polinômios com grau entre 3 e 4, mais o polinômio zero.
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Qualquer polinômio de grau menor ou igual a quatro pode ser escrito como a soma de (i) um polinômio de
grau entre 3 e 4, ou zero, e um polinômio de grau no máximo 2:

a4x
4 + a3x

3 + a2x
2 + a1x+ a0

=
(
a4x

4 + a3x
3
)︸ ︷︷ ︸

∈R3..4[x]

+
(
a2x

2 + a1x+ a0
)︸ ︷︷ ︸

∈R2[x]

. ◀

Exemplo 1.78. O conjunto das funções lineares reais é

L = {f(x) = ax : a ∈ R}

O conjunto das funções constantes é

K = {f(x) = k : k ∈ R}

O conjunto das funções afim é
A = {f(x) = ax+ b : a, b ∈ R}

Estes três conjuntos, com as operações usuais, são espaços vetoriais. Tanto L como K são subespaços deA.
Mais ainda,A é soma direta de L e K,

A = L⊕ K,
porque a interseção de L e K é vazia (não existe função que seja ao mesmo tempo das duas formas).

Podemos notar também que cada função afim, da forma f(x) = ax + b, pode ser escrita de uma única
maneira como soma de uma função linear e uma constante:

ax+ b = ( ax︸︷︷︸
∈L

) + ( b︸︷︷︸
∈K

). ◀

Exemplo 1.79. Podemos somar o espaço das funções contínuas com o das funções pares. Isto resultará em
um espaço vetorial onde cada função é

• contínua, ou

• par, ou

• a soma de uma função contínua com uma função par (que pode não ser nenhuma das duas coisas).

No entanto, esta não é uma soma direta, porque a interseção dos dois conjuntos não é vazia: as funções
cos(x) e |x|, por exemplo, são contínuas e pares. ◀

Exemplo 1.80. Sejam

i) A o espaço gerado pelas sequências de bits 0110 e 1001;

ii) B o espaço gerado pela sequência de bits 0100;

iii) C o espaço gerado pela sequência de bits 1000.

O espaço Z4
2 é igual aA⊕ B⊕ C. Temos

A = {0000, 0110, 1001, 1111},

B = {0000, 0100},

C = {0000, 1000}.

Qualquer vetor (sequência de bits) de Z4
2 pode ser escrita como soma de vetores desses conjuntos. ◀
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1.6 Aplicações

Esta Seção detalha três exemplos práticos do uso de estruturas algébricas: o primeiro e o terceiro em Crip-
tografia; o segundo na determinação de um método para resolver o cubo mágico (ou cubo de Rubik); o
terceiro em Criptanálise; e o último em códigos corretores de erros. Grupos são tambémmuito usados em
algumas áreas da Química e da Física [Bis93; Ham89; Cor97].

1.6.1 Protocolo Diffie-Hellman para acordo de chaves [ grupo ]
A Criptografia nos oferece métodos para realizar comunicação privada, mesmo que o canal (meio) usado
seja público. Por exemplo, podemos usar Criptografia para enviar mensagens secretas pela Internet, e
para acessar sistemas bancários sem que intrusos obtenham nossa senha, e poderíamos citar uma grande
quantidade de outras situações onde a Criptografia nos protege, garantindo sigilo.

Antes da era moderna da Criptografia, o método usado para encriptar e decriptar mensagens envolvia
apenas uma chave secreta: se umamensagem é encriptada com chave (“senha”) k, ela pode ser decriptada
por qualquer um que conheça aquela chave.

Suponha que Alice e Bob queiram trocar mensagens em segredo8, mas estejam fisicamente distantes
(em países diferentes, por exemplo). Suponha também que eles só podem se comunicar por um canal
inseguro: cartas que são bisbilhotadas pelo serviço secreto, telefone grampeado, ou conexão insegura por
rede de computadores. Aparentemente é impossível que os dois consigam fazê-lo sem se encontrarem
fisicamente, porque teriam que definir uma chave secreta para poderem encriptar asmensagens – e ambos
precisam conhecer a mesma chave.

Em 1976, Whitfield Diffie eMartin Hellmanmostraram como resolver este problema, apresentando um
método para que duas pessoas possam definir conjuntamente um segredo, comunicando-se apenas por
canais públicos9. Este método foi publicado com o título “New directions in Cryptography” [DH76]. Hoje
o método é conhecido como protocolo Diffie-Hellman para acordo de chaves. A seguir descrevemos de maneira
simplificada o método desenvolvido por eles.

Alice e Bob deverão portanto determinar, de comum acordo, um segredo (a chave criptográfica para
se comunicarem, por exemplo) – mas que só podem se comunicar em público (postando recados em um
quadro de avisos, usando uma linha telefônica grampeada, ou através de uma rede de computadores des-
protegida).

O protocolo Diffie-Hellman usa operações em um grupo. Para um exemplo simples10, usaremos um
grupo definido da seguinte forma: o conjunto de elementos é { 1, 2, . . . , p− 1 }, ondep é umnúmero primo.
A operação de grupo para dois elementos a e b é a · b = resto da divisão de ab por p. Por exemplo, se
p = 7, então para calcular 5 · 6, fazemos 5× 6 = 30, e tomamos o resto da divisão de 30 por 7, que é 2.

Observe que como p (neste exemplo, 5 é primo), o resultado da operação nunca será zero, portanto
nunca obteremos um elemento fora do

Exemplo 1.81. Escolhemos, para fins didáticos11, p = 5. Os elementos do grupo são { 1, 2, 3, 4 }.
Calculamos como exemplo 2 · 2. Temos 2× 2 = 4, e o resto de 4÷ 5 é 4, portanto 2 · 2 = 4.
Agora calculamos 3 · 2. Temos 3× 2 = 6. O resto de 6÷ 4 é 2, portanto 3 · 2 = 2. ◀

8É comum em Criptografia darmos nomes aos dois usuários de um sistema criptográfico de “Alice” e “Bob”.
9O método funciona de forma que duas pessoas poderiam usá-lo em uma sala com diversas outras pessoas: os dois participantes

ditam em voz alta números um ao outro, e depois de um tempo ambos conhecem um segredo que ninguém mais na sala conhece.
10Em situações práticas, há diversas restrições quanto à forma como o grupo é definido; a apresentação do protocolo neste texto

foi simplificada.
11Na prática, p deve ser muito grande.
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Em grupos definidos desta forma, sempre haverá pelo menos um elemento g que podemos usar para
escrever todos os outros elementos usando a operação de grupo. Chamamos este elemento de gerador do
grupo. No exemplo anterior, podemos escrever todos os elementos usando somente g = 2. Por exemplo,

• O elemento 4 pode ser escrito como 2 · 2, porque calculamos 2× 2 = 4, e o resto de 4÷ 5 é 4.

• O elemento 3 pode ser escrito como 2 · 2 · 2:

2 · 2 · 2 = (2 · 2) · 2 (a operação é associativa)
= 4 · 2 (já calculado antes, 2 · 2 = 4)
= resto de 8÷ 5
= 3.

O mesmo pode ser feito para o elemento 1:

2 · 2 · 2 · 2 = (2 · 2) · (2 · 2) (a operação é associativa)
= 4 · 4 (já calculado antes, 2 · 2 = 4)
= resto de 16÷ 5
= 1.

Vemos portanto que podemos escrever todos os elementos usando somente 2:

2 = 2

4 = 2 · 2 (2× 2 = 4. Resto de 4÷ 5 é 4)
3 = 2 · 2 · 2 (Resto de 8÷ 5 é 3)
1 = 2 · 2 · 2 · 2 (Resto de 16÷ 5 é 1)

É comum usar a notação ga para
a vezes︷ ︸︸ ︷

ggg · · ·g, portanto

2 = 21

4 = 22

3 = 23

1 = 24

Em grupos como este, calcular ga a partir de g e a pode ser feito rapidamente, mas calcular a a partir de
ga é extremamente demorado: para p perto de 22048, um computador demoraria centenas de anos para
terminar o cálculo.

Depois de definir p e determinar g (que podem ser públicos), Alice e Bob seguem os passos a seguir.

i) Alice escolhe aleatoriamente seu segredo, 1 < a < p.

ii) Bob também escolhe seu segredo, 1 < b < p.

iii) Alice envia para Bob ga.

iv) Bob envia para Alice gb.
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v) Alice, tendo o valor enviado por Bob, calcula (gb)a, que é igual a gab (verifique!).

vi) Bob faz o mesmo, e calcula (ga)b, obtendo também gab.

Agora Alice e Bob tem o mesmo valor, gab, que pode ser usado como senha, porque é conhecido apenas
por eles. Os dados enviados em público e que podem ser capturados pelo adversário são ga e gb, mas com
estes dois valores seria difícil calcular a, b ou gab, e portanto Alice e Bob atingiram seu objetivo.

O grupo que apresentamos neste exemplo não é o único usado com o protocolo Diffie-Hellman – em
aplicações práticas grupos diferentes, com operações mais complexas são usados. No entanto, o protocolo
é definido para quaisquer grupos onde haja um gerador12, facilitando sua exposição e estudo.

A dificuldade de determinaradadoga neste grupo é fundamental emCriptografia: dizemos que f(a) =
ga é uma “função de mão única”, porque é fácil de calcular mas difícil de inverter13 (a definição precisa
de “difícil” fica fora do escopo deste texto, mas está relacionada com o tempo necessário para efetuar a
operação).

Há algo importante sobre este protocolo criptográfico: ele é difícil de quebrar por computadores co-
muns, mas pode ser facilmente quebrado por computadores quânticos (porque estes podem rapidamente
calcular x a partir de gx). A Criptografia moderna tem utilizado outros problemas, que não são fáceis de
resolver mesmo por computadores quânticos.

A exposição do protocolo Diffie-Hellman e de diferentes usos de grupos em Criptografia é padrão na
literatura da área. O livro de Douglas Stinson é bastante acessível [Sti06]; o de Katz e Lindell traz uma
discussão mais aprofundada dos fundamentos teóricos [KL08].

1.6.2 Cubo de Rubik [ grupo ]
Grupos são usados no estudo do método para solução do cubo de Rubik, e este é um exemplo importante
de grupo (e de estrutura algébrica) porque os elementos do grupo são movimentos.

O cubo de Rubik é um quebra-cabeças tridimensional no formato de cubo que permite rotacionar cada
uma de suas seis faces nos dois sentidos (horário e anti-horário). Desta forma, o cubo tem cada face dividida
em nove pequenos quadrados, e cada face tem inicialmente uma cor diferente das outras.

Ao rotacionar as faces, elas ficam em configurações diferentes. Em cada configuração as faces podem apre-
sentar suas partições (os pequenos quadrados) com diversas cores diferentes.

O objetivo do jogador é levar o cubo da configuração em que estiver para a configuração inicial, com
cada face tendo uma única cor.

O grupo usado no estudo do cubo de Rubik tem como elementos o conjunto de todas as possíveis mo-
dificações na configuração do cubo (ou seja, todas as sequências de rotações das faces) mais o movimento
12Há grupos que não são gerados por um único elemento.
13Mais precisamente, dado y = f(x), é difícil encontrar algum elemento em sua pré-imagem.
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nulo, e a operação do grupo é a concatenação (aplicação em sequência). As rotações são descritas usando
a seguinte notação:

• F é a face da frente (“Front”);

• B é a face de trás (“Back”);

• U é a face de cima (“Up”);

• D é a dace de baixo (“Down”);

• L é a face da esquerda (“Left”);

• R é a face da direita (“Right”).

A figura a seguir mostra as faces F, T e R.

Denotamos a rotação no sentido horário pelo nome da face: “F” é a rotação da face frontal 90o no sentido
horário.

A rotação no sentido anti-horário é denotada pelo nome da face com a marca de um apóstrofo: F ′ é a
rotação da face frontal 90o no sentido anti-horário.

Duas rotações iguais em seguida formam uma rotação de 180o, que é denotada pelo nome da face com
uma indicação: F2 é o mesmo que F seguida de F.

Os elementos do grupo são as rotações básicas, já mencionadas (F, B, U, . . ., F ′, . . . , F2, . . .) e suas
composições em sequência, FUB, F2DU, etc. Note que FFF = F2F = F ′.

O movimento nulo é denotado por E (“Empty”).
Verificamos que o conjunto e operação dados é realmente um grupo:

• A operação de grupo (duas rotações) resulta em outro elemento do grupo.

• A operação é associativa.

• O movimento nulo é o elemento neutro.

• Para cada rotação existe outra no sentido contrário, e se as realizarmos em sequência não alteramos
a configuração do cubo (e isso portanto é equivalente ao movimento nulo).

A operação do grupo não é comutativa – basta observar que de maneira geral, FR leva a uma configu-
ração diferente de RF.

Um dos fatos básicos sobre grupos que podemos usar ao raciocinar sobre o cubo é o primeiro teorema
que provamos: todo elemento em um grupo tem um único inverso – e portanto toda sequência de movi-
mentos, da maneira como as definimos, tem uma única sequência inversa.
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O grupo descrito nesta Seção pode ser usado para derivar um método para solução do cubo de Rubik
(onde “solução” significa levar o cubo de qualquer configuração para a inicial) – o leitor poderá consultar,
por exemplo os livros “Notes on Rubik’s ’Magic Cube’”, de David Singmaster [Sin81] e “Adventures in Group
Theory: Rubik’s Cube, Merlin’s Machine, and Other Mathematical Toys”, de David Joyner [Joy08].

⋆ 1.6.3 Criptanálise moderna [ corpo; sistemas lineares em corpos ]
Uma cifra é uma ferramenta criptográfica usada para garantir sigilo em comunicações: umamensagem

qualquer, representada como uma sequência de bits (e portanto um elemento de Zn
2 ), é “misturada” a

uma chave secreta (que é outra sequência de bits), de forma que um intruso não possa identificar mais a
mensagem (e nem possa, é claro, obter a chave secreta). Quando a mensagem chegar ao destinatário, a
chave secreta é novamente usada para decodificar a mensagem.

texto
claro

cifra
(encriptação)

texto
encriptado

chave

A Criptanálise trata de verificar se uma ferramenta criptográfica é segura: tenta-se “quebrar”métodos crip-
tográficos a fim de realizar algo semelhante a um controle de qualidade.

Ométodo da criptanálise algébrica consiste em representar um criptossistema como um sistema de equa-
ções. A solução deste sistema poderá ser uma chave ou mensagem secreta (e portanto resolver o sistema
deveria ser difícil).

Desenvolveremos um exemplo muito simplificado de cifra e mostraremos como ele pode ser quebrado.
Suponha que a entrada seja uma sequência de quatro bits, b = b3b2b1b0, e uma chave, que é uma

sequência de quatro bits, k = k3k2k1k0. A saída é uma sequência de quatro bits, c = c3c2c1c0, e a cifra
opera da seguinte maneira:

k1 ⊕ b0 ⊕ b3k2 = c3
k2 ⊕ b1 ⊕ b2k3 = c2
k3 ⊕ b2 ⊕ b1k0 = c1
k0 ⊕ b3 ⊕ b0k1 = c0

Se conhecermos um par de texto claro e encriptado, podemos simplesmente substituir os bi e cj, obtendo
um sistema linear. Suponha, por exemplo, que b = 1001 e c = 1010. Então o sistema linear a resolver em
Z2 é 

k1 ⊕ 1⊕ 1k2 = 0
k2 ⊕ 0⊕ 0k3 = 1
k3 ⊕ 0⊕ 0k0 = 0
k0 ⊕ 1⊕ 1k1 = 1

Facilmente determinamos que a chave usada foi

k = k3k2k1k0 = 0100,

como é fácil verificar subtituindo k e b e obtendo o texto cifrado c.
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O sistema descrito é fácil de quebrar por vários motivos, mas o mais evidente é que ele se resume a um
sistema linear. Suponha que a cifra fosse, ao invés disso, determinada por

k1k2 ⊕ b0 ⊕ b3k0k1k2 = c3
k2k3 ⊕ b1 ⊕ b2k1k2k3 = c2
k3k0 ⊕ b2 ⊕ b1k0k1 = c1
k0k1 ⊕ b3 ⊕ b0k3k2 = c0

Ainda que conheçamos um par de texto claro e o texto cifrado obtido dele, não é tão simples determinar a
chave: supondo que b = 1100 e c = 1010, o sistema que teríamos que resolver é

k1k2 ⊕ 0 ⊕ 1k0k1k2 = 1
k2k3 ⊕ 0 ⊕ 1k1k2k3 = 0
k3k0 ⊕ 1 ⊕ 0k0k1 = 1
k0k1 ⊕ 1 ⊕ 0k3k2 = 0

quenão é linear, e envolve equações de grau três. Assim, a não-linearidade é uma essencial para a segurança
de uma cifra criptográfica.

Algoritmos criptográficos são projetados como sequências de operações em estruturas algébricas, de
forma que seja fácil executá-las e que seja difícil invertê-las sem a chave.

Alguns exemplos de critpossistemas quebrados usando criptanálise algébrica são o AS/5, usado no pa-
drão GSM de telefonia móvel, e o Keeloq, usado em dispositivos digitais em chaves de automóveis.

O livro de Douglas Stinson [Sti06] traz uma breve introdução à Criptanálise, embora não aborde a Crip-
tanálise Algébrica, que tem como pré-requisito um curso básico de Álgebra Abstrata. Sobre Criptanálise
Algébrica há o livro de Gregory Bard [Bar09] e o de Andreas Klein [Kle13] (estes dois últimos requerem
considerável capacidade de abstração e preparo em Álgebra, Combinatória e Estatística).

1.6.4 Códigos corretores de erros [ espaço vetorial; subespaço ]
Quandoumamensagemeletrônica é transmitida na formade sequência de bits, é possível que a transmissão
inclua erros na mensagem – alguns dos bits podem vir trocados, porque os canais de transmissão não são
perfeitos. Para detectar e automaticamente corrigir estes erros as mensagens podem ser codificadas de
uma forma especial, usando um código corretor de erros.

Ao usar um código corretor de erros, enviamos mais informação do que apenas a mensagem, para que
seja possível detectar quando um erro ocorre. É fácil perceber que informação adicional permite detectar
e corrigir erros: se enviarmos cada mensagem cinco vezes, e em uma das vezes ela for transmitida com
erro, o receptor decidirá que as quatro mensagens iguais devem ser aquela correta, e a quinta, diferente,
deve ter sido transmitida com erro. O envio de múltiplas cópias, no entanto, não é eficiente: na verdade é
possível corrigir erros usando menos redundância.

Em códigos corretores de erros é necessário medir quão diferentes duas palavras são. Para isso é usada
a distância de Hamming14.

Definição 1.82 (Distância de Hamming). A distância de Hamming entre duas sequências de bits (ou seja, en-
tre dois vetores deZn

2 ) é a quantidade de posições emque eles diferem. Denotamos a distância deHamming
entre a e b por d(a, b). ♦

14Trataremos em mais detalhes da definição de distância no Capítulo 7.
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Exemplo 1.83. Exemplificamos com a distância entre alguns vetores.

d(01011, 01000) = 2

d(0101, 0101) = 0

d(0001, 1010) = 3. ◀

Supomos aqui que as mensagens a serem enviadas são divididas em blocos de k bits.
O emissor codifica as mensagens de k bits em palavras maiores, comn > k bits. Os bits adicionais serão

usados para permitir a detecção e correção de erros. Por exemplo, suponha que k = 2 e n = 5. O emissor
então transforma as mensagens originais de 2 bits em outras mensagens com 5 bits:

00 → 00000

01 → 01011

10 → 10110

11 → 11101

Este é um código que permite representar 4 palavras diferentes usando 5 bits, por isso é chamado de [5, 4]-
código. Está claro que o emissor não usará todas as possíveis sequências de 5 bits.

A palavra enviada do emissor ao receptor é sempre uma daquelas quatro palavras de cinco bits. A
mensagemcodificada temmais bits para adicionar redundância. Ocódigo quedemos de exemplo transforma
mensagens de dois bits em mensagens codificadas de cinco bits:

(m1,m2)
codificação−−−−−−→ (c1, c2, c3, c4, c5).

Observamos que, como há somente 22 palavras de dois bits, que estamos descrevendo com cinco bits, não
temos como usar todas as palavras de Z5

2 – as palavras codificadas formam um subespaço de Z5
2: o zero

está contido no conjunto; a multiplicação (∧) por 0 ou por 1 resulta em palavra também no conjunto; e
finalmente, a soma também resulta em palavra deste conjunto:

01011⊕ 10110 = 11101
01011⊕ 11101 = 10110
10110⊕ 11101 = 01001

Após uma mensagem ser enviada, o receptor terá cinco bits. Se os bits corresponderem a uma das quatro
palavras do código, ele decidirá que não houve erro e aceitará a mensagem. Se os bits não formarem uma
palavra do código (ou seja se os bits pertencerem a Z5

2 mas não ao subespaço do código), ele decidirá que
houve um erro.

Quando o receptor detecta um erro, ele automaticamente troca a mensagem recebida por uma do có-
digo – aquela que for mais próxima (usando a distância de Hamming) da que foi recebida.

Um subespaço de Zn
2 pode então ser visto como um código corretor de erros. O fato de códigos deste

tipo seremdescritos como subespaços deZn
2 não é coicidência: para que os algoritmos usados para detectar

e corrigir erros funcionem como projetados, o código deve necessariamente ser subespaço de Zn
2 , e não

apenas subconjunto.
Discutiremos mais sobre códigos corretores de erros na seção 4.8.4; O livro de Hefez e Villela [HV08] é

um texto introdutório ao tópico.
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Exercícios

Grupos
Ex. 1 — Mostre que ({ 0, 1 } ,⊕) é um grupo.

Ex. 2 — Na Seção 1.6.1 apresentamos uma estrutura e dissemos que é um grupo. Verifique que de fato
se trata de um grupo (isso inclui, além de demonstrar que as propriedades valem, mostrar também que a
operação de grupo sempre resulta em outro elemento do grupo – e que nunca resultará em zero, que não
pertence ao grupo). Também dissemos que usando aquela operação do grupo, (ga)b = gab. Mostre que
isso é verdade.

Ex. 3 — Prove que em qualquer grupo, o elemento neutro é único.

Corpos
Ex. 4 — Mostre um corpo com quatro elementos.

Ex. 5 — No exemplo 1.22 exibimos o corpo Q[
√
2], formado pelos números da forma a + b

√
2. Pode-se

obter infinitos corpos como este, trocando
√
2 por outros números. Que números são estes? Demonstre o

que foi afirmado neste exercício (que realmente se pode obter infinitos corpos desta forma).

Ex. 6 — O produto de Hadamard de duas matrizesA e B é a matrizC tal que cij = aijbij. Dadosm e n, seja
M o conjunto de matrizesm× n com coeficientes reais. Determine se (M,+,⊙) é um corpo, onde⊙ é o
produto de Hadamard.

Ex. 7 — Além da operação lógicas e (denotada por ∧) definida no texto, em Lógica definimos a operação
ou, denotada por∨, de forma que a∨b = 1 se e somente se pelo menos um dentre a e b for 1. Determine
se ({ 0, 1 } ,∨,∧) é um corpo.

Ex. 8 — Seja X =
{

p(x)
q(x)

}
onde p e q são polinômios com q(x) ̸= 0. X é o conjunto de todas as funções

racionais. Determine se X é um corpo com as operações usuais de soma e multiplicação para polinômios.

Ex. 9 — No exemplo 1.23, definimos as operações “E” lógico (∧) e “Ou-exclusivo” (⊕). Verifique que estas
duas operações são na verdade o mesmo que multiplicar e tomar o resto da divisão por 2; somar e tomar o
resto da divisão por 2.

Ex. 10 — Seja

C =

{(
a −b
b a

)
: a, b ∈ R

}
o conjunto das matrizes 2× 2 contendo um número real na diagonal principal, e outro número, com sinal
alternado, na diagonal secundária. Por exemplo,(

2 −3
3 2

)
,

(
1 5
−5 1

)
,

(
0 1/2

−1/2 0

)
,

(√
2 0
0

√
2

)
pertencem a C.
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a) Verifique que C é fechado para soma e multiplicação;

b) Verifique que, ao contrário do que vale para matrizes em geral, a multiplicação é comutativa para
matrizes em C;

c) Verifique que C é um corpo;

Espaços Vetoriais
Ex. 11 — A seguir há uma lista de conjuntos. Determine se estes conjuntos são espaços vetoriais, se usar-
mos a soma e a multiplicação usuais.

i) { (a, b) ∈ R2 : a < b }.

ii) O conjunto dos números complexos com coeficientes racionais (a+ bi, a, b ∈ Q).
iii) O conjunto de pontos com coordenadas pares em R2.

iv) O conjunto dos pontos com pelo menos uma coordenada prima em R2.

v) O conjunto dos vetores (x, y, z)T em R3 tais que x = 0 ou y = 0.

vi) O conjunto dos vetores (x, y, z)T em R3 que são múltiplos de (3, 2, 1)T .

vii)⋆ O conjunto dos vetores (x, y, z)t em R3 dentro de um cone.

viii) Os vetores em Rn que, quando lidos, são palíndromos (ou seja, todos os vetores da forma15

(x1, x2, x3, . . . , x⌈n/2⌉, . . . , x3, x2, x1)). Por exemplo, os vetores (3, 5, 5, 3)T , (0, 1, 3, 1, 1, 3, 1, 0)T e
(9, 8,−1, 8, 9)T são palíndromos.

ix) O conjunto das funções reais crescentes.

x) O conjunto das funções constantes de R em R.
xi) O conjunto das funções reais pares.

xii) O conjunto das funções reais ímpares.

xiii) O conjunto das funções racionais (ou seja, as funções f(x) tais que f(x) = p(x)/q(x), onde p e q são
polinômios.

xiv) O conjunto das funções reais tais que f(0) = f(1).

xv) O conjunto das funções reais tais que f(0) = f(1) + 1.

xvi) O conjunto das funções reais contínuas f(x) definidas no intervalo [0, 1], tais que
∫1
0
f(x)dx = 0.

xvii) O conjunto das funções reais contínuas f(x) definidas no intervalo [0, 1], tais que
∫1
0
f(x)dx ≥ 0.

xviii) O conjunto de todas as funções reais com período π.

xix)⋆ Dada uma partição dos reais em intervalos, o conjunto de funções que tem derivada com o mesmo
sinal em cada um dos intervalos.

xx)⋆ Dada uma partição dos reais em intervalos, o conjunto de funções tais que as derivadas em dois in-
tervalos adjacentes, quando diferentes de zero, não podem ser de mesmo sinal.

xxi) O conjunto de funções F = { f(x) = a cos x+ b sen x : a, b ∈ R }

xxii) O conjunto das matrizes 3× 3 cujo determinante é zero.
15Na fórmula descrevendo o vetor, ⌈n/2⌉ é o menor inteiro maior ou igual a n/2. Por exemplo, ⌈3⌉ = 3 e ⌈4.2⌉ = 5.
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xxiii) O conjunto das matrizesA ∈ M3×3 tais queA2 = A.

xxiv) O conjunto das matrizes 2× 2 da forma (
x x+ y

x+ y y

)
xxv) O conjunto de todas matrizes diagonais de mesma ordem.

xxvi) O conjunto de todas matrizes triangulares superiores de mesma ordem.

xxvii) O conjunto das matrizes 4× 4 cujas duas primeiras linhas são iguais a zero.
xxviii) O conjunto das matrizes 4× 4 cujas duas primeiras linhas tem a mesma soma.

Ex. 12 — Verifique se as operações de soma a seguir podem ser usadas para tornarR2 um espaço vetorial:

i) v+ w = (v1 +w2, w1 + v2)
T

ii) v+ w = (v1 + v2, w1 +w2)
T

iii) v+ w = (v1w1, v2w2)
T

iv) v+ w = (2v1 + 2v2, 3w1 + 3w2)
T

v) v+ w = (v1, v1)
T

vi) v+ w = (v1, 0)
T

vii) v+ w = (v1, 1)
T

Ex. 13 — Considere as seguintes operações (os vetores são em R3 e k ∈ R):

(x, y, z) + (a, b, c)T = (x+ a, y+ b, z+ c)T

k(x, y, z)T = (kx, y, z)T

Determine se R3 com estas duas operações é um espaço vetorial.

Ex. 14 — Defina a operação “média” para vetores da seguinte forma:

x ⋆ y =
1

2
x+

1

2
y

Prove que esta operação é associativa, ou seja, que (u ⋆ v) ⋆ w = u ⋆ (v ⋆ w), se e somente se u = w.

Ex. 15 — Prove que o conjunto de todas as sequências de Fibonacci é um espaço vetorial (há infinitas pos-
síveis sequências de Fibonacci, cada uma começando com diferentes valores para f1 e f2).

Ex. 16 — Sejam dois espaços vetoriais, V e W, ambos sobre o mesmo corpo. As operações de soma de
vetores nestes espaços são +V e +W . O conjunto V ×W é o produto cartesiano de V comW, ou seja, os
elementos deV×W são os pares (v,w), onde v ∈ V ew ∈W. Que operações podemos usar emV×W para
torná-lo um espaço vetorial? Verifique que V ×W com suas operações tem cada uma das propriedades
descritas na definição de espaço vetorial.
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Ex. 17 — Seja v umvetor emumespaço vetorial sobre o corpo dos reais, en ∈ N. Prove, usando a definição
de espaço vetorial, que

nv = v+ v+ · · ·+ v︸ ︷︷ ︸
nparcelas

Ex. 18 — Prove que em qualquer espaço vetorial o elemento neutro para adição é único.

Ex. 19 — Sejam v,w dois vetores em um espaço vetorial. Prove que v é múltiplo de w então w é múltiplo
de v.

Ex. 20 — Prove que em um espaço vetorial,

i) 0v = 0.

ii)−1v+ v = 0.

iii) c0 = 0.

iv) Se u+ v = u então v = 0.

v) Dado v,−v é único.

vi) Se cv = 0 então c = 0 ou v = 0.

Ex. 21 — Prove que a quantidade de vetores em um espaço vetorial sobre um corpo F é finita se e somente
se F é finito.

Ex. 22 — Dissemos no exemplo 1.39 que o conjunto de soluções para qualquer EDO linear homogênea é um
espaço vetorial. Demonstre este fato.

Ex. 23 — Mostre que há equações diferenciais não lineares cujas soluções também formam um espaço ve-
torial.

Ex. 24 —⋆ Resolva o sistema em Z2: 
1x⊕ 1y⊕ 1z = 1
0x⊕ 1y⊕ 0z = 1
1x⊕ 0y⊕ 1z = 0.

Ex. 25 —⋆ Mostre um sistema linear em Z2 que não tenha solução.

Subespaços, soma e soma direta
Ex. 26 — Demonstre a proposição 1.73.

Ex. 27 — Demonstre o teorema 1.69.

Ex. 28 — Mostre que para a EDO y ′′ +y ′ = 0, as funções da forma g(x) = aex − bex, com a+ b = 0, são
um subespaço do conjunto de soluções.

Ex. 29 — O conjunto de matrizes reais simétricas quadradas é subespaço do espaço de matrizes reais qua-
dradas?
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Ex. 30 — SejaA uma matrizm× n. Para quais vetores b o conjunto { x : Ax = b } é subespaço de Rn?

Ex. 31 — SejaE o conjunto das funções escada. Uma funçãoh : R→ R é uma função escada se é composta
de trechos constantes:

h(x) =

c1 se x ∈ [b1, b2)

c2 se x ∈ [b2, b3)
...

...

A próxima figura ilustra uma função escada.

−3 −2 −1 1 2 3

−4

−2

2

4

0
0 x

y

Prove que o conjunto de funções escada é um espaço vetorial.

Ex. 32 — O primeiro quadrante é um subespaço de R2? Ou, de maneira geral, o primeiro ortante é subes-
paço de Rn?

Ex. 33 — Encontre subespaços não-triviais do espaço vetorial de n bits, definido no exemplo 1.41.

Ex. 34 — O exemplo 1.58 lista alguns subespaços de F(R). Prove que são de fato subespaços.

Ex. 35 — No exemplo 1.59 não verificamos que amultiplicação de uma solução por escalar resulta emoutra
solução. Verifique.

Ex. 36 — Considere os dois sistemas lineares com os mesmos coeficientes (a mesma matrizA):

i)Ax = 0;

ii)Ax = b, com b ̸= 0.

Se v é solução para (i) ew é solução para (ii), então v+w é solução para um dos dois sistemas. Qual deles?
Explique.
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1.6. APLICAÇÕES 49

Ex. 37 — No exemplo 1.59 verificamos que o conjunto de soluções para um sistema homogêneo de equa-
ções lineares é subespaço de Rn. Explique porque isso não vale para sistemas não homogêneos.

Ex. 38 — Para qualquer conjunto X, denotamos por 2X o conjunto de todos os subconjuntos de X. Por
exemplo,

A = { 1, 2, 3 }

2A = {∅, { 1 } , { 2 } , { 3 } ,
{ 1, 2 } , { 1, 3 } , { 2, 3 } ,

{ 1, 2, 3 }}

Agora considere as seguintes operações que levam um elemento de Z2 (ou seja, 0 ou 1) e um conjunto em
um outro conjunto:

1⊗A = A

0⊗A = ∅

Dado um conjunto X, determine se 2X com a operação⊗ é um espaço vetorial sobre Z2.

Ex. 39 — Considere o conjunto de todas as matrizes reais diagonais de ordem n, para algum n fixo. Quais
são as duas operações que poderíamos usar sobre este conjunto para obter um corpo?

Ex. 40 —⋆ Mostre que o conjunto de todas as variáveis aleatórias relacionadas a um mesmo experimento e
que tenhamvariância finita formamumespaço vetorial quando usamos a operação usual de somade variáveis
aleatórias e a multiplicação de uma variável por número real.

Ex. 41 — Mostre que as funções constantes de R em R são subespaço de C[−a, b].

Ex. 42 — Mostre que um conjunto de pontos (x, y) tais que y = p(x), onde p é um polinômio de grau
maior ou igual a dois, não é subespaço de R2.

Ex. 43 —⋆ Mostramos neste texto que o conjunto grafos de ciclos disjuntos é um espaço vetorial. usando as
mesmas operações, diga se são espaços vetoriais:

i) O conjunto de subgrafos de um grafo;

ii) O conjunto de subgrafos conexos de um grafo (um grafo é conexo se sempre há caminho entre quais-
quer dois de seus vértices).

Ex. 44 — EmMn×n, a função que dá o traço (somatório da diagonal) de uma matriz é Tr : Mn×n → R.
Mostre que o conjunto das matrizes n× n com traço zero é um subespaço deMn×n.

Ex. 45 — Identifique o complemento do subespaço mencionado no exercício 44.

Ex. 46 — Sabemos queMn×n é espaço vetorial. Prove que o conjunto das matrizes simétricas Sn×n é
subespaço deMn×n, e que o conjunto Sn×n das matrizes antissimétricas é complemento de Sn×n.

Ex. 47 — O conjuntoF(R) de funções reais é soma direta dos conjuntos de funções pares e funções ímpa-
res?
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50 CAPÍTULO 1. ESPAÇOS VETORIAIS

Ex. 48 — O conjuntoM3×3 das matrizes quadradas de ordem 3 pode é soma direta de:

i) Matrizes de ordem 3 não-positivas e matrizes de ordem 3 não-negativas?

ii) Matrizes de ordem 3 singulares e matrizes não-singulares?

Ex. 49 — Diga quando se trata de soma, soma direta ou nenhum deles.

i) Sequências reais; sequências constantes; sequências não constantes.

ii) Sequências estritamente crescentes; sequências não estritamente crescentes.

iii) Todas as soluções da equação diferencial y ′′ − y = 0; as soluções da forma ke−x; a solução trivial
mais as soluções da forma jex − ke−x, com k, j ̸= 0.
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Capítulo 2

Dimensão e Bases

Neste Capítulo, revemos os conceitos de combinação e dependência linear, presumidamente já estudados
em Geometria Analítica, desta vez de forma mais abstrata, e os usamos para construir os conceitos de base
de um espaço vetorial e de coordenadas de vetores em diferentes bases.

2.1 Dependência linear

Definição 2.1 (Combinação linear). Uma combinação linear de um conjunto finito de vetores v1, v2, . . . , vk
em um espaço vetorial V sobre um corpo F é um vetor da forma

a1v1 + a2v2 + . . .+ akvk

onde os ai são escalares (elementos do corpo F). ♦

Exemplo 2.2. Em R3, considere os vetores u = (0, 2, 0)T e v = (0, 0, 1)T . Então os seguintes vetores são
combinações lineares de u e v:

u+ v = (0, 2, 1)T

u+ 2v = (0, 2, 2)T

u/2+ v = (0, 1, 1)T

10u = (0, 20, 0)T

Note que não há combinação linear de u e v com o primeiro elemento diferente de zero. ◀

Exemplo 2.3. EmM2×2, sejam

A =

(
0 1
2 −1

)
, B =

(
0 −1
3 −1

)
.

Então as seguintes matrizes são combinações lineares deA e B:

A+ B =

(
0 0
5 −2

)
51
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52 CAPÍTULO 2. DIMENSÃO E BASES

A− 2B =

1

2
A+ 2B =

(
0 −3/2

−5 3/2

)
A+ πB =

(
0 1− π

2+ 3π −1− π

)
3A+ 0B =

(
0 3
6 −3

)
◀

Exemplo 2.4. No espaço das funções reais, as seguintes funções são combinações lineares de f(x) =
2 sen(x) e g(x) = −ex:

2f(x) − 2g(x) = 4 sen(x) + 2ex
√
3f(x) + 0g(x) = 2

√
3 sen(x)

1

2
f(x) + g(x) = sen(x). ◀

Definição 2.5 (Dependência linear). Seja S =
{
v1, v2, . . . , vk

}
um conjunto de vetores em um espaço

vetorial V . Se um dos vetores em S puder ser escrito como combinação linear dos outros, o conjunto S é
linearmente dependente, ou LD. Caso contrário, é linearmente independente, ou LI. ♦

Equivalentemente, um conjunto de vetores v1, . . . vk é LI se a combinação linear

a1v1 + a2v2 + . . .+ akvk = 0

implica em a1 = a2 = . . . = ak = 0.

Exemplo 2.6. Temos a seguir conjuntos de vetores em R2.

A =
{
(1, 1)T , (2, 2)T

}
B =
{
(1, 1)T , (−1,−1)T

}
C =

{
(1, 1)T , (−1, 2)T

}
D =

{
(1, 1)T , (1, 2)T , (−1, 1)T

}
os conjuntosA, B eD são LD, porque

2(1, 1)T = (2, 2)T

−1(1, 1)T = (−1,−1)T

3

2
(1, 1) +

1

2
(−1, 1) = (1, 2)T

O conjunto C é LI. Se tentarmos obter um valor a tal que (1, 1)T = a(−1, 2)T , teremos

1 = −a,

1 = 2a,

o que é impossível.
A Figura a seguir ilustra geometricamente estes conjuntos de vetores.
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2.1. DEPENDÊNCIA LINEAR 53

(1, 1)

(2, 2)

A, conjunto LD

(1, 1)

(−1,−1) B, conjunto LD

(1, 1)

(−1, 2)

C, conjunto LI

(1, 1)

(1, 2)

(−1, 1)

D, conjunto LD

O conjuntoC tem exatamente dois vetores não colineares. Os outros tem vetores colineares (A, B) ou tem
mais de dois vetores (D). ◀

Exemplo 2.7. Em R3, os vetores

u = (1, 3,−2)T ,

v = (−1, 2, 4)T ,

w = (1/4, 2, 0)T

são LD, porque u = −(1/2)v+ 2w. ◀

Exemplo 2.8. No espaço de polinômiosR2[x], os vetores (polinômios) x2 + 2, x− 1 e 3x2 + 2x+ 4 são um
conjunto L.D., porque o último é combinação linear dos outros dois: 3x2+2x+4 = 3(x2+2)+2(x−1). ◀

Exemplo 2.9. No espaço das funções deR emR, os vetores (ou seja, as funções) f(x) = 3x, g(x) = cos(x)
e h(x) = ln(x) são L.I., porque nenhuma delas pode ser escrita como combinação linear das outras: não
existem a, b e c diferentes de zero tais que

a(3x) + b cos(x) + c ln(x) = 0 (2.1)



Ve
rs
ão
Pr
el
im
in
ar

Ál
ge
br
a L
in
ea
r

Je
rô
ni
m
o
Pe
lle
gr
in
i

54 CAPÍTULO 2. DIMENSÃO E BASES

para todo x. Paramostrar este fato, supomos que existamb e c tais que a equação 2.1 valha. Então, teríamos

a =
−c ln(x) − b cos(x)

3x
, (2.2)

para todo x, com b e c constantes. Mas o valor de a, que presumimos ser constante, dependeria do valor de
x, porque o lado direito da equação 2.2 não é constante: como contraexemplo basta tomar x = e, x = 1,
x = π e x = 2π, por exemplo, e temos

a =
−c ln(1) − b cos(1)

3
≈ −0.1801b,

a =
−c ln(π) − b cos(π)

3π
≈ 0.1061b− 0.1214c,

a =
−c ln(2π) − b cos(2π)

6π
≈ −0.0530b− 0.0975c,

a =
−c ln(e) − b cos(e)

3e
≈ 0.1118b− 0.1226c.

Este sistema linear só tem a solução trivial com a = b = c = 0, que é portanto a única maneira de
satisfazer a equação 2.1. ◀

Exemplo 2.10. As matrizesA, B e C a seguir formam um conjunto L.I.

A =

(
1 1
0 0

)
B =

(
7 0
0 7

)
C =

(
1 −1

−1 1

)
No entanto,A,B,C acima junto com amatrizD abaixo formam um conjunto L.D., porqueD = (−1/7)B+
C, ou seja,

D =

(
0 −1

−1 0

)
. ◀

Exemplo 2.11. No espaço das funções contínuas complexas, eix, e−ix, seno e cosseno são LD, porque as
duas últimas podem ser escritas como combinações lineares das duas primeiras:

cos θ =
1

2
eiθ +

1

2
e−iθ,

sin θ = −
1

2
ieiθ +

1

2
ie−iθ.

Note que especificamos o espaço das funções contínuas complexas, porque as funções eix e e−ix são com-
plexas ◀

Exemplo 2.12. No espaço Z5
2, os vetores 01101 e 11100 são linearmente independentes, porque nenhum

é múltiplo de outro. Mas se tomarmos também o vetor 10001, obteremos o conjunto

{01101, 11100, 10001} ,

que é linearmente dependente, porque

1(01101)⊕ 1(11100) = 01101⊕ 11100 = 10001. ◀
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Teorema 2.13. Qualquer conjunto que contenha o vetor zero, 0, é linearmente dependente.

Demonstração. SejaA = {0, v1, v2, . . .}. Então

0 = 1(0) + 0(v1) + 0(v2), . . . ,

e comohá uma combinação linear dos vetores comumcoeficiente não-nulo resultando em zero, o conjunto
é linearmente dependente. ■

2.2 Conjuntos geradores e bases

Um espaço vetorial, mesmo tendo infinitos elementos, pode ser descrito por uma quantidade finita deles.
Na leitura da definição a seguir deve-se ter em mente que uma combinação linear sempre é de uma

quantidade finita de vetores, mesmo que estes sejam escolhidos de um conjunto infinito (ou seja, não con-
sideramos somas infinitas da forma a1v1 + a2v2 + · · · ).

Definição 2.14 (Gerador). Seja V um espaço vetorial e S um subconjunto não vazio de V . O conjunto de
todas as combinações lineares1 de vetores de S é denotado por [S]. Dizemos que S gera [S]. ♦

Exemplo 2.15. Considere X = { (1, 2, 0)T , (2, 1, 0)T }, subconjunto de R3. Então [X] é o conjunto de to-
das as combinações lineares de (1, 2, 0)T e (2, 1, 0)T . Este é exatamente o conjunto de vetores da forma
(x, y, 0)T . ◀

Exemplo 2.16. O seguinte conjunto, {(
1 0
0 0

)
,

(
0 0
0 −1

)}
,

gera as matrizes diagonais de ordem dois. Por exemplo, seja A =
(
a 0
0 b

)
. Esta matriz é uma combinação

linear das duas matrizes acima:

A = a

(
1 0
0 0

)
− b

(
0 0
0 −1

)
. ◀

Exemplo 2.17. O conjunto de polinômios {1, x2, x4} gera os polinômios de grau zero, dois e quatro em x:

a0 = a0(1)

a0 + a1x
2 = a0(1) + a1(x

2)

a1x
2 = a1(x

2)

...

a0 + a1x
2 + a2x

4 = a0(1) + a1(x
2) + a2(x

4)

1O conceito de gerador na verdade é semelhante em espaços vetoriais e grupos (geradores de grupos são abordados brevemente na
seção 1.6.1, página 38), embora os tenhamos apresentado de formas ligeiramente diferentes. Um subconjunto S ⊆ A gera o conjunto
A se podemos descreverA somente com elementos de S, combinados de alguma forma. Em grupos, “combinar” é usar a operação de
grupo. Em espaços vetoriais, podemos “combinar” os elementos do conjunto S através de combinações lineares. O gerador descreve
de maneira compacta o conjunto. Por exemplo, o conjunto {2, 3} gera o grupo formado pelos múltiplos de dois e de três, com a
operação demultiplicação. Para outro exemplo, podemos exibir o conjunto {a, b}, que contém dois elementos, “a” e “b”, e a operação
de “concatenação”. Os elementos do conjunto são as sequências de símbolos “a”, “b”, “aa”, “bb”, “ab”, “ba”, e todas as sequências
que se pode construir com “a” e “b”.
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56 CAPÍTULO 2. DIMENSÃO E BASES

...

O conjunto {1, x2 + x4, x4} também gera os mesmos polinômios:

a0 = a0(1)

a0 + a1x
2 = a0(1) + a1(x

2 + x4) − a1(x
4)

a1x
2 = a1(x

2 + x4) − a1(x
4)

...

a0 + a1x
2 + a2x

4 = a0(1) + a1(x
2 + x4) + (a2 − a1)(x

4)

... ◀

Exemplo 2.18. O conjunto {f(x) = ex, g(x) = cos(x), h(x) = 1} gera o conjunto de todas as funções da
forma

j(x) = aex + b cos(x) + c,

com a, b, c ∈ R. ◀

Exemplo 2.19. O conjunto de sequências de bits

{1000, 0110, 0001}

gera as sequências de bits da forma abbc:

0000,1000

0001,0110

1001,1111 ◀

Teorema 2.20. Se V é um espaço vetorial e S subconjunto não vazio de V , então [S] é subespaço de V .

Demonstração. Seja S = {s1, s2, . . . , sk} subconjunto de V .
Claramente zero pertence a [S]: basta escolher a combinação linear com todos os coeficientes iguais a

zero e qualquer vetor de S.
Se u, v ∈ [S], então existem escalares a1, a2, . . . , ak tais que

u = a1s1 + a2s2 + . . .+ ansk
v = b1s1 + b2s2 + . . .+ bnsk.

A multipicação por escalar resulta em outro elemento de [S]:

ru = ra1s1 + ra2s2 + . . .+ ransk,

que também é combinação linear dos vetores si, logo pertence a [S].
A soma de u com v também está em [S]:

u+ v = a1s1 + a2s2 + . . .+ ansk + b1s1 + b2s2 + . . .+ bnsk
= (a1 + b1)s1 + (a2 + b2)s2 + . . .+ (an + bn)sk. ■
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Exemplo 2.21. Considere o espaço vetorial R4, e seu subconjunto S formado pelos vetores da forma
(1, 2, 1, 0)T e (0, 1, 0, 0)T . O conjunto gerado por S conterá vetores da forma (x, y, x, 0)T , e este conjunto
é um espaço vetorial:

• [S] é fechado para as operações de soma e multiplicação por escalar:

– (a, b, a, 0)T + (x, y, x, 0)T = (a+ x, b+ y, a+ x, 0)T , que também pertence a [S].

– k(x, y, x, 0)T = (kx, ky, kx, 0)T , que pertence a [S].

• As operações de soma de vetores e multiplicação por escalar são as mesmas que tínhamos em R4,
portanto são associativas; a soma de vetores é comutativa; e vale a distributividade.

• O vetor zero é da forma (x, y, x, 0)T , com x = y = 0.

• Dado um vetor (x, y, x, 0)T , temos o vetor (−x,−y,−x, 0)T , que também pertence a [S]. ◀

Teorema 2.22. Sejam S eU subconjuntos não vazios de um espaço vetorial V . Então

i) S ⊆ [S].

ii) [[S]] = [S].

iii) S ⊆ U implica em [S] ⊆ [U].

iv) [V ] = V .

Demonstração. A validade de todos os cinco itens segue facilmente.
(i) Seja x ∈ S. Então 1x = x é combinação linear de um elemento de S (o próprio x).
(ii) Primeiro, [S] ⊆ [[S]]: segue diretamente de (i). Agora, [[S]] ⊆ [S]: se x ∈ [[S]], é combinação linear

de vetores em [S]. Mas a combinação linear de vetores de [S] também está em [S].
(iii) Se v ∈ [S], então v é gerado por vetores s1, . . . , sk ∈ S. Mas como S ⊆ U, então os s1, . . . , sk ∈ U,

e portanto v ∈ [U].
(iv) Primeiro, [V ] ⊆ V : os vetores de [V ] são obtidos por combinação linear de vetores de V ; mas uma

“combinação linear” é feita com as operações do espaço V . Como V é fechado para elas, os vetores de [V ]
também estão em V . Agora, V ⊆ [V ]: segue diretamente de (i). ■

Do item (iv) deste teorema concluimos que se S é subespaço de V , então [S] = S.

Teorema 2.23. SejaB um conjunto den vetores L.I. gerando um espaço vetorialV . O maior conjunto L.I. de vetores
em V tem tamanho igual a n.

Demonstração. Seja Y = {y1, y2, . . . , yk} um conjunto L.I. em V , e supoha que k > n. Como cada um dos yi
está em V , pode ser escrito como combinação linear de B:

y1 = a11b1 + a12b2 + · · ·+ a1nbn
y2 = a21b1 + a22b2 + · · ·+ a2nbn
...

yn = an1b1 + an2b2 + · · ·+ annbn
...



Ve
rs
ão
Pr
el
im
in
ar

Ál
ge
br
a L
in
ea
r

Je
rô
ni
m
o
Pe
lle
gr
in
i

58 CAPÍTULO 2. DIMENSÃO E BASES

yk = ak1b1 + ak2b2 + · · ·+ aknbn

Note que nenhum dos yi é zero, porque o conjunto Y é L.I.
Isolamos b1 na primeira equação, b2 na segunda, e assim por diante, somente até a n-ésima:

b1 = (a11)
−1
(
y1 − a12b2 − · · ·− a1nbn

)
b2 = (a22)

−1
(
− a21b1 + y2 − · · ·− a2nbn

)
...

bn = (ann)
−1
(
− an1b1 − an2b2 − · · ·+ yn

)
Mas isto significa que podemos escreverB usando apenasn dos vetores deY. Consequentemente, podemos
escrever os outros vetores restantes, yn+1 . . . yk como combinação linear destes n vetores de Y. Logo, o
conjunto Y não é L.I. ■

Definição 2.24 (Base). Seja V um espaço vetorial e B um subconjunto finito e não-vazio de V . Dizemos
que B é uma base de V se:

• B é L.I.;

• [B] = V (ou seja, todo vetor de V pode ser escrito como combinação linear de vetores de B, e B é o
menor conjunto que permite escrever todos os vetores de V). ♦

Exemplo 2.25. Os vetores e1 = (1, 0, 0)T , e2 = (0, 1, 0)T , e e3 = (0, 0, 1)T são uma base para o es-
paço vetorial R3, já que (i) todos pertencem a R3 e (ii) todo vetor (x, y, z)T de R3 pode ser escrito como
combinação linear de e1, e2 e e3:

xe1 + ye2 + ze3 = x(1, 0, 0)T + y(0, 1, 0)T + z(0, 0, 1)T = (x, y, z)T .

Outras bases para R3 são

{ (1, 2, 3)T , (4, 5, 0)T , (6, 0, 0)T }

{ (1, 1, 2)T , (1, 2, 2)T , (2, 2, 2)T }

{ (0, 0, π)T , (0, e, 0)T , (
√
2, 0, 0)T } ◀

Exemplo 2.26. Considere C como um espaço vetorial sobre R – ou seja, o corpo subjacente é o dos reais.
Queremos gerar todos os complexos, que são da forma

a+ bi,

e portanto precisamos de dois números na base. Como só os multiplicaremos por reais, precisamos de um
real e um complexo:

B = {1, i}

Podemos desta forma gerar qualquer complexo como combinação linear deB, com coeficientes reais (porque
o corpo subjacente é R).

Se quisermos poder multiplicar por complexos, temos que mudar o corpo subjacente, e usar C. Neste
caso, só precisamos de um elemento na base:

B ′ = {1+ i},
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Qualquer complexo pode ser escrito comomúltiplo de 1+ i. Suponha que queiramos escrever a+bi como
múltiplo de 1+ i. Queremos x, y tais que (x+ yi)(1+ i) = a+ bi. Multiplicando, temos

(x+ yi)(1+ i) = (x− y) + (x+ y)i.

portanto precisamos de x e y tais que

a = x− y

b = x+ y,

ou seja,

x =
b+ a

2

y =
b− a

2
.

De fato: considere o complexo 3− 5i. Temos neste caso a = 3, b = 5. Precisamos usar, portanto,

x =
−5+ 3

2
= −1

y =
−5− 3

2
= −4,

e o número que queremos é−1− 4i. Verificamos:

(−1− 4i)(1+ i) = 3− 5i. ◀

Definição 2.27 (Base canônica para Rn). No espaço Rn, denotamos por ei o vetor coluna com todos os
elementos iguais a zero2, exceto o i-ésimo elemento, que é igual a um. Ou seja,

e1 = (1, 0, 0, . . . , 0)T

e2 = (0, 1, 0, . . . , 0)T

e3 = (0, 0, 1, . . . , 0)T

...

en = (0, 0, 0, . . . , 1)T

A base canônica para Rn é
{ e1, e2, . . . , en } . ♦

Exemplo 2.28. Para qualquern inteiromaior que zero, há infinitas bases diferentes paraRn. Por exemplo,
os vetores

b1 = (2, 1, 1, 1, . . . , 1)T

b2 = (2, 2, 1, 1, . . . , 1)T

2Os vetores da base canônica também são chamados de vetores de Kronecker. Em R3, e1, e2, e3 são algumas vezes denotados por î,
ĵ e k̂.
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b3 = (2, 2, 2, 1, . . . , 1)T

...

bn = (2, 2, 2, , 2 . . . , 1)T

também formam uma base para Rn, já que são n vetores LI, todos pertencentes a Rn. ◀

Exemplo 2.29. O espaço Rn[x] de polinômios com grau≤ n tem como base o conjunto

B = { 1, x, x2, x3, . . . , xn } .

Esta não é a única base de Rn[x]. Todo polinômio pode também ser escrito como combinação linear de

B ′ = { x, x+ 1, 2x2, 3x3, . . . , nxn } .

Por exemplo, o vetor (polinômio) 5x2 + x− 3 pode ser descrito facilmente usando a base B:

5x2 + x− 3 = 5(x2) + 1(x) − 3(1).

Para escrever este mesmo polinômio na base B ′, verificamos primeiro que precisamos da constante−3, e
como o único elemento da base que nos dá constantes é “x+1”, damos a ele o coeficiente−3. Temos então

−3x− 3,

mas precisamos de x, e não−3x. Adicionamos então quatro vezes o polinômio x, que também está na base:

4(x) − 3(x+ 1) = x− 3.

Somamos agora 5 vezes x2 e temos

5x2 + x− 3 =
5

2
(2x2) + 4(x) − 3(x+ 1). ◀

Exemplo 2.30. O espaço R[x] de todos os polinômios reais, com qualquer grau, não é finitamente gerado
(não tem base finita). Uma base para este espaço é o conjunto { 1, x, x2, x3, . . . }. ◀

Exemplo 2.31. O espaço das matrizes quadradas 2 × 2 com coeficientes reais tem como base o conjunto
formado pelas quatro matrizes no conjunto B a seguir.

B =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
.

Outras bases para este mesmo espaço são

B ′ =

{(
1 0
0 1

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
1 1
0 0

)
,

(
0 0
1 1

)}
e

B ′′ =

{(
1 1
1 1

)
,

(
2 3
5 7

)
,

(
π2 π3

π5 π7

)
,

(√
2

√
3√

5
√
7

)}
.

De maneira geral, o espaço das matrizesm× n terá uma base commnmatrizes. ◀
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Exemplo 2.32.⋆ Como vimos no exemplo 1.39, o espaço vetorial formado pelas soluções da equação dife-
rencial ordinária y ′′ − y ′ = 0 contém as funções da forma

y = aex − be−x.

Estas funções são claramente combinações lineares de ex com e−x. Assim, a base do espaço é

B = {f(x) = ex, g(x) = e−x},

e o espaço tem dimensão dois. poderíamos também ter usado a base

B ′ = {f(x) = ex + e−x, g(x) = ex − e−x},

porque este conjunto também é LI e gera o mesmo espaço. ◀

Para definirmos dimensão precisamos determinar primeiro que as bases para um espaço vetorial tem
todas o mesmo tamanho.

Teorema 2.33. Se um espaço vetorial tem pelo menos uma base com um número finito de elementos, então todas as
suas bases tem o mesmo tamanho.

Demonstração. Seja V um espaço vetorial e B uma base de V com n elementos. Como V = [B], então não
pode haver mais que n vetores L.I. em V , e portanto não há base maior que B.

Se houvesse base B ′ menor que B comm < n vetores, então teríamos [B ′] = V , e geraríamos V com
m < n vetores, e B não poderia ser L.I. (portanto não poderia ser base). ■

O conceito de dimensão captura uma idéia simples: se, para expressar um vetor em um espaço, preci-
samos de n coordenadas, o espaço tem dimensão n (posto de outra forma, a dimensão é a quantidade de
graus de liberdade que temos se quisermos escolher um vetor).

Definição 2.34 (Dimensão). Um espaço vetorial tem dimensão finita se é o espaço trivial ou se tem pelo
menos uma base com um número finito de elementos3. Em outros casos, o espaço tem dimensão infinita.

Se um espaço V tem dimensão finita, então sua dimensão, denotada dimV , é o número de vetores em
qualquer base de V .

O espaço vetorial trivial { 0 } tem, por definição, dimensão zero. ♦

Exemplo 2.35. O espaçoR3 é gerado por bases com três vetores, portanto tem dimensão 3. De formamais
geral, o espaço Rn pode ser gerado pela base { e1, . . . , en } com n vetores, portanto dim(Rn) = n. ◀

Exemplo 2.36. O espaço Rn[x] dos polinômios com grau≤ n é gerado pela base{
1, x, x2, . . . , xn

}
,

que tem n+ 1 vetores, e portanto dim(Rn[x] = n+ 1). ◀

O próximo exemplo mostra que se mudarmos o corpo subjacente podemos mudar a dimensão de um
espaço vetorial.

3É possível generalizar a noção de base, permitindo uma quantidade infinita de elementos, e resultando em espaços vetoriais de
dimensão infinita. A descrição das bases para alguns destes espaços vetoriais envolve dificuldades conceituais, e ao longo deste texto
os abordaremos em poucos exemplos. O Capítulo 14 trata mais extensivamente de alguns espaços de funções com dimensão infinita.
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Exemplo2.37. Oconjunto depolinômios {1, x, x2, x3, . . .} é linearmente independente e suas combinações
lineares são os polinômios com coeficientes reais. Embora este conjunto seja de fato uma base para os
polinômios em R, não trataremos deste caso, porque o conjunto é infinito. Dizemos que a dimensão do
espaço de todos os polinômios em R é infinita (dimRn[x] =∞). ◀

Exemplo 2.38. O espaço F de todas as funções f : R→ R não é gerado por qualquer base finita, portanto
tem dimensão infinita. Para verificar, basta observar que cada polinômio determina uma função, e como
dimRn[x] =∞, necessariamente dim F =∞, porque uma base para F deve conter uma base para Rn[x].

◀

Exemplo 2.39. No exemplo 2.26, mostramos que se quisermos tratar C como um espaço vetorial sobre os
reais – ou seja, somamos complexos mas só os multiplicamos por reais – então o espaço poderia ter como
base

B = {1, i},

e portanto sua dimensão é dois.
No entanto, se quisermos tratarC comoumespaço vetorial sobreC – ou seja, se quisermos poder somar

e multiplicar complexos entre si, podemos usar como base

B ′ = {1},

e passamos a ter um espaço de dimensão um. ◀

Exemplo 2.40. Damos como exemplo agora outro espaço de dimensão infinita – o espaço das funções
racionais, que definimos a seguir.

Definição 2.41. Uma função racional f(x) é a razão de dois polinômios:

f(x) =
p(x)

q(x)
,

sendo q(x) diferente do polinômio nulo. ♦

O conjunto de todas as funções racionais é um espaço vetorial:

i) Este conjunto está contido no conjunto de todas as funções reais, que sabemos ser umespaço vetorial;

ii) A função zero está neste conjunto, com p(x) = 0 e q(x) = 1;

iii) Tanto a soma de duas funções racionais como a multiplicação de uma função racional por escalar
resultam em outra função racional.

Este espaço vetorial tem dimensão infinita. O conjunto{
xj,

1

(x− a)j+1
,

1

(x2 + bx+ c)j+1
,

x

(x2 + bx+ c)j+1
: j ∈ N, a, b, c ∈ R, b2 < 4c

}
que tem infinitos elementos, é LI e constitui uma base para o espaço vetorial das funções racionais reais.
Não demonstraremos aqui estes dois fatos. ◀

Teorema 2.42. Em um espaço V de dimensão n, qualquer conjunto com n vetores L.I. é uma base.
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Demonstração. Para ser uma base precisamos que o conjunto seja L.I. e que gere o espaço vetorial. Como já
temos um conjunto L.I., basta mostrar que os n vetores geram o espaço.

Sejam V um espaço vetorial de dimensão n, e X = { x1, x2, . . . , xn } um conjunto L.I. de vetores de V .
Mostraremos agora como escrever qualquer vetor v como combinação linear de elementos de X.
Se adicionarmos um novo vetor a X teremos um conjunto L.D. (porque teremos mais que n vetores).

Assim, ao adicionarmos v ̸= 0, existem ai e b tais que

a1x1 + a2x2 + . . .+ anxn + bv = 0

mas b deve ser diferente de zero porqueX é L.I., e se b fosse zero, teríamos a combinaçãoa1x1+a2x2+ . . .
+anxn = 0, com algum ai ̸= 0. Então,

v =
1

b
(−a1x1 − a2x2 − . . .− anxn) . ■

O próximo teorema nos garante que podemos, a partir de qualquer conjunto L.I., completar uma base
para um espaço vetorial – algo que faremos em algumas demonstrações mais adiante.

Teorema 2.43. Seja U um subconjunto linearmente independente de um espaço V de dimensão finita. Se U não
gera V , podemos adicionar vetores aU de forma a obter uma base para V .

Demonstração. Se U não gera V , então existe pelo menos um vetor v ∈ V que não pode ser escrito como
combinação linear de vetores deU. Adicionamos v aU, obtendo um novo conjunto de vetores L.I. Repeti-
mos este processo até obter um conjunto que gere V . Tal conjunto será obtido com no máximo n vetores,
onde n é a dimensão de V , porque de outra forma teríamos n + 1 vetores L.I. em um espaço de dimensão
n. ■

Exemplo 2.44. O conjunto
X = {(0, 0, 1)T , (0, 2, 2)T }

tem dois vetores LI, mas não gera o espaço R3 (este conjunto só pode gerar vetores com a primeira coor-
denada igual a zero). Podemos completar este conjunto com mais um vetor, obtendo uma base:

X ′ = {(0, 0, 1)T , (0, 2, 2)T , (3, 3, 3)T }. ◀

Exemplo 2.45. Seja
A = {1, 1+ x2}.

Este conjunto gera os polinômios de grau zero ou dois (mas não os de grau um), e portanto não pode servir
de base para R3[x]. Podemos completá-lo com mais vetores (polinômios):

B =
{
x, x3

}
A ∪ B =

{
1, 1+ x2

}
.

Estes conjuntos geram

[A ∪ B] = (a)1+ (b)x+ (c)(1+ x2) + (d)x3

= (a+ c)1+ (b)x+ (c)x2 + (d)x3,

e teremos
[A ∪ B] = R3[x]. ◀
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Exemplo 2.46. Sabemos que dimMn×n é n2. Seja S o conjunto das matrizes triangulares superiores e I
o conjunto das matrizes triangulares inferiores, de ordem n. Por exemplo, se n = 4, então1 0 0 0

2 3 0 0
1 0 2 0
5 1 3 2

 ∈ I,

2 4 6 8
0 1 3 5
0 0 3 6
0 0 0 2

 ∈ S.

Para qualquer n fixo, tanto I como S são espaços vetoriais. As dimensões destes espaços são

dim I = dimS =
n(n+ 1)

2
.

A soma deles é o espaçoMn×n , mas a soma das dimensões é

dim I+ dimS = 2

(
n(n+ 1)

2

)
= n2 + n,

diferente de dimMn×n. Isto acontece porque a soma não é direta:

I ∩ S = D,

ondeD é o espaço das matrizes diagonais de ordem n. e portanto calculamos

dim I+ dimS− dim I ∩ S
= dim I+ dimS− dimD

=

(
n(n+ 1)

2

)
+

(
n(n+ 1)

2

)
− n

=2
n(n+ 1)

2
− n

=(n2 + n) − n

=n2

= dimMn×n.

A soma das dimensões não é igual a dimMn×n justamente porque não é direta: a interseção dos dois
espaços não contém somente o zero. ◀

Os próximos teoremas relacionam as dimensões de subespaços somados com a dimensão da soma deles.

Teorema 2.47. Seja V um espaço com dimensão finita, tal que V = U⊕W. Então

dim(U⊕W) = dim(U) + dim(W).

Demonstração. Seja n a dimensão de V . Podemos construir uma base B para U da seguinte maneira: es-
colhemos qualquer vetor u1 ∈ U que seja diferente de zero e o incluímos em B. Depois, adicionamos
outros vetores deU ao conjunto B, desde que ele continue L.I. ComoU ⊆ V , haverá no máximo n vetores,
portanto B é finito. Como B é o maior subconjunto L.I deU, é base deU.

Suponha que o número de vetores em B seja k. Se k < n, podemos adicionar mais vetores deW até
formar uma base para V . SejaB ′ o conjunto destes vetores usados para complementarB. Então [B ′] =W,
e [B∪ B ′] = V . Já há k vetores em B, portantoW deve ter n− k vetores, porque uma base para V precisa
de exatamente n vetores.

Temos então que
dim(U) + dim(W) = k+ (n− k) = n = dim(V). ■



Ve
rs
ão
Pr
el
im
in
ar

Ál
ge
br
a L
in
ea
r

Je
rô
ni
m
o
Pe
lle
gr
in
i

2.2. CONJUNTOS GERADORES E BASES 65

Proposição 2.48. Todo subespaçoU de um espaço V de dimensão finita tem um complemento em V : este com-
plemento é um outro subespaçoW tal que V = U⊕W.

Demonstração. A proposição é provada implicitamente na demonstração do teorema 2.47. ■

Note que “complemento” não necessariamente significa complemento de conjuntos; também não é
necessário que o complemento seja único, como podemos verificar no exemplo a seguir.

Exemplo 2.49. Seja A o subespaço de R2 formado pelos vetores (x, y) com x + y = 0 (ou seja, a reta
y = −x passando pela origem).

A dimensão deA é 1, porqueA é gerado por (1,−1).
O subespaço B = { (x, y) : x− y = 0 } é complemento de A, e R2 = A ⊕ B. A dimensão de B é 1,

porque é gerado por (1, 1)
Mas o subespaçoC = { (x, y) : 2x− y = 0 } também é complemento deA, eR2 = A⊕C. A dimensão

de C é 1, porque é gerado por (1, 2).
Temos portanto

dim(A) + dim(B) = 2 = dim(R2)

dim(A) + dim(C) = 2 = dim(R2).

Quaisquer duas retas diferentes passando pela origem podem gerar R2, portanto uma reta tem, em R2,
infinitos complementos. A figura a seguir mostra o subespaço A (a reta y = −x) e três dos seus infinitos
complementos: o subespaço B (a reta y = x); o outro subespaço C (a reta y = 2x); e um outro subespaço,
D (a reta y = x/3).

−4 −2 2 4

−4

−2

2

4

A

B
C

D

0
0

x

y

Com os vetores da reta A e os vetores de uma das outras retas diferentes de A, podemos gerar todos os
vetores em R2. ◀

Exemplo 2.50. Sabemos que R4[x] = R2[x]⊕ R3..4[x]. Uma base para R2[x] é{
1, x, x2

}
e portanto sua dimensão é 3. Uma base para R3..4[x] é{

x3, x4
}
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e portanto dim(R3..4[x]) = 2.
A dimensão de R4[x] deve então ser 5. E realmente, uma possível base para R4[x] é a união das bases

dos subespaços que acabamos de mostrar: {
1, x, x2, x3, x4

}
.

Concluímos portanto que dim(R4[x]) = 5.
Observamos também que o complemento de R2[x] é R3..4[x], também subespaço de R4[x], conforme

a proposição 2.48. ◀

Exemplo 2.51. Seja F o espaço de funções reais, e K o espaço de funções constantes. SejaN o conjunto

N = {0} ∪ F \ K,

ou seja, N contém todas as funções não constantes e também a função zero. EmboraN seja o complemento
deK na linguagem de conjuntos (N = KC, ouN = K), ele não é complemento do espaço vetorialK.

Para verificar isto, mostramos queN não pode ser espaço vetorial, porque a soma emN não é fechada.
De fato, podemos somar duas funções não constantes resultando em uma função constante: seja a função
constante h(x) = k. Construímos duas funções

f(x) = x+ k

g(x) = −x

e temos (f + g) = h: a soma de duas funções, uma crescente e uma decrescente, igual a uma função
constante. Assim, a soma não é fechada emN, logoN não é espaço vetorial, e por isso não pode ser com-
plemento de um subespaço. ◀

Teorema 2.52. Seja V um espaço com dimensão finita igual a n, tal que V = U+W. Então

dim(U+W) = dim(U) + dim(W) − dim(U ∩W).

Demonstração. SejaX = U∩W. Argumentamos que a base deX, com k vetores, pode ser usada como parte
das bases de U eW, com l > k em > k vetores. Assim, ao construir bases para U eW, observamos que
BX ⊆ BU e BX ⊆ BW , e portanto devemos contabilizar os vetores de BU e BW descontando o tamanho
de BX, que é subconjunto de ambos.

U WX

base: l vetores,
k deles de BX base: BX com

k vetores

base: m vetores,
k deles de BX
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Mais detalhadamente: sabemos que X é subespaço de V , e podemos construir uma base para X, com
vetores

BX = { x1, x2, . . . , xk } ,

sendo k a dimensão de X. Como X ⊆ U, podemos também completar esta base para obter uma base deU
com os vetores

BU = { x1, . . . , xk,uk+1, . . . ,ul } ,

onde l é a dimensão deU. Também podemos da mesma forma completar a base de X para ober uma base
deW:

BW = { x1, . . . , xk,wk+1, . . . ,wm } ,

ondem é a dimensão deW.
Se um vetor a pertence a U +W, pode ser descrito (não necessariamente de maneira única) como a

soma de um vetor deU e um deW (a = u+ w). Mas u e w são combinações lineares de vetores das bases
deU eW:

a = α1x1 + α2x2 + . . .+ αkxk + αk+1uk+1 + . . .+ αlul (este é u)
+ β1x1 + β2x2 + . . .+ βkxk + βk+1wk+1 + . . .+ βmwm (este é w)
= (α1 + β1)x1 + (α2 + β2)x2 + . . .+ (αk + βk)xk
+ αk+1uk+1 + . . .+ αlul + βk+1wk+1 + . . .+ βmwm.

Este conjunto,
B = { x1, . . . , xk,uk+1, . . .ul,wk+1, . . . ,wm }

portanto gera V , e tem l+m− k vetores. Para mostrar que B é uma base de V , falta mostrarmos que B é
L.I.

Se B fosse L.D., poderíamos encontrar coeficientes αi, βi, γi, não todos zero, tais que

α1x1 + . . .+ αkxk,+βk+1uk+1 + . . .+ βlul + γk+1wk+1 + . . .+ γmwm = 0. (2.3)

Suponha que algum αi ̸= 0. Teríamos então

α1x1 + . . .+ αixi
̸=0

+ . . .+ αkxk = 0,

o que não é possível, já que estes vetores são base de X (e portanto L.I.) Como os αi são zero, temos que
supor em seguida que algum βi é diferente de zero. Mas então teríamos

α1x1 + . . .+ αkxk + βk+1uk+1 + . . .+ βiui
̸=0

+ . . .+ βlul = 0,

o que também não é possível, porque

{ x1, . . . , xk,uk+1, . . . ,ul }

é base paraU, e portanto é L.I.
Repetimos o raciocínio para os γi, e concluímos que para que a expressão (2.3) valha, todos os coefici-

entes devem ser zero, e o conjunto B é L.I.
Provamos que B é base paraU+W, e tem l+m− k vetores. Assim,

dim(U+W) = dim(U) + dim(W) − dim(U ∩W). ■
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Observe que na demonstração de Teorema 2.52, começamos construindo uma baseBX para a interseção
U ∩W justamente para poder construir as outras duas bases BU e BW tendo BX como interseção.

Exemplo 2.53. Sejam A = { (0,w, x, y, z) : w, x, y, z ∈ R } e B = { (a, 0, b, c, 0) : a, b, c ∈ R } subes-
paços de R5. O espaço A contém todos os vetores onde a primeira coordenada é zero; o espaço B tem os
vetores onde a segunda e a quinta coordenada são zero. Temos claramente que

A+ B = R5.

Agora calculamos as dimensões destes espaços. Uma base paraA poderia ser

BA =
{
(0, 1, 0, 0, 0)T , (0, 0, 1, 0, 0)T , (0, 0, 0, 1, 0)T , (0, 0, 0, 0, 1)T

}
= { e2, e3, e4, e5 }

e portanto dim(A) = 4. Uma base para B tem três vetores:

BB = { e1, e3, e4 } ,

e dim(B) = 3.
A soma das dimensões deA e B é sete – diferente da dimensão deR5. Calculamos então a dimensão de

A ∩ B.
ComoA ∩ B contém vetores que estão emA e também em B, então

A ∩ B =
{
(0, 0, d, e, 0)T : d, e ∈ R

}
contém vetores com as coordenadas 1, 2 e 5 iguais a zero. Este espaço pode ser gerado pela base

BAB = { e3, e4 } ,

e tem portanto dimensão 2.
Verificamos então que

dim(A+ B) = dim(A) + dim(B) − dim(A ∩ B)
5 = 4+ 3− 2. ◀

Finalizamos esta seção com uma observação importante: o Teorema 2.52 vale para dois espaços U e
V , mas não pode ser generalizado usando o princípio da inclusão-exclusão, que usamos em Combinatória.
Com somas de espaços vetoriais, não necessariamente temos

dim(U+ V +W) = dimU+ dimV + dimW − dim(U ∩ V)
− dim(U ∩W) − dim(V ∩W)

+ dim(U ∩ V ∩W). (2.4)

Isto acontece porque não há distributividade de ∩ sobre+: em geral,A ∩ (B+ C) ̸= (A ∩ B) + (A ∩ C),
onde+ é soma de espaços vetoriais.

Exemplo 2.54. Sejam

A = {(x, 0) : x ∈ R},
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B = {(0, y) : y ∈ R},
C = {(a, a) : a ∈ R}.

Temos dim(A+ B+ C) = dim(R2) = 2. Mas observamos que

A ∩ B = {(0, 0)T },

A ∩ C = {(0, 0)T },

B ∩ C = {(0, 0)T },

A ∩ B ∩ C = {(0, 0)T },

e se usarmos a fórmula 2.4, chegaremos a

dimA+ dimB+ dimC− dim(A ∩ B) − dim(B ∩ C) − dim(A ∩ C) + dim(a ∩ B ∩ C)
= 1+ 1+ 1 − 0− 0− 0 + 0

= 3,

que não é a dimensão correta. ◀

2.3 Isomorfismo e coordenadas

Nesta seção mostramos que os espaços que estudamos são aparentemente diferentes, mas na verdade são
tão semelhantes aos espaços da família Rn que é possível restringir nossa discussão somente a estes últi-
mos.

Dizemos que duas estruturas algébricas são isomorfas se existe alguma forma de traduzir os objetos de
uma para a outra, preservando a estrutura – ou seja, operações realizadas com elementos na estrutura A
são semelhantes estruturalmente a operações se traduzirmos primeiro da estrutuarA para B.

Definição 2.55 (Isomorfismo). Sejam V e U dois espaços vetoriais. Um isomorfismo entre V e U é uma
função f : V → U que é

i) bijetora – ou seja, f tem inversa;

ii) transformação linear – ou seja, para todos vetores v,w ∈ V e todo escalar c,

– f(v+ w) = f(v) + f(w)

– f(cv) = cf(v).

Neste caso dizemos que V eU são isomorfos. ♦

Há outra maneira de definir isomorfismo: dizemos que os espaçosU e V são isomorfos se, em cada um
dos dois diagramas abaixo, para todos os vetores v,w e todo escalar k, seguir primeiro pela direita e depois
para baixo é o mesmo que seguir primeiro para baixo e depois para a direita. Ou seja,

• somar v com w antes de aplicar f é o mesmo que aplicar f antes de somar;

• multiplicar v por k antes de aplicar f é o mesmo que aplicar f antes de multiplicar.
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v, w v+ w

f(v), f(w) u

+

f f

+

u = f(v+ w)
= f(v) + f(w)

v kv

f(v) s

×k

f f

×k

s = f(kv)
= kf(v)

Dizemos que os diagramas “comutam”4. Dizemos então que dois espaços são isomorfos se os dois diagramas
acima comutam.

Exemplo 2.56. O espaço R2[x] é isomorfo a R3.
Seja f a bijeção que associa polinômios a0 + a1x+ a2x2 ao vetor (a0, a1, a2)T em R3 – ou seja,

f(a0 + a1x+ a2x
2) = (a0, a1, a2)

T .

Mostramos agora que f é um isomorfismo. Sejam u = u0 +u1x+u2x
2 e v = v0 + v1x+ v2x2. Primeiro,

verificamos a soma:

f(u+ v) = f
(
u0 + u1x+ u2x

2 + v0 + v1x+ v2x
2
)

= f
(
u0 + v0 + (u1 + v1)x+ (u2 + v2)x

2
)

= (u0 + v0, u1 + v1, u2 + v2)

= (u0, u1, u2) + (v0, v1, v2)

= f(u) + f(v).

Agora a multiplicação por escalar:

f(cv) = f
(
c(v0 + v1x+ v2x

2)
)

= cv0 + cv1x+ cv2x
2

= (cv0, cv1, cv2)

= c(v0, v1, v2)

= cf(v0 + v1x+ v2x
2)

= cf(v).

Assim, f é isomorfismo, e o espaço dos polinômios de grau máximo 2 é isomorfo a R3.
De forma mais geral, o espaço de polinômios Rn[x] é isomorfo a Rn+1. ◀

Exemplo 2.57. Agora mostramos um exemplo de dois espaços não isomorfos: R3[x] eR3 – não há bijeção
entre eles, e adiante observaremos que espaços finitos de dimensões diferentes não podem ser isomorfos.

◀
4Estes são chamados de “diagramas comutativos”.
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2.3. ISOMORFISMO E COORDENADAS 71

Dois espaços são isomorfos quandopodemos ver, de alguma forma, os elementos de um“espelhados” no
outro, mesmo após realizarmos operações, como ilustra a próxima figura (os elementos à esquerda petencem
a um espaço; aqueles à direita pertencem a outro espaço; e os traços pontilhados representam a bijeção
entre os dois espaços).

u

w

u+ w

f(u)

f(w)

f(u+ w)

v

kv

f(v)

f(kv)

Exemplo 2.58. ConsidereM2,2, o espaço das matrizes 2 × 2. Definimos a seguinte bijeção entreM2,2 e
R4:

f

[(
a b
c d

)]
= (a, b, c, d)T .

Esta bijeção é um isomorfismo: sejam duas matrizes

A =

(
a b
c d

)
, e X =

(
w x
y z

)
.

Então

f(A+ X) = f
[(
a b
c d

)
+

(
w x
y z

)]
= f

[(
a+w b+ x
c+ y d+ z

)]
= (a+w,b+ x, c+ y, d+ z)T = (a, b, c, d)T + (w, x, y, z)T

= f

[(
a b
c d

)]
+ f

[(
w x
y z

)]
= f(A) + f(X),

e

f(kA) = f
[
k

(
a b
c d

)]
= f

[(
ka kb
kc kd

)]
= (ka, kb, kc, kd)T = k(a, b, c, d)T

= kf

[(
a b
c d

)]
= kf(A).

O espaço vetorialMm,n será sempre isomorfo a Rmn. ◀
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72 CAPÍTULO 2. DIMENSÃO E BASES

Exemplo 2.59. Sabemos que o espaço vetorial das soluções da EDO y ′′ − y = 0 contém funções da forma

f(x) = aex − be−x.

Podemos identificar cada uma destas soluções com um vetor em R2 através da bijeção

g(aex − be−x) = (a, b)T .

Verificamos agora que esta bijeção preserva linearidade.
Começamos com a multiplicação por escalar: dado k ∈ R e uma solução aex − be−x,

g
[
k
(
aex − be−x

)]
= g(kaex − kbe−x)

= (ka, kb)T

= k(a, b)T

= kg(aex − be−x).

Agora verificamos a soma: dadas duas soluções aex − be−x e αex − βe−x,

g
[(
aex − be−x

)
+
(
αex − βe−x

)]
= g

[
(a+ α)ex − (b+ β)e−x

]
= (a+ α, b+ β)T

= (a, b)T + (α,β)T

= g(aex − be−x) + g(αex − βe−x).

concluímos portanto que g é isomorfismo. ◀

Exemplo 2.60. Considere o sistema {
w
2
+ x − z = 0

y
2
− z = 0,

que também pode ser escrito na formaAx = 0, com

A =

(
1/2 1 0 −1

0 0 1/2 −1

)
.

As soluções para este sistema são da forma (w, x, y, z)T , com

x = z−
w

2
,

y = 2z

ou seja, uma solução s é

s =

 w
z−w/2

2z
z


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formando um espaço vetorial5. Temos o seguinte isomorfismo com R2:

g(w, x, y, z)T = (w, z)T ,

já que tanto x como y dependem dew e z.
A demonstração de que g é isomorfismo é pedida no Exercício 72 ◀

Os exemplos anteriores mostram que diversos espaços vetoriais de dimensão finita são isomorfos aRn.
De fato, todo espaço vetorial de dimensão finita n é isomorfo a Rn.

Definimos a base deumespaço vetorial comoum conjuntodevetores,mas emumconjuntonãoháordem
definida para os elementos. Para poder desenvolver o conceito de coordenadas precisaremos identificar a
posição de cada elemento na base, por isso definimos base ordenada a seguir.

Definição 2.61 (Base ordenada). Seja B = { b1, b2, . . . , bn } uma base para um espaço vetorial V de di-
mensão finita. Então a tupla

B ′ = (b1, b2, . . . , bn) .

é uma base ordenada para V , assim como todas as permutações da tupla. ♦

Sabemos que é possível descrever qualquer elemento do espaço como combinação linear dos elementos
da base,

v = {a1b1 + · · ·+ anbn.}

Como os vetores de uma base ordenada tem posição definida, podemos simplesmente listar os coeficientes
a1, . . . , an para descrever o vetor. Estas são suas coordenadas naquela base.

A definição a seguir mostra que todos os espaços de dimensão finita (sejam eles de polinômios, ma-
trizes, funções, ou quaisquer outros objetos) podem ser tratados da mesma forma: ao invés de trabalhar
diretamente com esses objetos, trabalhamos com coordenadas.

Definição 2.62 (Coordenadas em uma base). Seja V um espaço vetorial com base ordenada B. Então um
vetor qualquer deV pode ser escrito como v = a1b1+a2b2+ . . .+anbn. Os coeficientes a1, a2, . . . , an
são as coordenadas de v na base B. Denotamos [v]B = (a1, a2, . . . , an)

T , onde a ordem dos coeficientes é a
mesma dos vetores bi na base B. ♦

Exemplo 2.63. Seja B =
(
1, x, x2, x3

)
uma base para R3[x]. Então

p(x) = x2 − x+ 2 = 2(1) − 1(x) + 1(x2) + 0(x3),

e as coordenadas de p(x) nesta base são

[p(x)]B = (2,−1, 1, 0)T .

5O espaço formado por estas soluções tem dimensão dois (há duas variáveis a escolher), com base

B =



0

1

2

1

 ,


1

−1/2

0

0


 .

Informalmente, o primeiro vetor nos diz se damos um valor a z, devemos somá-lo também a x, e seu dobro a y. De acordo com o
segundo vetor, quando damos um valor a w, devemos subtrair metade dele de x. Observe novamente a fora geral da solução e veja
que é exatamente desta forma que x e y podem ser descritas como dependentes dew e z.
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Se escolhermos uma base diferente para R3[x] – por exemplo,

B ′ =
{
1, 1+ x, 1+ x+ x2, 1+ x+ x2 + x3

}
,

descrevemos p(x) usando a base B ′ como

p(x) = 3(1) − 2(x+ 1) + 1(x2 + x+ 1) + 0(x3 + x2 + x+ 1),

e portanto as coordenadas de p(x) na base B ′ são

[p(x)]B ′ = (3,−2, 1, 0)T . ◀

Observe que [.]B ′ é uma bijeção entre polinômios de R3[x] e vetores de R4 – ou seja, é um isomorfismo.

A escolha de bases diferentes para um espaço vetorial implica na escolha de isomorfismos diferentes
com Rn.

Proposição 2.64. Seja V um espaço vetorial de dimensão finita, e sejam α e β diferentes bases para V . Os isomor-
fismos entre V eRn dados por f(x) = [x]α e g(x) = [x]β são diferentes, ou seja, existe x tal que f(x) ̸= g(x).
Demonstração. Sejam α ̸= β bases para um espaço vetorial V . para todo x ∈ V , existem a1, . . . , an e
b1, . . . , bn tais que

[x]α = (a1, a2, . . . , an)

[x]β = (b1, b2, . . . , bn)

Suponha, por hipótese, que [x]α = [x]β para todo x ∈ V . Então sempre teremos ai = bi.
Tome o vetor x = α1. Sua representação na baseα é (1, 0, . . . , 0). Como dissemos que os isomorfismos

são iguais, sua representação na baseβdeve tambémser (1, 0, . . . , 0), e concluímos queα1 = β1. Omesmo
vale para todos os outros pares αi, βi nas bases α e β – ou seja, as bases devem ser iguais. Como havíamos
presumido que as bases são diferentes, chegamos a um absurdo, e devemos negar a hipótese que fizemos
([x]α = [x]β para todo x ∈ V). ■

Teorema 2.65. Dois espaços vetoriais de dimensão finitaU e V são isomorfos se tem a mesma dimensão.

Demonstração. SejamU e V espaços vetoriais com dimensão n (finita). A bijeção

f(v) = [v]B,

onde B é alguma base de V , mostra que V e Rn são isomorfos.
ComoU, pelo mesmo argumento, deve ser isomorfo a Rn,U e V são isomorfos. ■

Exemplo 2.66. Um exemplo particularmente importante é o espaçoC, onde os vetores são números com-
plexos e o corpo subjacente é R. Claramente, uma base para C é

B = {1, i} ,

já que qualquer complexo pode ser escrito como a+ bi, onde a, b ∈ R. Como este espaço é sobre o corpo
dos reais e tem dimensão dois, ele é isomorfo a R2. A bijeção é

f(a+ bi) = (a, b)T .

Assim, associamos a cada número complexo um ponto emR2. Quando interpretamosR2 como o conjunto
dos complexos, o chamamos de “plano complexo”, onde o eixo das abscissas representa a parte real de cada
número, e o eixo das ordenadas representa a parte imaginária. A figura a seguir mostra a representação do
número complexo z = 2+ 3i no plano complexo.
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3

2

z

Im

Re

Como se tata de isomorfismo, a soma de complexos é representada no plano pela soma usual de vetores
em R2. Também a multiplicação de complexo por escalar é representada no plano como a multiplicação
de vetor por escalar.

É comum adotar a noção de norma de vetores em R2 para números complexos, de forma que a norma
de um complexo é

|a+ bi| =
√
a2 + b2. ◀

Exemplo 2.67. Tanto R3[x] comoM2×2 tem dimensão 4. Mostramos agora o isomorfismo entre eles.
Primeiro, f : R3[x]→ R4:
Usaremos para R3[x] uma base

B =
(
1, x, x2, x3

)
.

EmM2×2, usaremos a base

C =

([
1 0
0 0

]
,

[
0 1
0 0

]
,

[
0 0
1 0

]
,

[
0 0
0 1

])
.

Definimos agora duas bijeções:

f(p(x)) = [p(x)]B

g(A) = [A]C

Por exemplo, considere p(x) = x2 − 1.

f(x2 − 1) = [x2 − 1]B = (−1, 0, 1, 0)T .

Levamos o vetor p(x) de R3[x] em R4. Agora, podemos usar a bijeção g para levar de R4 emM2×2:

g
[
(−1, 0, 1, 0)T

]
=
[
(−1, 0, 1, 0)T

]
C
=

(
−1 0
1 0

)
.

A composição das bijeções f e g também é uma bijeção – e portanto temos um isomorfismo entre R3[x] e
M2×2.

Agora observamos o que acontece se mudarmos a base de um dos espaços vetoriais. Usaremos para
R3[x] a base B ′, diferente de B:

B ′ =
(
x, x+ 1, x2 + 1, x3

)
.

Como temos uma nova base, temos também uma nova bijeção,

f ′(p(x)) = [p(x)]B ′
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Novamente, usamos o isomorfismo para levar o polinômio x2 − 1 emM2×2.

f ′(x2 − 1) = [x2 − 1]B ′ = (2,−2, 1, 0)T ,

porque
2(x) + −2(x+ 1) + 1(x2 + 1) + 0(x3) = x2 − 1.

Agora usamos g para levar este vetor de R4 emM2×2, usando a mesma base de antes (C) paraM2×2:

g((2,−2, 1, 0)T =
[
(2,−2, 1, 0)T

]
C
=

(
2 −2
1 0

)
.

Esta matriz é diferente da que havíamos encontrado antes.
Para cada base deR3[x] e cada base deM2×2, teremos duas bijeções f eg. Umamudança nas bases pode resultar

em bijeções completamente diferentes.
O mesmo vale, claramente, para quaisquer outros espaços de dimensão finita. ◀

Como os espaços finitos de dimensãon são todos isomorfos aRn, podemos desenvolver toda a Álgebra
Linear para espaços de dimensão finita trabalhando apenas com Rn.

2.4 Mudança de base

Se tivermos duas bases R e S para um espaço vetorial V , é possível representar cada vetor v ∈ V tanto em
uma base como em outra. Nesta seção mostramos como obter uma função que, dada [v]R, determina [v]S.

Na discussão a seguir, como os somatórios são todos de 1 a n, indicamos apenas o índice em cada um
deles (

∑
i xi =

∑n
i=1 xi).

Teorema 2.68. Sejam R = (r1, . . . , rn) e S = (s1, . . . , sn) duas bases ordenadas diferentes para um espaço V ,
e seja v ∈ V . Então as coordenadas de v na base S podem ser escritas em função das coordenadas de v na base R.

Demonstração. Usaremos os seguintes fatos: primeiro, para qualquer v ∈ V ,

v =
∑
i

airi =
∑
j

bjsj.

Mas ri ∈ V , portanto pode ser escrito usando base S:

rj =
∑
i

qijsi.

Escolhemos agora um vetor qualquer v ∈ V . Temos

v =
∑
j

ajrj

=
∑
j

aj

(∑
i

qijsi

)
=
∑
j

∑
i

ajqijsi
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=
∑
i

∑
j

ajqij

 si.
O termo entre parênteses no somatório faz o papel de coeficiente na combinação linear dos si, resultando
em v – e portanto deve ser igual a bi:

bi =
∑
j

ajqij.

Mostramos que cada bi, coeficiente de v na base S, pode ser escrito como função dos aj, coeficientes na
base R, usando os qij, que descrevem os vetores de R na base S. ■

Exemplo 2.69. Considere as duas bases a seguir para R3[x]:

A =
(
1, x, x2, x3

)
,

B =
(
x,−x2, x2 − 2, x3 − 3

)
.

Queremos uma função que leve coordenadas da base A para a base B. Escrevemos cada vetor de A como
combinação linear dos vetores de B:

1 = 0(x) −
1

2
(−x2) −

1

2
(x2 − 2) + 0(x3 − 3),

x = 1(x) + 0(−x2) + 0(x2 − 2) + 0(x3 − 3),

x2 = 0(x) − 1(−x2) + 0(x2 − 2) + 0(x3 − 3),

x3 = 0(x) −
3

2
(−x2) −

3

2
(x2 − 2) + 1(x3 − 3).

Ou seja,[1]B = (0,−1/2,−1/2, 0)T , [x]B = (1, 0, 0, 0)T , [x2]B = (0,−1, 0, 0)T e [x3]B = (0,−3/2,−3/2, 1)T .
As coordenadas do polinômio x2 − 3 na baseA são

[x2 − 3]A = (−3, 0, 1, 0)T ,

e portanto a1 = −3, a2 = 0. a3 = 1 e a4 = 0.
As coordenadas deste polinômio na base B são [x2 − 3]B = (b1, b2, b3, b4)

T , com

x2 − 3 = −3(1) + 0(x) + 1(x2) + 0(x3)

= −3[1]B + 1[0]B + 1[x2]B + 0[x3]B

= −3

(
−
1

2
(−x2) −

1

2
(x2 − 2)

)
+ 1
(
− 1(−x2)

)
=
1

2
(−x2) +

3

2
(x2 − 2) (vetores da base B destacados)

Logo, [x2 − 3]B = (b1, b2, b3, b4), com

b1 = 0

b2 = 1/2

b3 = 3/2
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78 CAPÍTULO 2. DIMENSÃO E BASES

b4 = 0

Identificamos agora os qij:

b1 =
∑
i

aiqi1 = −3(0) + 0(1) + 1(0) + 0(0) = 0

b2 =
∑
i

aiqi2 = −3(−1/2) + 0(0) + 1(−1) + 0(−3/2) = 1/2

b3 =
∑
i

aiqi3 = −3(−1/2) + 0(0) + 1(0) + 0(−3/2) = 3/2

b4 =
∑
i

aiqi4 = −3(0) + 0(0) + 1(0) + 0(1) = 0

E realmente,

b1(x) + b2(−x
2) + b3(x

2 − 2) + b4(x
3 − 3) = 0(0) −

x2

2
+
3(x2 − 2)

2
+ 0(x3 − 3)

=
3x2 − x2 − 6

2
= x2 − 3.

Temos então [x2 − 3]B = (0, 1/2, 3/2, 0)T . ◀

Uma observação importante pode ser feita neste momento: todo isomorfismo um espaço de dimensão finita
nelemesmo representa umamudança de base. Isso porque tal isomorfismo leva vetores deV emV , e preserva a
linearidade. O que podemudar após a aplicação do isomorfismo é a base usada para representar os vetores.

Exemplo 2.70. Sejam duas bases ordenadas para R3,

α =
(
(1, 0, 0)T , (0, 1, 0)T , (0, 0, 1)T

)
,

β =
(
(1, 0, 0)T , (0, 1, 0)T , (0, 0, 1/2)T

)
.

Os vetores tem os mesmos coeficientes nas duas bases, exceto que na base β o último coeficiente é o dobro
daquele na base α: [

(1, 2, 3)T
]
α
=
[
(1, 2, 6)T

]
.

O isomorfismo ϕ : R3 → R3 tal que

ϕ(x, y, z)T = (x, y, 2z)T

leva vetores da base α para a base β.

(x, y, z)T = x(1, 0, 0)T + y(0, 1, 0)T + z(0, 0, 1)T

ϕ(x, y, z)T = xϕ[(1, 0, 0)T ] + yϕ[(0, 1, 0)T ] + zϕ[(0, 0, 1)T ]

= (x, 0, 0)T + (0, y, 0)T + z(0, 0, 2)T

= (x, 0, 0)T + (0, y, 0)T + (0, 0, 2z)T

= (x, y, 2z)T . ◀
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2.5 Aplicações

2.5.1 Análise Dimensional [ base, dependência linear ]
Nesta seção tomamos a Análise Dimensional como exemplo de aplicação, de grande importância emmuitas
Engenharias.

Definição 2.71 (dimensão física). Uma dimensão física é uma quantidade física, que pode ser medida em
diferentes unidades. ♦

Exemplo 2.72. A quantidade de tempo entre dois eventos quaisquer é uma dimensão que pode ser medida
em diferentes unidades: segundos, horas, dias, etc. A distância entre dois objetos também é uma dimensão,
que pode ser medida em diferentes unidades: metros, pés, ângstrons, etc.

Ouros exemplos são pressão, carga elétrica, massa, viscosidade. ◀

É comum considerar algumas dimensões como fundamentais. Listamos estas dimensões a seguir, cada
uma com seu símbolo usual:

• distância (L)

• tempo (T)

• massa (M)

• carga elétrica (Q)

Denotamos a dimensão uma grandeza física x por [x].

Exemplo 2.73. A seguir temos algumas unidades de medida de grandeza física, com suas dimensões.

[kg] =M

[Å] = [cm] = [km] = L

[s] = [h] = T ◀

Usando dimensões fudamentais, construimos dimensões a partir de outras. Por exemplo, usando dis-
tância e tempo construímos velocidade e aceleração. Note que o diferencial de uma quantidade física tem
a mesma dimensão que a própria quantidade.

[v] =

[
ds

dt

]
=
[s
t

]
= LT−1

[a] =

[
dv

dt

]
=

[
d2s

dt2

]
=
[ s
t2

]
= LT−2

Exemplo 2.74. A seguir temos mais algumas dimensões compostas.

volume [m3] = L3

aceleração [m/s2] = L/T2

força [kgm/s2] =MLT−1

A primeira dimensão física mostrada, volume, envolve somente a dimensão fundamental da distancia. A
segunda, aceleração, envolve distância e tempo, e a terceira envolve massa, distancia e tempo. ◀
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80 CAPÍTULO 2. DIMENSÃO E BASES

Quando combinamos uma dimensão com ela mesma – por exemplo, quando definimos área e volume a
partir de distancia – estamos realizando uma “operação” com um número e aquela dimensão:

2⊗ L = L2(área)
3⊗ L = L3(volume)

Cada dimensão pode, portanto, estar associada a um expoente, e podemos representar dimensões compos-
tas na forma

La1Ma2Ta3

Exemplo 2.75. A tabela a seguir mostra a representação de várias dimensões físicas.

nome unidade SI dimensão física
carga elétrica Coulomb C Q

volume m3 M3

densidade kg/m3 ML−3

força (N) Newton N = kgm/s2 [N] =MLT−2

aceleração m/s2 [m/s2] = LT−1

pressão (Pa) Pascal Pa = N/m2 [N/m2] = [(MLT2)/L2] =ML−1T−2

viscosidade Ns/m2 [Ns/m2] = [MLT−2][T ]/[L−2] =ML−1T−1

energia (J) Joule J = (kgm2)/s2 [kgm2/s2] =ML2T−2

ddp6 Volt V , ou J/C [J/C] =ML2T−2Q−1

capacitância Farad F, ou C/V [Q/V ] =M−1L−2T2TQ2

◀

Em uma equação envolvendo grandezas físicas, os dois lados devem ter a mesma dimensão – dizemos
que a equação deve ser dimensionalmente homogênea.

Exemplo 2.76. A equação

s = s0 + v0t+
1

2
at2,

que descreve o movimento retilíneo uniformemente acelerado, é dimensionalmente homogenea, porque
a dimensão do lado esquerdo é [s] = L, e do lado direito temos [s0] = L, e

[v0t] = [v][t]

=
L

T
T (velocidade é distância por tempo)

= L.[
1

2
at2
]
= [1/2][a][t2]

= 1[a][t2]

=
L

T2
T2 (aceleração é distância por tempo2)

= L,

e portanto

[s] =

[
s0 + v0t+

1

2
at2
]
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2.5. APLICAÇÕES 81

L = [s0] + [v0t] +

[
1

2
at2
]

L = L+ [LT−1] [T ] + [1/2] [LT−2] [T2]

L = L+ L+ L ◀

Denotamos por 1 a dimensão vazia, que atribuímos a grandezas sem dimensão física.

[2] = 1
[cos(x)] = 1

[θ] = 1 (se θ é ângulo)

Exemplo 2.77. A frequência é a quantidade de vezes que algo acontece em um período de tempo, e sua
dimensão é T−1. Por exemplo, a frequência angular pode sermedida em radianos por segundo; calculamos
sua dimensão: [

rad
s

]
= [rad][1/s]

= 1[1/s] (ângulo tem dimensão 1)
= T−1. ◀

Tendo estes fatos em mente, surge naturalmente a pergunta: as dimensões físicas não formariam um
espaço vetorial? De fato, é o que acontece. afirmativa. Observamos na tabela a seguir uma comparação de
conceitos. Note que aqui usamos o termo “dimensão física” para elementos de um espaço vetorial.

espaço de dimensões espaço vetorial
dimensão vetor

1 0
Aα αA
A−1 −A
AB A+ B

As dimensões físicas das variáveis usadas na descrição de fenômenos físicos7 formam um espaço vetorial8 sobre
Q: sejamA B e C dimensões. Então valem as seguintes propriedades de espaço vetorial.

i) associatividade: (AB)C = A(BC), e (Ap)q = A(pq)

ii) comutatividade: AB = BA

iii) distributividade: ApAq = Ap+q, e (AB)p = ApBp

iv) há neutro aditivo: 1A = A

v) há inversos: (A−1)A = 1

vi) há neutro multiplicativo: A1 = A

7Não apenas fenômenos físicos. É um exercício interessante buscar exemplos sem significado físico.
8E note que aqui precisamos listar todas as condições para caracterizar o espaço vetorial.
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82 CAPÍTULO 2. DIMENSÃO E BASES

Quando se estabelece uma base para um espaço vetorial de dimensões, dizemos que temos um sistema.
Por exemplo, se definirmos a base (M,L, T) nos dá o sistemaMLT . A capacitância, por exemplo, é definida
no sistemaMLTQ, porque depende de massa, distancia, tempo e carga elétrica.

As coordenadas de uma dimensão física no sistema são os expoentes de sua representação.

Exemplo 2.78. As coordenadas da dimensão área são (0, 2, 0), porque

[cm2] = [m2] = L2 =M0L2T0.

Já as coordenadas da dimensão pressão,ML−1T−2 são (1,−1,−2). ◀

As figuras a seguir ilustram o isomorfismo do sistema MLT com R3 (ambas as figuras mostram os
mesmos pontos, mudando apenas seus rótulos). As coordenadas mostradas nas figuras são

[m2] L2 (0, 2, 0)

[Pa] ML−1T−2 (1,−1,−2)

[m/s2] LT−2 (0, 1,−2)

É importante observar que os pontos nos gráficos são os vetores do espaço de dimensões – portanto
cada um é uma dimensão, e não uma unidade! Assim, o mesmo ponto rotulado com [m2] poderia ter sido
marcado com [cm2], [km2], etc, porque [m2] = [cm2] = [km2] = L2.

Definição 2.79 (dependencia dimensional). Um conjunto de dimensões A1, A2, . . . , An é dimensional-
mente dependente se é linearmente dependente, com coeficientes racionais. Em outras palavres, é dimen-
sionalmente dependente se existem racionais α1, α2, . . . , αn, nem todos zero, tais que

Aα1

1 Aα2

2 · · ·Aαn
n = 1. ♦

Podemos “traduzir” a definição de dependência dimensional para a nomenclatura e notação com que
nos habituamos para espaços vetoriais: ela diz que um conjunto de dimensões (vetores) dimensionalmente
dependente (linearmente dependente) – ou sejam se existem racionais α1, . . ., nem todos zero, tais que

Aα1

1 Aα2

2 · · ·Aαn
n = 1,

ou seja,
(α1 ⊠A1) ⊞ (α2 ⊠A2) ⊞ · · · ⊞ (αn ⊠An) = 0,

onde⊞ e⊠ são as operações de soma emultiplicação por escalar neste espaço: A⊞B = AB; e k⊠A = Ak.
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Exemplo 2.80. As dimensões força, distancia, tempo e massa são dimensionalmente dependentes, como
podemos verificar observando suas descrições no sistemaMLT :

[m] = L

[s] = T

[kg] =M

[Pa] =ML−1T−2

A pressão pode ser descrita em termos de massa, tempo e distância. ◀

Exemplo 2.81. As dimensões pressão e área não são dimensionalmente dependentes!

[m2] = L2

[Pa] =ML−1T−2

Não temos como descrever L2 em termos deML−1T−2. ◀

Toda dimensão física no sisetmaMLT pode ser descrita na formaMaLbTc (ou seja, todo vetor pode ser
descrito por suas coordenadas) – e podemos usar este fato para obter fórmulas para descrever fenômenos.

Exemplo 2.82. Suponha que uma partícula cai sobre um fluido viscoso. Sua velocidade para baixo é ace-
lerada pela ação da gravidade, mas depois de um tempo, a aceleração chega a zero.

Para modelar o movimento da partícula, determinaremos uma fórmula que descreva sua velocidade
em função do tempo. A velocidade da partícula depende:

• do diâmetro, d;

• da viscosidade, µ;

• da aceleração, g.

Além disso, a velocidade é proporcional à diferença entre a densidade da partícula, ρp e a do fluido, ρf.
Escrevemos, portanto,

v = kdaµbgc(ρp − ρf). (2.5)

Nesta fórmula, k é uma constante a ser determinada experimentalmente. Os outros fatores são conforme
descrevemos, mas ainda não sabemos seus expoentes (ou seja, não sabemos as coordenadas da dimensão
física). Mas conhecemos a dimensão física de v, e podemos usá-la: como [v] é um vetor no espaço de
dimensões físicas, escrevemos as dimensões da fórmula 2.5:

[v] =
[
kdaµbgc(ρp − ρf)

]
.

Esta fórmula mostra o mesmo vetor nos dois lados da igualdade. Suas coordenadas (os expoentes) devem
portanto ser as mesmas:

[v] =
[
kdaµbgc(ρp − ρf)

]
M0LT−1 =

[
kdaµbgc(ρp − ρf)

]
M0LT−1 =

[
daµbgc(ρp − ρf)

]
M0LT−1 = (L)a (ML−1T−1)b (L−1T−2)c (ML−3)
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84 CAPÍTULO 2. DIMENSÃO E BASES

M0LT−1 =Mb+1La−b+c−3T−b−2c.

Como os expoentes nos dois lados devem ser iguais, podemos determiná-los resolvendo um sistema linear
com três incógnitas e três equações: 

b + 1 = 0

a− b+ c− 3 = 1

− b− 2c = −1

A solução é a = 2, b = −1, c = 1, e podemos escrever os expoentes em nossa fórmula

v = kd2µ−1g1(ρp − ρf),

ou

v = k
d2g(ρp − ρf)

µ
. ◀

Exemplo 2.83. Observamos o escoamento laminar de um fluido por um tubo de raio r e comprimento l. A
pressão interna no tubo decai com a distância – isto é chamado de perda de carga. O volume q é função do
raio, da viscosidade do fluido, µ, e da perda de carga, ∆p/l.

q = f

(
∆p

l
, µ, r

)
.

Listamos a seguir as dimensões de cada variável.

r raio distância L
q fluxo volume por tempo L3T−1

µ viscosidade força-tempo por área ML−1T−1

∆p
l

perda de carga pressão por distância ML−2T−2

As coordenadas das dimensões são iguais em ambos os lados da equação:

[q] =

[(
∆p

l

)a

(µ)b (r)c
]

L3T−1 = (ML−2T−2)a (ML−1T−1)b (L)c.

Chegamos agora ao sistema 
a+ b = 0

−2a− b+ c = 3

−2a− b = −1.

Resolvendo, obtemos a = 1, b = −1, c = 4, portanto a equação é

q = k
∆p

l
(µ)−1 (r)4

= k
∆pr4

lµ
.

Esta é a equação de Hagen-Poiseuille. A constante de proporcionalidade k, que pode ser obtida por experi-
mentos, é igual a π/8. ◀
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O próximo exemplo mostra que nem sempre obteremos a fórmula exata que procuramos.

Exemplo 2.84. Suponha que uma gota de água cai de uma nuvem imóvel. Determinaremos uma fórmula
para sua velocidade. Presumimos, ainda que nos pareça estranho, que a gota é esférica. Seu raio é r, sua
densidade é ρ e sua velocidade é v. A viscosidade do ar é µ e a aceleração gravitacional é g.

Se quisermos determinar a velocidade em função das outras variáveis, escrevemos

v = kragbρcµd

[v] =
[
ra gb ρc µd

]
LT−1 = (L)a(LT−2)b(ML−3)c(ML−1T−1)d,

onde k é uma constante de proporcionalidade. Temos portanto que resolver o sistema
c+ d = 0

a+ b− 3c− d = −1

− 2b − d = 1

,

que tem quatro incógnitas mas somente três equações. Isso significa que não chegaremos à equação exata
da velocidade, mas a uma equação dependendo de um expoente.

Precisamos escolher uma das quatro variáveis para deixar livre. Escolhemos d, e escrevemos a solução
como

a = −
1+ 3d

2

b = −
1+ d

2

c = −d,

Substituindo na fórmula,

v = k r−(1+3d)/2g−(1+d)/2ρ−dµd

= k
r1/2

r3d/2
g1/2

gd/2
µd

ρd

= k

√
rg√
r3dgd

µd

ρd

= k
√
rg

(
µ

ρ
√
r3g

)d

.

Note que se tivéssemos escolhido outra variável livre ao invés de d, chegaríamos a outra fórmula, dando
também uma relação válida entre a velocidade da gota e as outras variáveis. ◀

O “TeoremaΠ de Buckingham” (Teorema 2.85) diz basicamente que se o espaço vetorial onde trabalha-
mos tem dimensão n, em um conjunto com k > n vetores onde há n vetores LI, podemos descrever todos
em função desses n.
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86 CAPÍTULO 2. DIMENSÃO E BASES

Teorema 2.85 (Π, de Buckingham). Seja Π um espaço de dimensões físicas, cuja dimensão como espaço vetorial
é n. Se um experimento físico relaciona grandezas x1, x2, . . . , xn, . . . , xk (onde claramente k > n), na forma de
uma função

y = f(x1, x2, . . . , xk),

então a relação pode ser reescrita como

y = ϕ(πn+1, πn+2, . . . , πk)x
a1

1 x
a2

2 . . . xan
n ,

sendo o termoϕ(. . .) não dimensional (ou seja, tem dimensão 1 =M0L0T0), e

π1 =
xn+1

xb11

1 · · · xb1n
n

π2 =
xn+2

xb21

1 · · · xb2n
n

...

Demonstração. (Parcial) Claramente, se determinarmos a1, a2, . . . , an de forma que a1x1a2x2 . . . anxn
tenha as mesmas dimensões de y, então necessariamente ϕ(. . .) deve ter dimensão 1.

A demonstração de que podemos encontrar os πi na forma dada fica como exercício. ■

Exemplificamos agora o Teorema Π.

Exemplo 2.86. Se uma esfera de diâmetro d se desloca com velocidade v por um fluido com densidade ρ
e viscosidade µ, a força contrária ao movimento da esfera é chamada de força de arrasto. Como esta força é
função da soutras variáveis, temos

Fx = f(d, v, ρ, µ).

Sabendo apenas que a relação envolve estas grandezas, poderíamos tentar realizar experimentos, fixando
dois parametros de cada vez e variando outros dois. Este procedimento, no entanto, é custoso – e desne-
cessário se realizarmos a análise dimensional do fenômeno.

A grandeza f(. . .) tem amesma dimensão que Fx, e pode ser descrita no sistemaMLT com três vetores
(dimensões físicas) linearmente independentes (ou “dimensionalmente independentes”). Os vetores que
representam as quatro dimensões [d], [v], [ρ], [µ] são

d v ρ µ(
0
1
0

) (
0
1

−1

) (
1

−3
0

) (
1

−1
−1

)

Escolhemos d, v, ρ, que são independentes. Sabemos portanto que µ pode ser descrito como combinação
linear de d, v, ρ. Usando o Teorema Π de Buckingham, chamamos esta combinação linear de π, e a força
de arrasto é descrita como

Fx = ϕ(π)davbρc,

onde π tem dimensão [π] = 1:

π =
µ

dxvyρz
.
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O próximo passo é calcular a, b e c.

[Fx] =
[
davbρc

]
MLT−2 = (L)a(LT−1)b(ML−3)c

Chegamos ao sistema 
c = 1

a+ b− 3c = 1

− b = −2

Os valores de a, b e c são portanto
a = b = 2, c = 1.

Precisamos determinar também x, y, z, que usamos na descrição de π. Novamente, sabendo que a dmien-
são de π é [π] = 1 =M0L0T0, calculamos

M0L0T0 = [µ][dxvyρz]

M0L0T0 = (ML−1T−1)Lx (LT−1)y (ML−3)z

Resolvemos o sistema, 
z+ 1 = 0

x+ y− 3z− 1 = 0

− y − 1 = 0

e obtendo os valores
x = y = z = −1.

Isto nos dá π = µ/(dvρ), e temos agora

Fx = ϕ

(
µ

dvρ

)
d2v2ρ

Esta é a equação do arrasto, e o que chamamos aqui de ϕ(µ/(dvρ)) é o coeficiente de arrasto.
Agora, tendo a equação do arrasto, percebemos que precisamos de um único experimento para deter-

minar o coeficiente de arrasto. ◀

Há muito material escrito sobre análise dimensional. No entanto, não é comum descrever o espaço
dimensional como fizemos, em termos de espaços vetoriais. Uma boa introdução à Análise Dimensional
(ainda sem tratar o espeço dimensional como espaço vetorial) é dada no livro de Gibbings [Gib11].

Esta seção incluiu exemplos envolvendoMecânica Básica eMecânica de Fluidos. Para uma introdução à
Mecânica Geral, o leitor pode consultar o livro de J. Den Hartog [Har61]. O livro de Robert Brodkey [Bro95]
dá uma boa introdução à Mecânica de Fluidos.

⋆ 2.5.2 Fractais [ isomorfismo ]
Muitos dos fractais mais conhecidos, em particular o conjunto de Mandelbrot e os conjuntos de Fatou

e Julia, são definidos no plano complexo.
Abordaremos o conjunto de Mandelbrot.
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88 CAPÍTULO 2. DIMENSÃO E BASES

Considere a seguinte sequência: começamos com um número complexo inicial z0. Os outros números
da sequência são obtidos elevando o anterior ao quadrado e somando ao número inical z0, ou seja,

z0 = c

zn+1 = z2n + z0 (2.6)

Por exemplo, se começarmos com z0 = 2i, a sequência será

z0 = 2i

z1 = (2i)2 + 2i = −4+ 2i

z2 = (−4+ 2i)2 + 2i = 12− 14i

z3 = (12− 14i)2 + 2i = −52− 334i

...

Dependendo do número z0 escolhido, o limite da sequência (zn) quandon→∞ pode ser infinito (ou seja,
a sequência diverge), ou finito. Damos a seguir exemplos de duas destas situações.
i) Se z0 = 1, a sequência é

z0 = 1

z1 = 12 + 1 = 2

z2 = (2)2 + 1 = 5

z3 = (5)2 + 1 = 26

...

ii) Se z0 = −2, temos

z0 = −2

z1 = (−2)2 − 2 = 2

z2 = (2)2 − 2 = 2

z3 = (2)2 − 2 = 2

...

Se para um número c = a+ bi a sequência não diverge, então z0 é parte do conjunto de Maldelbrot.
A sequência no caso (i) é divergente (seu limite é +∞), portanto 1 não pertence ao conjunto de Man-

delbrot.
Já a sequência no caso (ii) é limitada (mais ainda, exceto por z0 todos os zi são iguais a dois), logo −2

pertence ao conjunto de Maldelbrot.
O ponto importante deste exemplo é: como conhecemos um isomorfismo entre C e R2, podemos plotar o

conjunto de Mandelbrot no plano.
Para plotar o conjunto de Mandelbrot, escolhemos os pontos (x, y) do plano com−2 ≤ x ≤ 1 e−1 ≤

y ≤ 1. Para cada um desses pontos, tomamos c = x + yi e computamos vários valores da sequência zn
descrita na fórmula 2.6. – por exemplo, de z0 até z20. Se percebemos que a sequência converge, pintamos
o ponto de preto. Se não, usamos alguma outra cor para indicar quão rapidamente a sequência diverge. A
imagem a seguir, que mostra o conjunto de Mandelbrot, foi construída desta forma.
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Exercícios

Ex. 50 — O vetor (2, 3, 5) é gerado pelo conjunto {(0, 1, 2), (−1,−1,−1), (0, 2, 3)}?

Ex. 51 — Quais conjuntos são bases para R3?

a) {(1, 1, 0), (0, 1, 1), (1, 2, 1)}

b) {(1, 1, 1), (2, 2, 2), (1, 2, 3)}

c) {(2, 1, 2), (−1, 0, 1), (0, 5, 0)}

d) {(0, 1, 2), (0,−1, 2), (0, 1,−2)}

Ex. 52 — Determine a forma geral dos vetores gerados pelos conjuntos, e a dimensão dos espaços gerados
por eles:

a) {(1, 2, 0)T , (0, 0, 1)T }

b) {(1, 1, 1, 1)T , (0, 2, 0, 2)T }

c) {(0, 0, 0, 1)T , (1, 0, 1, 0)T , (1, 1, 1, 1)T }

d) {(1, 1, 0), (0, 2, 2), (2, 4, 2)}

Ex. 53 — O vetor (2, 3, 1, 0)T é gerado por quais conjuntos?

a) {(1, 0, 0, 1)T , (0, 1, 0, 0)T , (0, 0, 0, 1)T }

b) {(1, 0, 1/2, 0)T , (0,−1, 0,−1)T , (0, 0, 0,−1)T }
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c) {(2, 3, 0, 0)T , (0, 0, 0, 1)T , (1, 0, 0, 0)T }

d) {(1, 2, 3, 4)T , (1, 2, 3, 0)T , (0, 0, 0, 1)T }

Ex. 54 — A matriz
(
1 1
1 2

)
é gerada por quais conjuntos?

a)
{(
1 1
0 0

)
,

(
0 1
−2 −4

)}
b)
{(
1 1
0 0

)
,

(
0 0
1 1

)
,

(
1 −1
0 0

)}
c)
{(
1 1
1 1

)
,

(
0 0
0 1

)
,

(
1 0
1 0

)}

Ex. 55 — Qual é a dimensão do espaço que contém somente vetores da forma (x, 2x− 3y, y)?

Ex. 56 — O conjunto
A = {(x, y, z)T : x+ 2y− 3z = 0}

é subespaço de R3? Se for, mostre um complemento dele.

Ex. 57 — Considere os subespaços de R5:

•A = {(v,w, x, y, z)T : x+ y− z = v}

•B = {(v,w, x, y, z)T : v− 2w = x+ y+ z}

Responda o seguinte:

i) Quem são os vetores no subespaçoA ∩ B?
ii) Determine dimA, dimB, dim(A ∩ B).
iii) Mostre um complemento deA ∩ B.
iv) R5 é soma deA com B? Se for, é soma direta?

Ex. 58 — O conjunto de soluções para Ax = 0 no exemplo 2.60 é um subespaço de R4. Determine um
complemento para ele.

Ex. 59 — A união do subespaço de funções pares com o subespaço de funções ímpares é subespaço?

Ex. 60 — O conjunto das matrizes simétricas de ordem n, com as operações usuais, é um espaço vetorial.

a) Determine a dimensão deste espaço.

b) Determine um complemento para ele.

c) Determine mais dois complementos, além do que você identificou no item (b).

d) Determine todos os complementos para este espaço. Quantos são?

Ex. 61 — SeA é uma reta eB é um plano, ambos subespaços deR3, é possível queA não seja complemento
de B? Explique.
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Ex. 62 — Uma base de um espaço vetorial V pode (ou deve sempre) ser subespaço de V?

Ex. 63 — Se um subespaço deRn contém somente vetores da forma (. . . , 0, . . .)T , tendo a i-ésima coorde-
nada igual a zero, é verdade que toda base para este subespaço também terá zero na i-ésima coordeanda?

Ex. 64 — SejamA = (1, x, x2, x3), B = (−1, 2x2 − x+ 1, x3 + x2),C = (π, x− π, x2 + π2 − x+ π, πx3)
bases para R3[x]. Escreva as coordenadas dos polinômios a seguir usando A, B e C como base ou, se não
for possível, explique o motivo. 1, x, x2, x3, (x+ 1)(x− 2), (x2 + πx)(1− 2x)

Ex. 65 —⋆ O que significa dois grafos de ciclos disjuntos (exemplo 1.42, página 21) serem linearmente de-
pendentes ou linearmente independentes?

Ex. 66 —⋆ Qual é a dimensão do espaço de sequências reais? E o das sequências reais constantes? Se algum
deles for finito, apresente uma base.

Ex. 67 — É possível obter uma base paraMn×n, sem usar nenhum zero nas matrizes da base?

Ex. 68 —⋆ Um grafo finito tem um número finito de ciclos. Quem é a base para o espaço de ciclos de um
grafo finito (o espaço de ciclos foi definido no exemplo 1.42 na página 21)?

Ex. 69 — Defina o conjunto Pn como um conjunto de n de vetores em Rn, de forma que o primeiro vetor
de Pn tem os n primeiros números primos, o segundo vetor tem os n próximos números primos, e assim
por diante. Pn é base para Rn?

Ex. 70 —⋆ Prove que em todo espaço vetorial de dimensão infinita, dado qualquer k ∈ N, podemos encon-
trar k vetores linearmente independentes.

Ex. 71 — Prove que são isomorfos os espaços:

•[B], com B = { (0, 1, 1)T , (1, 1, 1)T } e R2.

•R5 e o conjunto de todos os polinômios com expoentes pares e menores ou iguais a oito.

Ex. 72 — Mostre que a bijeção g dada no exemplo 2.60 é realmente um isomorfismo.

Ex. 73 — Use as técnicas da seção 2.5.1 para determinar a fórmula da resultante centrípeta emmovimento
circular. Suponha que você só se lembra que as grandezas físicas envolvidas são massa, velocidade angular
e raio do caminho circular.

Ex. 74 — Existe um isomorfismo f entre C e o espaço das matrizes antissimétricas de ordem dois com as
seguintes propriedades: para todos complexos z1 e z2,

•f(z1) + f(z2) = f(z1 + z2);

•f(z1) − f(z2) = f(z1 − z2);

•f(z1)f(z2) = f(z1z2);

•f(z2)−1f(z1) = f(z1/z2), se z2 ̸= 0.
Mostre este isomorfismo;

Ex. 75 —⋆ Mostre o isomorfismo entre Zn
2 e o espaço de ciclos disjuntos de um grafo.
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92 CAPÍTULO 2. DIMENSÃO E BASES

Ex. 76 — O Exercício 10 pede a verificação de que

C =

{(
a −b
b a

)
: a, b ∈ R

}
é um corpo. Mostre que este corpo é isomorfo ao dos números complexos.
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Capítulo 3

Transformações Lineares

O objeto de estudo neste Capítulo são as transformações lineares – certas funções que levam elementos de
um espaço vetorial em outro, de grande importância em todas as áreas das Ciências Exatas.

Definição 3.1 (Transformação e operador linear). Sejam U e V dois espaços vetoriais sobre um mesmo
corpo. Uma transformação linear é uma função T : V → U tal que para todo escalar c e todos os vetores
v,w ∈ V ,

• T(v+ w) = T(v) + T(w);

• T(cv) = cT(v).

Um operador linear é uma transformação linear de um espaço nele mesmo (T : U→ U). ♦

Exemplo 3.2. A função f(x1, x2) = x1 + x2 é uma transformação linear de R2 em R, porque

i) para dois vetores (x1, x2) e (y1, y2),

f[(x1, x2) + (y1, y2)] = f(x1 + y1, x2 + y2) = x1 + y1 + x2 + y2 = f(x1, x2) + f(y1 + y2);

ii) para qualquer constante k e qualquer vetor (x1, x2),

f(k(x1, x2)) = f(kx1, kx2) = kx1 + kx2 = k(x1 + x2) = kf(x1, x2). ◀

Exemplo 3.3. Em qualquer espaço vetorial podemos definir a função identidade, que denotamos por id
e que realiza a transformação id(v) = v. Esta função é um operador linear: leva vetores de um espaço
vetorial nele mesmo, e para quaisquer vetores v e w,

• id(v+ w) = id(v) + id(w) = v+ w;

• id(cv) = c id(v) = cv. ◀

Exemplo 3.4. A função que dá a transposta de umamatriz é uma transformação linear deMmn emMnm:
claramente, c(AT ) = (cA)T , eAT + BT = (A+ B)T . ◀

93



Ve
rs
ão
Pr
el
im
in
ar

Ál
ge
br
a L
in
ea
r

Je
rô
ni
m
o
Pe
lle
gr
in
i

94 CAPÍTULO 3. TRANSFORMAÇÕES LINEARES

Exemplo 3.5. No espaço vetorial formado por polinômios de grau menor ou igual a n, a derivada é uma
transformação linear: (i) d/dx(p(x) + q(x)) = d/dx(p(x)) + d/dx(q(x)), e (ii) k [ d/dx(p(x)) ] =
d/dx(kp(x)). ◀

Os três exemplos a seguir mostram que se uma transformação (i) realiza multiplicação entre coorde-
nadas, ou (ii) soma uma constante a uma coordenada, ou (iii) fixa uma coordenada em um valor diferente
de zero – então ela não é linear.

Exemplo 3.6. A função f(x1, x2) = x21 + x2 não é uma transformação linear de R2 em R, porque

f(x1 + y1, x2 + y2) = (x1 + y1)
2 + x2 + y2

que não é, de maneira geral, igual a x21 + y
2
1 + x2 + y2. ◀

Exemplo 3.7. Seja T : R→ R, com T(x) = x+ 4. Esta função não é uma transformação linear, porque

T(x+ y) = (x+ y) + 4

̸= T(x) + T(y) = (x+ 4) + (y+ 4) = (x+ y) + 8,

e portanto T(x+ y) ̸= T(x) + T(y). ◀

Exemplo 3.8. Considere a transformação T : R2 → R3, com T(x, y) = (x+ y, y, 1):

cT(x, y) = c(x+ y, y, 1) = (cx+ cy, cy, c),

T(cx, cy) = (cx+ cy, cy, 1).

Como cT(x, y) ̸= T(cx, cy), a transformação não é linear. ◀

Exemplo 3.9. EmR2, o operador que rotaciona umponto por um ângulo θ ao redor da origem e no sentido
anti-horário é linear. Não damos aqui uma demonstração formal completa, mas a intuição: primeiro, se
multiplicarmos um vetor w por uma constante c e depois rotacionarmos por um ângulo θ, obteremos um
novo vetor. Se rotacionarmos primeiro para multiplicarmos depois, o resultado é o mesmo – portanto
T(cw) = cT(w).

Sejam u e v dois vetores. A soma u + v resulta em um vetor w, que rotacionado é w ′. Se primeiro
rotacionarmos u e v para depois somarmos, obteremos w ′. Assim, T(u+ v) = T(u) + T(v).

Construiremos o operador T que rotaciona pontos desta forma, e ao definí-lo, manteremos a lineari-
dade. A figura a seguir mostra o efeito do operador quando rotacionamos os vetores e1 e e2 por um ângulo
θ.

θ

θ

P

Q

senθ

cosθ
cosθ

-senθ

e2

e1
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Suponha que queiramos rotacionar e1. O novo vetor deverá ser

P = T

(
1
0

)
=

(
cos θ
sen θ

)
.

E se rotacionarmos e2, teremos

Q = T

(
0
1

)
=

(
− sen θ
cos θ

)
.

O operador T deve então obedecer

T [(1, 0)T ] = (cos θ, sen θ)T

T [(0, 1)T ] = (− sen θ, cos θ)T .

Como T é linear, então necessariamente

T [(x, 0)T ] = xT [(1, 0)T ] = (x cos θ, x sen θ)T

T [(0, y)T ] = yT [(0, 1)T ] = (−y sen θ, y cos θ)T ,

e

T [(x, y)T ] = T [(x, 0)T ] + T [(0, y)T ]

= (x cos θ, x sen θ)T + (−y sen θ, y cos θ)T

= (x cos θ− y sen θ, x sen θ+ y cos θ)T .

A transformação T é, portanto

T

(
x
y

)
=

(
x cos θ− y sen θ
x sen θ+ y cos θ

)
◀

Exemplo 3.10. Em R3[x], a derivada:

d

dx
a3x

3 + a2x
2 + a1x+ a0 = 3a3x

2 + 2a2x+ a1

é um operador linear, como podemos verificr usando propriedades básicas da derivada:

• c d/dx p(x) = d/dx cp(x)

• d/dx [p(x) + q(x)] = [d/dx p(x)] + d/dx [q(x)]

◀

Exemplo 3.11. No exemplo 1.40 mostramos que as variáveis aleatórias reais em um espaço amostral for-
mam um espaço vetorial sobre R. Também sabemos que R é um espaço vetorial sobre si mesmo.

A esperança de uma variável aleatória discreta X é definida como

E(X) =
∑
x

x Pr(x),

desde que o somatório convirja. A linearidade é consequência direta desta definição. Verificamos a soma,

E(X+ Y) =
∑
x

∑
y

(x+ y) Pr[X = x, Y = y]
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=
∑
x

x
∑
y

Pr[X = x, Y = y] +
∑
y

y
∑
x

Pr[X = x, Y = y]

=
∑
x

x Pr(x) +
∑
y

y Pr(y)

= E(X) + E(Y).

Verificamos também a multiplicação por escalar:

E(cX) =
∑
x

cx Pr(x) = cE(X),

ou seja, a esperança de c vezes a variável aleatória X é igual a cmultiplicado pela esperança de X. ◀

Exemplo 3.12. Seja T : Z5
2 → Z4

2, tal que

T [ (a, b, c, d, e) ] = (a⊕ b, b, 0, 0).

T é uma transformação linear:

i)

T [ (abcde)⊕ (αβγδϵ) ] = T(a⊕ α, b⊕ β, c⊕ γ, e⊕ ϵ)
= (a⊕ α⊕ b⊕ β, b⊕ β, 0, 0)
= (a⊕ b, b, 0, 0)⊕ (α⊕ β,β, 0, 0)
= T(a, b, c, d, e)⊕ T(αβγδϵ).

ii)

T [k(a, b, c, d, e)] = T(ka, kb, kc, kd, ke)

= (ka⊕ kb, kb, 0, 0)
= k(a⊕ b, b, 0, 0)
= kT(a, b, c, d, e).

Agora considere F : Z3
2 → Z3, com

F[ (a, b, c) ] = (ab, c, 1)

não é linear, porque F[(a, b, c)⊕ (α,β, δ)] ̸= F[(a, b, c)]⊕ F[(α,β, δ)]. ◀

Nos exemplos 3.7, 3.8 e 3.12, mostramos transformações que levavam vetores a outros com alguns ele-
mentos fixos, e que não eram lineares. Há uma maneira muito rápida de determinar que tais transforma-
ções não são lineares: o Teorema 3.13 nos informa que para qualquer transformação linear T , deve sempre
valer T(0) = 0. Assim, uma transformação que leve a vetores que não podem ser zero não é linear.

Teorema 3.13. Seja T : U → V uma transformação linear. Então, para todos x1, x2 . . . , xn ∈ U e escalares k1,
k2, . . . , kn,

i) T(0) = 0
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ii) T(k1x1 + k2x2 + · · ·+ knxn) = k1T(x1) + k2T(x2) + · · ·+ knT(xn)

Demonstração. (i) Como T é transformação linear, cT(0) = T(c0). Mas

cT(0) = T(c0) == T(0),

o que implica em c = 1 ou T(0) = 0. Como c representa qualquer escalar, temos necessariamente T(0) = 0.
(ii) Intuitivamente, a afirmativa é verdadeira porque a soma de vetores é associativa e a multiplicação

por escalar é distributiva sobre a soma. Formalmente, a demonstração segue facilmente por indução em
n, usando a associatividade da soma de vetores e o fato de T ser linear. A base de indução é para um único
termo:

T(k1x1) = k1T(x1),

que é verdadeira pela definição de transformação linear.
A hipótese é de que a afirmação vale param− 1. O passo é:

T(k1x1 + k2x2 + · · ·+ kmxm) = T [k1x1 + (k2x2 + · · ·+ kmxm)] (associatividade de+)
= T(k1x1) + T(k2x2 + · · ·+ kmxm) (T é linear)
= k1T(x1) + T(k2x2 + · · ·+ kmxm) (T é linear)
= k1T(x1) + k2T(x2) + · · ·+ kmT(xm). (pela hipótese de indução)

E concluímos a demonstração. ■

Na seção 2.4mostramos comoobter uma função demudança de base para espaços vetoriais. Essa função
é linear, e a demonstração é pedida no exercício 86.

Teorema 3.14. Sejam R e S duas bases para um espaço vetorial V de dimensão finita. Então a função que realiza a
mudança de base em cada coeficiente é uma transformação linear.

Exemplo 3.15. A seguir temos duas bases para R3.

α = {(1, 0, 0)T , (0, 1, 0)T , (0, 0, 1)T }

β = {(1/2, 0, 0)T , (0, 3, 0)T , (0, 0, 1)T }

A transformação que muda da base α para a base β é

T
[
(x, y, z)T

]
= (2x, y/3, z)T .

Assim, se x = (1, 1, 1)T , temos

[x]α = (1, 1, 1)T ,

[x]β = T([x]α) = (2, 1/3, 1)T .

Verificamos que ambos representam omesmo vetor, expandindo-os como combinação linear de cada uma
das bases:

[x]α = (1, 1, 1)T ⇒ x = 1(0, 0, 1)T + 1(0, 1, 0)T + 1(1, 0, 0)T = (1, 1, 1)T

[x]β = (2, 1/3, 1)T ⇒ x = 2(1/2, 0, 0)T + 1/3(0, 3, 0)T + 1(1, 1, 1)T = (1, 1, 1)T .
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A transformação T é linear: primeiro mostramos que T [kv] = kT(v).

T(kv) = T
[
k(x, y, z)T

]
= T

[
(kx, ky, kz)T

]
= (2kx, ky/3, kz)T

= k(2x, y/3, z)T

= kT
[
(x, y, z)T

]
.

Agora mostramos que T(v+ w) = T(v) + T(w). Sejam v = (x, y, z)T e w = (a, b, c)T .

T(v+ w) = T
[
(x, y, z)T + (a, b, c)T

]
= T

[
(x+ a, y+ b, z+ c)T

]
= (2x+ 2a, y/3+ b/3, z+ c)T

= (2x, y/3, z)T + (2a, b/3, c)T

= T
[
(x, y, z)T

]
+ T

[
(a, b, c)T

]
. ◀

Da definição de transformação linear, observamos que podemos somar duas transformações T e S, de
forma que a transformação (T + S), dada por (T + S)(x) = T(x) + S(x) também é linear; e similarmente,
também podemos multiplicar uma transformação T por um escalar k, obtendo a transformação kT , dada
por kT(x) = T(kx).

Além da soma e da multiplicação por escalar, também podemos realizar a composição de transforma-
ções (que resulta em uma transformação também linear), e em alguns casos, obter a inversa de uma trans-
formação (e quando a inversa existe, ela é linear).

Definição 3.16 (Composição de transformações). Sejam S : V → U e T : U → W duas transformações
lineares. A composição de T com S é

(T ◦ S)(v) = T(S((v))). ♦

Exemplo 3.17. Sejam S : R4 → R3 e T : R3 → R3, tais que

S[(a, b, c, d)T ] = (a+ b, b+ c, c+ d)T

T [(x, y, z)T ] = (−x,−y, x+ y+ z)T .

Então a composição de S e T é

(T ◦ S)(a, b, c, d)T = T(S(a, b, c, d)T )

= T(a+ b, b+ c, c+ d)T

= (−a− b,−b− c, a+ 2b+ 2c+ d)T .

Note que a composição é (T ◦ S) : R4 → R3. ◀

Exemplo 3.18. Sabemos que a transposição dematriz quadrada é umoperador linear. Outra transformação
linear emmatrizes quadradas é a multiplicação de uma linha por um escalar. Olhamos então para o espaço
M3×3, com as tranformações:
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• transposição,

T

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

 =

a11 a21 a31
a12 a22 a32
a13 a23 a33

 ;

• multiplicação da terceira linha por 5,

M

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

 =

 a11 a12 a13
a21 a22 a23
5a31 5a32 5a33

 .
A composição T ◦M é

T ◦M

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

 = T

 a11 a12 a13
a21 a22 a23
5a31 5a32 5a33

 =

a11 a21 5a31
a12 a22 5a32
a13 a32 5a33

 . ◀

Exemplo 3.19. Em R3[x], os dois operadores a seguir são lineares:

• a derivada segunda,
d2

dx2
(a0 + a1x+ a2x

2 + a3x
3) = 2a2 + 6a3x

• a troca do primeiro com o último coeficiente,

T(a0 + a1x+ a2x
2 + a3x

3) = a3 + a1x+ a2x
2 + a0x

3.

A composição d2/dx2 ◦ T é

d2

dx2
T(a0 + a1x+ a2x

2 + a3x
3) =

d2

dx2
(a3 + a1x+ a2x

2 + a0x
3)

= 2a2 + 6a0x. ◀

Exemplo 3.20. Seja T o operador em R2 que realiza rotação pelo ângulo π/2, e S o operador que realiza
rotação por−π/4. Nossa intuição diz que a composição das duas deve ser igual à rotação pelo ângulo π/4.
Verificamos1 então como seria a rotação R por π/4:

R

(
x
y

)
=

(
x cos(π/4) − y sen(π/4)
x sen(π/4) + y cos(π/4)

)
=

(
(x− y)/

√
2

(x+ y)/
√
2

)
(ângulo π/4)

Agora calculamos a composição de T com S:

T

(
x
y

)
=

(
x cos(π/2) − y sen(π/2)
x sen(π/2) + y cos(π/2)

)
=

(
−y
x

)
(ângulo π/2)

1Lembrete:
π/2 = 90o π/4 = 45o −π/4 = −45o

sen(π/2) = 1 sen(π/4) = +1/
√
2 sen(−π/4) = −1/

√
2

cos(π/2) = 0 cos(π/4) = +1/
√
2 cos(−π/4) = +1/

√
2
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S

(
x
y

)
=

(
x cos(−π/4) − y sen(−π/4)
x sen(−π/4) + y cos(−π/4)

)
=

(
(x+ y)/

√
2

(−x+ y)/
√
2

)
. (ângulo−π/4)

A composição T ◦ S é

T

[
S

(
x
y

)]
= T

(
(x+ y)/

√
2

(−x+ y)/
√
2

)
=

(
(x− y)/

√
2

(x+ y)/
√
2

)
,

exatamente igual à rotação por π/4. ◀

Proposição 3.21. A composição de transformações lineares é também uma transformação linear.

Teorema 3.22. Sejam

Q : V → U

R : V → U

S :W → V

T :W → V

transformações lineares. Então

R ◦ (S+ T) = (R ◦ S) + (R ◦ T)
(Q+ R) ◦ S = (Q ◦ S) + (R ◦ S).

Definição 3.23 (Inversa de transformação linear). Seja T : V → Uuma transformação linear. T é invertível
se e somente se é bijetora. A inversa de T , denotada T−1, é tal que T−1(T(v)) = v. ♦

Exemplo 3.24. A transformação T : R2 → R2 com

T(x, y)T = (2x, 3y)T

é invertível, com inversa
T−1(a, b)T = (a/2, b/3)T . ◀

Exemplo 3.25. Em qualquer espaço vetorial diferente do espaço trivial, fica evidente que a transformação
T(v) = 0 não tem inversa. ◀

Exemplo3.26. A transposta deumamatriz quadrada sempre tem inversa (que é elamesma, já que (AT )T =
A). Assim, esta é uma transformação invertível. ◀

Exemplo 3.27. O exemplo 3.42 mostra o operador T(x, y)T = (x, 2x)T em R2. Esta transformação não é
bijetora:

T [(3, 4)T ] = (3, 6)T = T [(3, 1)T ],

portanto não tem inversa. ◀
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Exemplo 3.28. Em Rn[x], a derivada é um operador linear, mas não é invertível:

d

dx
a0 + a1x = a1

d

dx
b0 + a1x = a1

d

dx
c0 + a1x = a1

...

e portanto não temos um único polinômio tal que d/dx p(x) = a1. ◀

Teorema 3.29. Seja T : V → U uma transformação linear invertível. Então T−1 é também linear.

Demonstração. Sejam v1, v2 ∈ V . Como T é invertível, existemw1,w2 ∈ U tais que T(v1) = w1 e T(v2) =
w2. Verificamos a multiplicação por escalar:

T−1(cw1) = T
−1(cT(v1))

= T−1(T(cv1))
= cv1
= cT−1(w1).

E verificamos também a soma de vetores:

T−1(w1 + w2) = T
−1(T(v1) + T(v2))

= T−1(T(v1 + v2)) (T é linear)
= v1 + v2
= T−1(w1) + T

−1(w2). ■

Exemplo 3.30. A transformação que rotaciona vetores emR2 por um ângulo θ tem como inversa a rotação
por−θ, que também é linear. ◀

Exemplo 3.31. A transformação T : R4 → R3[x], com

T [(a, b, c, d)T ] = 3ax3 + 2bx2 + cx− d

é uma bijeção, e sua inversa é

T−1(px3 + qx2 + rx+ s) =
(p
3
,
q

2
, r,−s

)T
. ◀

Oexercício 84pede ademonstraçãodaproposição a seguir, quedetermina a inversa deumacomposição.

Proposição 3.32. Se T e S são invertíveis e a composição S ◦ T é definida, então

(S ◦ T)−1 = T−1 ◦ S−1.
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Exemplo 3.33. A seguir há duas transformações de R2 em R2:

S

(
x
y

)
=

(
2x

x+ y

)
,

T

(
a
b

)
=

(
b
2a

)
.

As inversas são

S−1

(
x
y

)
=

(
x/2

y− x/2

)
,

T−1

(
a
b

)
=

(
b/2

a

)
.

A composição S ◦ T é

S ◦ T = S

[
T

(
x
y

)]
=

(
2y

2x+ y

)
.

A inversa da composta, de acordo com o Teorema 3.32, é

(S ◦ T)−1

(
x
y

)
= T−1 ◦ S−1

(
x
y

)
=

(
(2y− x)/4

x/2

)
.

Verificamos em um vetor qualquer (α,β)T :

(S ◦ T)
(
α
β

)
=

(
2β

2α+ β

)
Aplicamos a inversa da composta,

(S ◦ T)−1

(
2β

2α+ β

)
=

(
α
β

)
. ◀

3.1 O efeito em uma base determina completamente uma transforma-
ção

No exemplo 3.9 desenvolvemos uma transformação linear que realiza a rotação de vetores no plano. Ini-
cialmente, determinamos o efeito que queríamos na base canônica { e1, e2 }, e com isso determinamos
completamente a transformação. Aquele exemplo ilustra o que o próximo teorema nos garante: uma trans-
formação linear T : V → U é completamente caracterizada pelo seu efeito em uma base de V .

Podemos fazer uma analogia com polinômios: se quisermos determinar as retas ax+b que passam por
um ponto dado, teremos infinitas delas. Se tivermos dois pontos, há somente uma reta passando por eles, e
sabemos como calcular sua equação. Por exemplo, se tomarmos o ponto (1, 0), há infinitas retas passando
por ele. A seguir mostramos tres delas, 2x− 2,−x+ 1,−3x+ 3.



Ve
rs
ão
Pr
el
im
in
ar

Ál
ge
br
a L
in
ea
r

Je
rô
ni
m
o
Pe
lle
gr
in
i

3.1. O EFEITO EM UMA BASE DETERMINA COMPLETAMENTE UMA TRANSFORMAÇÃO 103

1 2

−3

−2

−1

1

2

3

Se fixarmos um segundo ponto, (0,−2), somente uma das retas passará por eles, e sabemos que é a reta
2x− 2.

1 2

−3

−2

−1

1

2

3

Da mesma forma, se tivermos dois pontos no plano, haverá infinitas parábolas ax2 + bx+ c passando por
eles. Por exemplo, há infinitas parábolas passasndo por (−

√
2, 0) e (+

√
2, 0). Na figura a seguirmostramos

tres delas: x2 − 2,−x2 + 2, e 2x2 − 4.

−2 −1 1 2

−3

−2

−1

1

2

3

Se fixarmos um terceiro ponto, (1/2,−7/2), somente a parábola 2x2 − 4 passará por todods eles.
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−2 −1 1 2

−3

−2

−1

1

2

3

0
0

Semelhantemente, com n+ 1 pontos determinamos completamente um polinômio de grau n.
O teorema a seguir nos garante exatamente o mesmo, mas para transformações lineares: conhecendo

uma base v1, . . . , vne os valores de T(vi) para seus vetores, podemos ter certeza de que há exatamente uma
transformação T : V → U que mapeia vi 7→ T(vi).

Teorema 3.34. SejamU e V espaços vetoriais de dimensão finita; BV = (v1, v2, . . . , vn) uma base ordenada de
V ; e u1,u2, . . .un vetores emU. Então existe uma única transformação T : V → U tal que T(vi) = ui.

Demonstração. Um vetor qualquer v ∈ V pode ser descrito como combinação linear dos vetores em BV :

v =
∑
i

aivi.

Com os coeficientes ai usados para descrever v podemos determinar a transformação T .

T(v) = T

(∑
i

aivi

)
=
∑
i

aiT(vi) (pelo Teorema 3.13)

=
∑
i

aiui. (porque T(vi) = ui)

Temos portanto uma transformação T : V → U com

T(v) =
∑

aiui,

onde os ai são as coordenadas de v na base BV .
Com isto já identificamos completamente a transformação T .
Nos falta, agora, mostrar o que dissemos no enunciado: (i) que de fato T mapeia os vi nos ui; (ii) que T

é linear; e (iii) que T é única.
Primeiro verificamos (i), que T(vi) é de fato igual a ui:

T(vi) = 0u1 + 0u2 + . . .+ aiui + . . .+ 0un,

e portanto T(vi) = ui.
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Assim, obtemos uma transformação T de V em U que mapeia corretamente os vetores vi nos vetores
ui.

Agora mostramos (ii), que T é linear. Sejam v,w ∈ V tais que

v =
∑
i

aivi

w =
∑
i

bivi.

Então

T(v+ w) = T

[∑
i

(aivi + bivi)

]
= T

[∑
i

(ai + bi)vi

]
=
∑
i

(ai + bi)ui =
∑
i

aiui +
∑
i

biui

=

(∑
i

aiui

)
+

(∑
i

biui

)
= T(v) + T(w).

e

T(kv) = T

[
k
∑
i

(aivi)

]
= T

[∑
i

(kaivi)

]
=
∑
i

kaiui = k
∑
i

aiui = kT(v).

Finalmente mostramos (iii) – que T é única. Suponha que R : V → U seja linear, e que R também
mapeie os vetores vi nos vetores ui, ou seja, R(vi) = ui. Seja v ∈ V , com v =

∑
aivi.

R(v) =
∑

aiR(vi) =
∑

aiui = T(v),

e R deve ser igual a T . ■

Podemos determinar completamente uma transformação se soubermos seu efeito na base canônica.

Exemplo 3.35. Seja T : R2 → R2 uma transformação linear. Sabemos o valor de T na base canônica,

T(1, 0)T = (2, 4)T , T(0, 1)T = (1,−1)T .

mas não conhecemos uma expressão fechada para T . Podemos obter a expressão de T a partir desses dois
valores.

Todo v ∈ R2, com v = (x, y)T pode ser representado na base canônica.(
x
y

)
= x

(
1
0

)
+ y

(
0
1

)
.

Assim,

T

(
x
y

)
= T

[
x

(
1
0

)
+ y

(
0
1

)]
.
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Mas já sabemos que T(rv+ sw) = rT(v) + sT(w), por isso podemos reescrever

T

(
x
y

)
= xT

(
1
0

)
+ yT

(
0
1

)
.

Como temos os valores de T(1, 0)T e de T(0, 1)T , fazemos a substituição:

T

(
x
y

)
= x

(
2
4

)
+ y

(
1

−1

)
=

(
2x+ y
4x− y

)
.

E temos a expressão fechada de T . Podemos verificar que T realmente leva os vetores (1, 0)T e (0, 1)T nos
vetores dados:

T

(
1
0

)
=

(
2(1) + 0

4(1) − 0

)
=

(
2
4

)
;

T

(
0
1

)
=

(
2(0) + 1

4(0) − 1

)
=

(
1

−1

)
. ◀

Exemplo 3.36. Suponha que haja a necessidade de definir a transformação de R3 em R2 tal que

T(e1) = (4, 8)T

T(e2) = (1, 0)T

T(e3) = (−1, 7)T .

Observamos que B = { e1, e2, e3 } é base de R3.
Para todo v ∈ R3, com v = (x, y, z)T , temos uma representação de v na base B. Calculamos então

[(x, y, z)]B.

T(v) = T(x, y, z) = T(xe1 + ye2 + ze3) (T é linear)
= xT(e1) + yT(e2) + zT(e3)
= x(4, 8)T + y(1, 0)T + z(−1, 7)T

= (4x+ y− z, 8x+ 7z)T ,

e com isso determinamos T . ◀

Podemos conseguir o mesmo usando uma base diferente da canônica, comomostra o exemplo a seguir.
Lembramos que qualquer conjunto de n vetores L.I. é base para um espaço de dimensão n.

Exemplo 3.37. Queremos definir a transformação de R3 em R2 tal que

T(1, 2, 0)T = (1, 5)T

T(0,−1, 0)T = (0,−1)T

T(2, 0, 1)T = (2, 4)T .

O conjunto B = {(1, 2, 0)T , (0,−1, 0)T , (2, 0, 1)T } é L.I., e portanto é base de R3.
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Dado v ∈ R3, com v = (x, y, z)T , determinamos sua representação na base B:

(x, y, z)T = a1(1, 2, 0)
T + a2(0,−1, 0)

T + a3(2, 0, 1)
T

Para determinar a1, a2 e a3, supomos x, y e z constantes e resolvemos
a1 + 2a3 = x

2a1 − a2 = y

a3 = z

obtendo

a1 = x− 2z

a2 = 2x− y− 4z

a3 = z.

E portanto, temos (por clareza, removemos a notação de transposta dos vetores):

T(x, y, z) = T [a1(1, 2, 0) + a2(0,−1, 0) + a3(2, 0, 1)]

= a1T(1, 2, 0) + a2T(0,−1, 0) + a3T(2, 0, 1) (pelo Teorema 3.13)
= a1(1, 5) + a2(0,−1) + a3(2, 4)

= (x− 2z)(1, 5) + (2x− y− 4z)(0,−1) + z(2, 4)

= (x− 2z, 5x− 10z) + (0,−2x+ y+ 4z) + (2z, 4z)

= (x, 3x+ y− 2z). ◀

Exemplo 3.38. Queremos definir uma transformação de R2[x] emM2×2 tal que

T(x2 + x) =

(
0 2
3 1

)
T(5x2) =

(
−1 0
0 −1

)
T(3) =

(
1 1
1 0

)
.

Observamos que
{
x2 + x, 5x2, 3

}
é base para R2[x] e portanto, tendo o efeito de T sobre uma base, po-

demos determinar T .
Usamos o seguinte isomorfismo entre estes dois espaços com R3 e R4:

f(ax2 + bx+ c) = (a, b, c)T

g

[(
α β
γ δ

)]
= (α,β, γ, δ)T

Assim, definimos S : R3 → R4 como

S(v) = g ◦ T ◦ f−1 = g(T(f−1(v))),

e consequentemente,
T(w) = f−1(S−1(g(w)),

como fica claro no diagrama a seguir (note que o diagrama comuta).
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R2[x] R3

M2×2 R4

f

S

g

T

Agora, como

f(x2 + x) = (1, 1, 0)T

f(5x2) = (5, 0, 0)T

f(3) = (0, 0, 3)T ,

g

[(
0 2
3 1

)]
= (0, 2, 3, 1)T

g

[(
−1 0
0 −1

)]
= (−1, 0, 0,−1)T

g

[(
1 1
1 0

)]
= (1, 1, 1, 0)T ,

temos os valores de S para tres vetores,

S(1, 1, 0)T = (0, 2, 3, 1)T

S(5, 0, 0)T = (−1, 0, 0,−1)T

S(0, 0, 3)T = (1, 1, 1, 0)T .

Todovetor emR3 pode ser representado comocombinação linear da base
{
(1, 1, 0)T , (5, 0, 0)T , (0, 0, 3)T

}
,

portanto
(p, q, r)T = a1(1, 1, 0)

T + a2(5, 0, 0)
T + a3(0, 0, 3)

T

Resolvemos então 
a1 + 5a2 = p

a1 = q

3a3 = r

e obtemos

a1 = q

a2 = (p− q)/5

a3 = r/3.
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Finalmente, podemos determinar a expressão geral de S(p, q, r).

S(p, q, r)T = S

[
a1

(
1
1
0

)
+ a2

(
5
0
0

)
+ a3

(
0
0
3

)]

= a1S

(
1
1
0

)
+ a2S

(
5
0
0

)
+ a3S

(
0
0
3

)
(pelo Teorema 3.13)

= a1

02
3
1

+ a2

−1
0
0

−1

+ a3

11
1
0


= q

02
3
1

+
p− q

5

−1
0
0

−1

+
r

3

11
1
0



=

 0
2q
3q
q

+

(q− p)/5

0
0

(q− p)/5

+


r/3

r/3

r/3

0



=


r/3+ (q− p)/5

r/3+ 2q

r/3+ 3q

q+ (q− p)/5



=


r/3+ (q− p)/5

r/3+ 2q

r/3+ 3q

(6q− p)/5


Expressando a transformação como T : R2[x]→M2×2,

T(px2 + qx+ r) =

(
r/3+ (q− p)/5 2q+ r/3

3q+ r/3 (6q− p)/5

)
. ◀

3.2 Kernel e imagem

O kernel de uma transformação linear é análogo ao conceito de raízes de uma função2.

Definição 3.39 (Kernel de uma transformação). Seja T : V → U uma transformação linear. Então
ker(T) = {v ∈ V : T(v) = 0} é o kernel3 (ou núcleo) de T .

♦

2As raízes de uma função f são os pontos x de seu domínio tais que f(x) = 0. Por exemplo, se f(x) = x2 − 4, as raízes de f são+2
e−2.

3Em Álgebra Linear, o kernel é o conjunto de elementos que levam em zero. De maneira mais abstrata, pode-se dizer que é o
conjunto que leva ao elemento neutro. Para certas funções definidas em grupos, o kernel é {x ∈ G : f(x) = 1}.
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Definição 3.40 (Imagem de uma transformação). Seja T : V → U uma transformação linear. Então
Im(T) = {T(v) : v ∈ V} é a imagem de T . ♦

Exemplo 3.41. Considere a transformação linear T : R2 → R2 definida a seguir.

T [(x, y)T ] = (x+ y, y− x)T

O kernel de T é o conjunto dos vetores com T(v) = 0, ou seja,

ker(T) =
{
(x, y)T : x+ y = 0 e y− x = 0

}
.

Para x+y = 0 e y−x = 0 há uma única solução, com x = y = 0, e portanto ker(T) = {(0, 0)T } = {0}. ◀

Exemplo 3.42. A transformação T : R2 → R2 dada por

T(x, y)T = (x, 2x)T

A imagem de T é { (x, 2x) : x ∈ R }.
T(v) resultará em (0, 0)T para todo vetor v = (0, y)T , e portanto o kernel de T é

ker(T) =
{
(0, y)T : y ∈ R

}
◀

Exemplo 3.43. A operação de rotação emR2 tem como imagem o próprioR2, porque todo vetor pode ser
resultado da rotação de outro. Além disso, o kernel desta operação é { 0 }, porque somente a origem (0, 0)T ,
quando rotacionada, resulta novamente na origem. ◀

Exemplo 3.44. Mencionamos que a derivada é uma transformação linear no espaço das funções deriváveis.
O kernel desta transformação é o conjunto de funções que tem a derivada igual a zero – ou seja, o conjunto
de todas as funções constantes. ◀

Exemplo 3.45. Considere a transformação T : R2[x]→ C0, definida a seguir.

T(a2x
2 + a1x+ a0) = a2 sen2(x) + a1 cos2(x) + a0

A imagem de T é a de todas as combinações lineares das funções sen2(x), cos2(x) e f(x) = 1.
O kernel de T é composto pelos vetores que levam à função zero, ou seja, nas funções g(x) tais que

g(x) = a2 sen2(x) + a1 cos2(x) + a0 = 0 (3.1)

Isto deve valer para todo x.
Primeiro mostramos que se a1 = a2 = −a0, então g(x) será zero, para todo x.
Evidentemente, sen2(x) > 0 e cos2(x) > 0; seno, cosseno e f(x) = 1 são LI. Suponha que

a1 = a2.

Então, para que a equação 3.1 valha,

a1 sen2(x) + a1 cos2(x) + a0 = 0

a1
(
sen2(x) + cos2(x)

)
+ a0 = 0

a1(1) + a0 = 0
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a1 = −a0.

Ou seja, quando a1 = a2, precisamos que a0 = −a1.
Suponha agora quea2 ̸= a1. Mas então sempre poderemos escolher x tal quea2 sen2(x)+a1 cos(x) ̸=

−a0.
Assim, a única forma de T resultar em zero é com coeficientes a2 = a1 = −a0, e o kernel de T é

composto pelos polinômios da forma

p(x) = ax2 + ax− a. ◀

Exemplo 3.46. Seja f definida emMn×n da seguintemaneira: a matrizA é transformada em outramatriz
B, onde cada elemento bii da diagonal de B é igual à soma da linha i menos a soma da coluna i, e os
elementos de B fora da diagonal são zero. O exercício 89 pede a demonstração de que f é linear.

f

(
1 2 1
0 1 1
4 3 −1

)
=

(
−1 0 0
0 −4 0
0 0 5

)

A imagem de f é o conjunto das matrizes diagonais n× n.
O kernel de f é o conjunto das matrizes onde o somatório de cada i-ésima linha é igual ao da i-ésima

coluna. ◀

Teorema 3.47. Seja T : V → U uma transformação linear. Então ker(T) é subespaço de V e Im(T) é subespaço
deU.

Demonstração. Temos ker(T) ⊆ V e Im(T) ⊆ U, portanto precisamos demonstrar apenas que 0 está em
ambos os conjuntos, e que são fechados sob multiplicação por escalar e adição.

(ker, i) O zero está no núcleo de T . Claramente é verdade, porque T(0) = 0.
(ker, ii) Amultiplicação por escalar é fechada em ker T . Mostraremos que um vetor do núcleo de T , quando

multiplicado por escalar, continua em ker T .
Suponha que v ∈ ker T , ou seja,

T(v) = 0.

Se multiplicarmos os dois lados por c, temos

cT(v) = c0
cT(v) = 0 (em todo espaço vetorial, cv = 0)
T(cv) = 0 (T é linear)

Mas a última linha significa que cv está no núcleo de T .
(ker, iii) A soma de vetores é fechada em ker T . Mostraremos que, dados dois vetores no núcleo de T , sua

soma também é parte de ker T .
Suponha que v,w ∈ ker T , ou seja,

T(v) = 0,
T(w) = 0.

Então

T(v+ w) = T(v) + T(w) (porque T é linear)
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= 0+ 0
= 0,

o que significa que v+ w está no núcleo de T .
Agora tratamos da imagem.
(Im, i) O zero está na imagem de T . Claramente é verdade, porque T(0) = 0.
(Im, ii) Amultiplicação por escalar é fechada em Im T . Mostraremos que um vetor da imagem de T , quando

multiplicado por escalar, continua na imagem de T .
Seja c um escalar, e suponha que w ∈ Im T , ou seja,

T(v) = w, para algum v ∈ V

Como v ∈ V , e V é espaço vetorial, então cv ∈ V . Mas isto imediatamente nos permite escrever

T(cv) = cTv
= cw.

Assim, se w ∈ Im T , então cw ∈ Im T .
(Im, iii) A soma de vetores é fechada em Im T . Mostraremos que, dados dois vetores na imagem de T , sua

soma também é parte de Im T .
Suponha que w, z ∈ Im T , ou seja,

T(v) = w, para algum v ∈ V
T(u) = z, para algum u ∈ V

Então

T(v+ u) = T(v) + T(u)
= w+ z

o que significa que w+ z é imagem de u+ v – ou seja, a soma w+ z está na imagem de T . ■

Exemplo 3.48. A transformação T : R3 → R3 com T(x, y, z)T = (x, x + y + z, 2x)T tem como imagem,
evidentemente, os vetores da forma (x, x+ y+ z, 2x)T (estes formam um plano). O kernel desta transfor-
mação é composto pelos vetores com x = 0 e y+ z = 0 (é uma reta). Os dois (uma reta e um plano, ambos
passando pela origem) são espaços vetoriais. Mais rigorosamente, temos:

• Ambos são subconjuntos de R3.

• (0, 0, 0)T ∈ ker T , e (0, 0, 0)T ∈ Im T .

• Im T é fechada para soma:

(x, x+ y+ z, 2x)T + (x ′, x ′ + y ′ + z ′, 2x ′)T = (x+ x ′, x+ x ′ + y+ y ′ + z+ z ′, 2(x+ x ′))T .

• Im T é fechada para multiplicação por escalar:

c(x, x+ y+ z, 2x)T = (cx, cx+ cy+ cz, 2cx)T .
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• ker T é fechado para soma: se T(v) = (0, 0, 0)T , T(u) = (0, 0, 0)T ,

T(u+ v) = T(u) + T(v) = (0, 0, 0)T ,

e portanto u+ v ∈ ker T .

• ker T é fechado para multiplicação por escalar: se T(v) = (0, 0, 0)T ,

cT(v) = c(0, 0, 0)T = (0, 0, 0)T ∈ ker T ◀

3.3 Nulidade e posto

Definição 3.49 (Nulidade e posto). Seja T uma transformação linear entre espaços de dimensão finita. A
nulidade de uma transformação T é a dimensão de ker(T). O posto de T é a dimensão de Im(T). ♦

Exemplo 3.50. Seja T : R3 → R3, definida a seguir.

T(x, y, z)T = (x, y, x+ y)T .

A imagem desta transformação é um plano, contendo vetores da forma (x, y, x+ y)T . Uma base para este
plano é

BI =

{(
1
0
1

)
,

(
0
1
1

)}
.

Como a base da imagem tem dois vetores, o posto de T é dois.
O núcleo de T é composto pelos vetores v tais que T(v) = 0, ou seja,

T

(
x
y
z

)
=

(
0
0
0

)

Ou seja,

x = 0

y = 0

x+ y = 0

Estes são os vetores da forma (0, 0, z)T – uma reta. Uma base para o núcleo é, portanto,

BN =

{(
0
0
1

)}
.

Como a base do núcleo tem um único vetor, a dimensão do núcleo é um. ◀

Exemplo 3.51. A transformação T : R2 → R2, com T(x, y)T = (0, 0)T tem imagem igual a {(0, 0T )}, e
não há base para a imagem. O núcleo é todo o R2, que tem base {n(1, 0)T , (0, 1)T }. Assim, a nulidade de T
é dois. ◀
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Exemplo 3.52. Seja T : R3 → R2, com T(x, y, z)T = (x− y, z)T . Então

Im(T) = {(a, b)T : a, b ∈ R}
ker(T) = {(0, 0, 0)T },

e T tem posto dois e nulidade zero. ◀

,

Exemplo 3.53. O exemplo 3.9 mostra a transformação que realiza rotação de vetores em R2. O kernel da
transformação contém somente o vetor zero, porque qualquer outro vetor em R2, quando rotacionado,
resulta em vetor diferente de zero. Já Im(T) é igual a todo R2, porque todo vetor pode ser obtido como
rotação de outro.

Como o kernel de T é { 0 }, sua nulidade T é zero. O posto de T é dois (a dimensão de R2). ◀

Exemplo 3.54. O exemplo 3.5 mostra que a derivada em Rn[x] é transformação linear. A imagem desta
transformação é Rn−1[x], e o kernel é o conjunto das funções constantes (que são as que tem derivada
zero).

A nulidade da transformação é um (porque o núcleo pode ser gerado a partir de umúnico vetor, a função
constante f(x) = 1). O posto é n (a dimensão da imagem, Rn−1[x]). ◀

Exemplo 3.55. Considere o operador derivada segunda, d2/dx2, no espaço R4[x]. Para um polinômio
qualquer deste espaço, temos

d2

dx2

(
a4x

4 + a3x
3 + a2x

2 + a1x+ a0
)
= 12a4x

2 + 6x3 + 2a2.

A imagem de d2/dx2 é composta, portanto, de polinômios de grau no máximo dois. Uma base para a
imagem é

BI = {1, x, x2},

e portanto o posto de d2/dx2 é tres.
Já o núcleo deste operador é composto pelos polinômios que são transformados no polinômio zero.

Estes são, claro, os de grau no máximo um, ou seja, os da forma

a1x+ a0.

Uma base para o núcleo é portanto
BN = {1, x},

e a nulidade de d2/dx2 é dois. ◀

Teorema 3.56 (do núcleo e da imagem). Sejam V eU espaços vetoriais de dimensão finita e T : V → U uma
transformação linear. Então a soma da nulidade com o posto de T é igual à dimensão de V – ou seja, dim Im(T) +
dim ker(T) = dimV .

Demonstração. Seja { u1,u2, . . . ,uk } uma base para ker(T) com k vetores. Podemos completar esta base
para formar uma base

{ u1,u2, . . . ,uk,w1,w2, . . . ,wm }

para V . Temos então

dim ker(T) = k
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dimV = k+m.

Para mostrar que dim Im(T) = m, mostraremos que o conjunto { Tw1, Tw2, . . . , Twm } é uma base para
Im(T).

Todo vetor v ∈ V é combinação linear de vetores da base de V , portanto

v = a1u1 + . . .+ akuk + b1w1 + . . .+ bmwm

Tv = a1T(u1) + . . .+ akT(uk) + b1T(w1) + . . .+ bmT(wm)

= b1T(w1) + . . .+ bmT(wm). (porque T(ui = 0))

As duas últimas linhas acima mostram que todo vetor T(v) é combinação linear dos vetores T(wi), e por-
tanto mostramos que os vetores T(wi) geram a imagem de T . Para que formem uma base, resta mostrar
que são um conjunto L.I4.

Considere agora uma combinação linear qualquer de vetores Twi, e suponha que ela seja igual a zero:

c1T(w1) + . . .+ cmT(wm) = 0.

Mostraremos a seguir que isso implica em todos os ci serem iguais a zero – e portanto o conjunto dos Twi

é L.I.
Como T é linear, podemos reescrever a equação na forma a seguir.

T(c1w1 + . . .+ cmwm) = 0

Ou seja, w = c1w1 + . . .+ cmwm ∈ ker(T).
O kernel de T é gerado pelos ui, portanto w, estando no kernel, é combinação linear dos ui:

w = c1w1 + . . .+ cmwm

w = z1u1 + z2u2 + . . .+ zkuk.

ou seja,
(c1w1 + . . .+ cmwm) = (z1u1 + z2u2 + . . .+ zkuk)

O que é o mesmo que

(c1w1 + . . .+ cmwm) + (−z1u1 − z2u2 − . . .− zkuk) = 0.

Noentanto, oswi eui formambase paraV , e são todos L.I. – e todos os ci e zi acimadevemnecessariamente
ser iguais a zero. Desta forma, como os ci devem ser zero, os vetores T(wi) são L.I.

Como mostramos que a imagem de T tem uma base comm vetores, temos dim Im(T) = m. ■

Exemplo3.57. Oexemplo 3.42mostra a transformaçãoT(x, y)T = (x, 2x)T emR2, comker(T) = {(0, y)T :
y ∈ R} e Im(T) = {(x, 2x) : x ∈ R}.

A dimensão de ker(T) é claramente um – uma base para ker(T) poderia ser, por exemplo, o conjunto
{(0, 1)T }.

Para Im(T), a base pode ser (1, 2)T , já que os vetores de Im(T) são todos múltiplos deste. Assim,
dim Im(T) = 1. Temos então

dim ker(T) + dim Im(T) = dimR2. ◀
4Mostrar a independência linear destes vetores é essencial nesta demonstração, porque estamos mostrando qual é a dimensão da

imagem. Se houvesse vetores sobrando, estaríamos superestimando a dimensão.
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Exemplo 3.58. Considere a transformação T : (x, y, z)T = (x+ y, z) de R3 em R2.
A imagem de T é R2. O kernel de T é

ker(T) =
{
(a,−a, 0)T : a ∈ R

}
,

porque para que x+ y resulte em zero, y deve ser igual a−x.
o kernel de T poderia ser gerado, portanto, pela base {(1,−1, 0)T }, e temos a nulidade de T igual a

dim ker(T) = 1, e o posto de T igual a dim Im(T) = 2, e a soma de ambos é dimR3 = 3. ◀

Exemplo 3.59. Já verificamos no exemplo 3.54 que a derivada em Rn[x] tem imagem igual a Rn−1[x], e
seu kernel é o conjunto das funções constantes.

dimRn[x] = dimRn−1[x] + dimK,

onde K é o conjunto das funções constantes de R em R. Temos que a dimensão de K deve ser necessaria-
mente um. De fato, podemos escrever qualquer função constante como múltipla de f(x) = 1, e portanto
f(x), um único vetor, é base para K. ◀

Exemplo 3.60. EmMn×n, a função que dá o traço (somatório da diagonal) de umamatriz é Tr :Mn×n →
R. Sabemos que

dimMn×n = n2.

E sabemos que ImTr = R, portanto
dim ImTr = 1.

Assim, mesmo sem termos determinado o kernel de Tr, sabemos que sua dimensão é necessariamente

dim ker Tr = n2 − 1.

E realmente, para que Tr(A) = 0, precisamos que

a11 + a22 + · · ·+ ann = 0,

independente dos valores no resto da matriz. Podemos gerar todas estas matrizes (com traço zero) como
combinação linear de n2 − 1 vetores: para cada posição i, j na matriz, exceto na posição n,n, incluímos a
matriz com aij = 1, e definimos ann de forma que o traço seja zero:(

1 0 0
0 0 0
0 0 −1

)
,

(
0 1 0
0 0 0
0 0 0

)
,

(
0 0 1
0 0 0
0 0 0

)
,

(
0 0 0
1 0 0
0 0 0

)
,(

0 0 0
0 1 0
0 0 −1

)
,

(
0 0 0
0 0 1
0 0 0

)
,

(
0 0 0
0 0 0
1 0 0

)
,

(
0 0 0
0 0 0
0 1 0

)
.

Estes oito (32 − 1) vetores geram matrizes com traço zero. Não usamos nove vetores porque o último
elemento da matriz depende de outros elementos (é zero quando a diagonal é zero, e −1 quando há 1 na
diagonal).

Observe que escolhemos a posição n,n arbitrariamente. Poderíamos ter usado a posição 1, 1 ou 2, 2
para “compensar” o 1 em outro lugar da diagonal. Teríamos matrizes como(

1 0 0
0 −1 0
0 0 0

)
,

(
0 1 0
0 0 0
0 0 0

)
, etc. ◀



Ve
rs
ão
Pr
el
im
in
ar

Ál
ge
br
a L
in
ea
r

Je
rô
ni
m
o
Pe
lle
gr
in
i

3.4. APLICAÇÕES 117

Os teoremas a seguir tratam de transformações bijetoras, injetoras e sobrejetoras.

Teorema 3.61. Uma transformação T é injetora se e somente se ker(T) = { 0 }.

Demonstração. (⇒) Se T é injetora, então há um único x tal que T(x) = 0. Como 0 ∈ ker(T), então x deve
ser 0, e ker(T) = { 0 }.

(⇐) Suponha que ker(T) = { 0 }, e que há dois vetores x, y com T(x) = T(y). Então T(x − y) = 0, e
x− y ∈ ker(T). Mas somente 0 ∈ ker(T), e portanto x− y = 0, e x = y – ou seja, T é injetora. ■

Exemplo 3.62. Seja T : R3 → R3 uma transformação linear tal que T [(x1, x2, x3)]
T
= (2x3, 0, 3x1)

T . De
imediato observamos que não pode ser injetora, porque seu kernel não contém apenas o vetor zero – todos
os vetores da forma (0, k, 0)T também são levados por T ao zero, e portanto também estão no kernel de T .

Podemos também expor o fato de outra forma: como há mais de um vetor tal que T(v) = 0, há mais de
um vetor levando a um único elemento do contradomínio, portanto a transformação não é injetora. ◀

Exemplo 3.63. Seja θ um ângulo. A transformação que rotaciona vetores emR2 por θ é injetora, porque o
único vetor que pode resultar no vetor zero depois de rotacionado é o próprio vetor zero (ou seja,o kernel
da transformação contém somente o zero). ◀

Exemplo 3.64. A dimensão da transformação definida pelo traço de matrizes quadradas é um, portanto o
traço não é uma transformação injetora. De fato, é fácil construir duas matrizes com o mesmo traço. ◀

Teorema 3.65. Seja T : V → U uma transformação linear.

i) Se dimV < dimU, T não é sobrejetora.

ii) Se dimV > dimU, T não é injetora.

iii) Se dimV = dimU e o posto de T é dimV , então T é bijetora.

3.4 Aplicações

3.4.1 Transformações em imagens
Já verificamos que é possível representar a rotação de um ponto por um ângulo θ como transformação
linear. Se tivermos uma imagema sermostradana tela de umcomputador (ou de cinema), podemos realizar
a transformação em cada um dos pontos – o efeito será o de transformar a imagem inteira. A figura a seguir
mostra a rotação de todos os pontos de uma imagem por um ângulo de −π/3. Esta transformação é dada
por

T

[(
x
y

)]
=

(
x cos (−π/3) − y sen (−π/3)
x sen (−π/3) + y cos (−π/3)

)
=
1

2

(
x+ y

√
3

−x
√
3+ y

)

→
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118 CAPÍTULO 3. TRANSFORMAÇÕES LINEARES

Há diversas outras transformações emR2 que também são importantes em Computação Gráfica. Listamos
algumas delas nesta seção.

A reflexão por qualquer reta que passe pela origem é uma transformação linear. As reflexões pelas retas
y = x, y = −x e x = 0 são realizadas, respectivamente, pelas transformações

T1

[(
x
y

)]
=

(
y
x

)
, T2

[(
x
y

)]
=

(
−y
−x

)
, T3

[(
x
y

)]
=

(
−x
y

)
.

A figura a seguir ilustra a segunda delas (T2, reflexão pela reta y = −x).

P Q

R

→ P

Q
R

O cisalhamento tambémé transformação linear, que consiste emsomarummúltiplo deumadas coordenadas
do vetor a outra. Por exemplo,

T

[(
x
y

)]
=

(
x+ 2y
y

)
é uma operação de cisalhamento. Geometricamente, o cisalhamento realiza uma deformação como a mos-
trada na figura a seguir.

→

Amudança de escala é uma transformação linear. Se quisermosmultiplicar a escala no eixo x por a e no eixo
y por b, usamos a transformação

T

[(
x
y

)]
=

(
ax
by

)
,

que é linear. Por exemplo, os pontos dafigura abaixo forammodificados usando a transformaçãoT [(x, y)T ] =
(3x, y/2)T .

→
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3.4. APLICAÇÕES 119

O deslocamento por uma distância fixa é chamado de translação. A figuramostra uma translação da imagem
do triângulo, para a direita e para cima.

→

A translação, no entanto, não é uma transformação linear: para deslocar um ponto em um dos eixos
por uma distância k, precisaríamos realizar a transformação

T

[(
x
y

)]
=

(
x+ k
y

)
,

que não é linear (claramente, já que T [(0, 0)T ] = (k, 0)T , levando o vetor zero a algo diferente de zero.
Apesar da translação não ser transformação linear deR2 emR2, podemos usar uma coordenada amais

para obter uma transformação linear deR3 emR3.

T

[(
x
y
z

)]
=

(
x+ kz
y
z

)
,

E representamos todos os pontos como (x, y, 1)T . Assim ao invés de somar uma constante k a x, somamos
um múltiplo de z (que decidimos que será sempre 1). Esta é a abordagem da Geometria Afim, descrita no
Capítulo 13.

Há excelentes livros abordando a Computação Gráfica, como o de Jonas Gomes e Luiz Velho [GV08] e o
de Peter Shirley, Michael Ashikhmin e Steve Marschner [SAM09].

Exercícios

Ex. 77 — Em alguns exemplos, afirmamos que certas funções são transformações lineares, mas não o de-
monstramos. Verifique essas afirmações (troca de coeficientes no exemplo 3.19; multiplicação de linha no
exemplo 3.18).

Ex. 78 — Diga se as funções a seguir são transformações lineares.

i) T : R3 → R2, tal que T(x, y, z) = (x+ y, z).

ii) T : R2 → C, com T(x, y) = (x− y) + (x+ y)i.

iii) T : R2 → R2, com T(x, y) = (2x, 2x).

iv) T : R→ R2, com T(x) = (x+ 1, x− 1).

v) T : M2×2 → R2, com

T

(
a b
c d

)
=

(
2(a+ d)

−(b+ c)

)
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120 CAPÍTULO 3. TRANSFORMAÇÕES LINEARES

vi) T : R1[x]→ R2[x], com T(ax+ b) = (a+ b)x2 + (a− b)x+ (b− a).

vii) T : R3[x]→ R2[x], com T(a, b, c) = abx2 + ax+ b.

viii) T : R2[x]→ R2[x], com T(ax2 + bx+ c) = (a+ b+ c)x2 + x+ 1.

ix) T : R→ R1[x], com T(a) = ax+ a.

x) T : R3 →M2×2, com

T(a, b, c) =

(
πa

√
2b

ec a+ b+ c

)
xi) T : R3 →M2×2, com

T(a, b, c) =

(
πa

√
2b

ec a+ b+ c

)
xi) T : R3 →M2×2, com

T(a, b, c) =

(
πa 2

√
b

ec a+ b+ c

)
xii) T : R2 → R, com T(a, b) = |a− b|

xiii) T :Mn×n → R, com T(A) igual ao produtório dos elementos da diagonal deA.

Ex. 79 — Neste Capítulo, para mostrar que uma transformação T : V → W é linear sempre mostramos
primeiro que para todo c escalar e todos v ∈ V ,w ∈W, T(v+w) = T(v)+T(w), depois que T(cv) = cT(v).
Mostre que isso é o mesmo que mostrar somente que T(cv+ dw) = cT(v) + dT(w).

Ex. 80 — Na demonstração do teorema 3.13 (na página 96) usamos o seguinte argumento: “cT(0) = T(0),
o que implica em c = 1 ou T(0) = 0”. Demonstre esta afirmação.

Ex. 81 — Construa o operador em R3 que rotaciona um ponto por um ângulo θ ao redor da origem, man-
tendo a segunda coordenada fixa (o ponto (x, y, z)T émudado para (x ′, y, z ′)T ). Mostre que este operador
é linear.

Ex. 82 — Determine cada transformação a seguir, se houver somente uma. Se houver mais de uma ou se
não houver nenhuma, diga o motivo.

i) T : R2 → R tal que (
2
1

)
= 1(

0
−1

)
= −1

ii) T : R3 → R2, tal que

T

(
1
2
1

)
=

(
2
4

)
,
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3.4. APLICAÇÕES 121

T

(
1
1
1

)
=

(
2
4

)
,

T

(
−2
0

−2

)
=

(
1
0

)

iii) T : R3 → R3, tal que

T

(
1
2
4

)
=

(
1
0
0

)
,

T

(
0
1
0

)
=

(
1
0
0

)
,

T

(
1
1
1

)
=

(
1
1
1

)

iv) T : R3 →M2×2, tal que

T

(
1
2
1

)
=

(
1 0
0 2

)
,

T

(
1
1
1

)
=

(
1 0
0 0

)
,

T

(
1
0
0

)
=

(
0 0
0 0

)
v) T : M2×2 → R, tal que

T

(
0 0
1 2

)
= 2

T

(
1 0
0 0

)
= 10,

T

(
0 0
0 0

)
= 1,

T

(
0 1
1 0

)
= 10.

vi) T : R2[x]→ R3[x], tal que

T(x2 + 1) = x3

T(x2) = −1

T(−x) = x2
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122 CAPÍTULO 3. TRANSFORMAÇÕES LINEARES

vii) T : R2 → R2[x], tal que (
2
0

−2

)
= 1(

1
−1
−1

)
= −1(

0
−1
0

)
= 1

viii) T : R2[x]→ R3[x], tal que

T(x2 + 1) = 1

T(2x2) = −1

T(−1) = 1

ix) T : R1[x]→ R2, tal que

T(x+ 1) =

(
2
0

)
,

T(1) =

(
2
0

)
.

x) T : R1[x]→ R2[x], tal que

T(−1) = 2x2 + 4x+ 8

T(1− 2x) = −x− 1

Ex. 83 — Demonstre o teorema 3.21.

Ex. 84 — Demonstre a proposição 3.32.

Ex. 85 — Demonstre o teorema 3.65.

Ex. 86 — Demonstre o teorema 3.14.

Ex. 87 — O exemplo 3.60 mostra uma base para o espaço das matrizes 3× 3 com traço zero. Mostre outra
base para este espaço, onde as matrizes não tenham zeros.

Ex. 88 — Seja f uma função de mudança de base (que tem como argumento as coordenadas de um vetor
em uma base B em um espaço de dimensão n, e retorna as coordenadas deste vetor em outra base B ′).
Determine o posto e a nulidade de f.

Ex. 89 — Mostre que a transformação f dada no exemplo 3.46 é linear.
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3.4. APLICAÇÕES 123

Ex. 90 — Calcule o posto e a nulidade da transformação f, dada no exemplo 3.46.

Ex. 91 — (Difícil) Verificamos que a rotação emR2 é umoperador linear. EmA2 (onde os pontos tem como
coordenadas números algébricos), podemos usar o mesmo operador para rotação?

Ex. 92 — SejaA =
(
a1, a2, . . . , an

)
umamatriz comcolunasai. A operaçãoque transformaA em

(
0, a1, a2, . . . , an−1

)
– ou seja, desloca as colunas deA para a direita – é uma transformação linear?

Ex. 93 — Levar uma matriz qualquer para a forma escalonada reduzida é uma transformação linear? Caso
seja, determine sua nulidade e posto.

Ex. 94 — A mudança de coordenadas cartesianas para polares (ou a inversa, de polares para catrtesianas)
é linear?

Ex. 95 — Sejam f eg transformações lineares tais que f◦g seja bemdefinida. Quais são o posto e a nulidade
de f ◦ g, em termos do posto e da nulidade de f e g?

Ex. 96 — Na seção 3.4.1 dissemos que o deslocamento em um eixo por uma distância fixa não é transfor-
mação linear. Mostre que isso vale para deslocamentos em qualquer direção, e não apenas um dos eixos.

Ex. 97 — No exercício 3.11 mostramos que a esperança para variáveis aleatórias discretas é transformação
linear. Mostre que para variáveis aleatórias contínuas a esperança também é linear.

Ex. 98 — A mediana é uma transformação linear?

Ex. 99 —⋆ Dê um exemplo de transformação linear no espaço de ciclos de um grafo (descrito no exem-
plo 1.42). Descreva algebricamente e ilustre com um exemplo particular, desenhando os grafos.

Ex. 100 — No espaço C1, a derivada é uma transformação linear injetora?

Ex. 101 —⋆ Considere o conjunto de pares de funções reais deriváveis, C1 × C1 = {(f, g) | f, g ∈ C1}.

i) Verifique que se usarmos as operações (f, g)+(F,G) = (f+F, g+G) e c(f, g) = (cf, cg), o resultado
é um espaço vetorial.

ii) Determine a dimensão desse espaço.

iii) Determine a imagem e o kernel da transformação

T(f, g) =

(
d

dx
(f+ g),

d2

dx2
g

)
definida nesse espaço.

Ex. 102 — Um operador linear f em um espaço V é nilpotente se existe algum inteiro k tal que fk(v) = 0,
para todo v ∈ V . Mostre como construir um operador nilpotente f em um espaço de dimensão n tal que
fn−1(v) ̸= 0para algum v ∈ V , mas fn(v) = 0para todo v ∈ V . Calcule o posto de fk para todo 1 ≤ k ≤ n.

Ex. 103 — Considere transformações lineares de Rn em Rn. Diga se tais transformações preservam:
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124 CAPÍTULO 3. TRANSFORMAÇÕES LINEARES

i) retas (se aplicarmos a mesma transformação em todos os pontos de uma reta, o resultado será outra
reta?)

ii) planos (idem, para planos)

iii) ângulos (se aplicarmos a mesma transformação em todos os pontos de duas retas, o ângulo entre elas
pode mudar?)

iv) proporção entre distâncias em uma mesma reta (se aplicarmos ua mesma transformação linear em
uma reta contendo pontos P,Q, R, a razão das distâncias PQ/QRmuda?)

Ex. 104 — Sabemos que emMn×n o posto do traço é 1, e que sua nulidade é n2 − 1. Determine o posto e
a nulidade de f : Mn×n, com

f(M) = (TrM, Tr ′M),

onde Tr ′M é o traço secundário deM (a soma dos elementos da diagonal secundária).
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Capítulo 4

Matrizes e Transformações Lineares

Neste Capítulo verificamos que transformações lineares podem ser representadas como matrizes, e anali-
samos diversas consequências disso.

4.1 Representação de transformações como matrizes

Damesma formaque amultiplicação de vetores den elementos por qualquermatriz den linhas, resultando
em outro vetor de n elementos, é uma transformação linear, mostraremos que toda transformação linear
de um espaço V em um espaçoW, ambos de dimensão finita, pode ser descrita comomatriz, de forma que
a aplicação da transformação seja também descrita como multiplicação de matrizes.

Estabeleceremos portanto que matrizes m × n são equivalentes a transformações lineares de Rn em
Rm.

4.1.1 De matrizes para transformações
Começamos mostrando que toda matriz representa alguma transformação linear. Tratamos de espaços
sobre R, mas a discussão vale para espaços sobre outros corpos.

Teorema 4.1. A multiplicação por matrizm× n é uma transformação linear deRn emRm.

Demonstração. Se x ∈ Rn, eA temm linhas, entãoAx será um vetor comm linhas,


← n →↑

m↓


↑
n↓

 =

 ↑m↓
 ,

portanto é uma transformação de Rn em Rm. Nos falta mostrar que é linear, mas isto é evidente por
propriedades de multiplicação de matrizes: (i) (Acx) = cA(x) e (ii)A(x+ y) = Ax+Ay. ■

125
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126 CAPÍTULO 4. MATRIZES E TRANSFORMAÇÕES LINEARES

Exemplo 4.2. Temos a seguir uma matriz 3× 2.

A =

(
2 0

−3 2
1 5

)

Esta matriz representa uma transformação de um espaço de dimensão dois em um espaço de dimensão
três:

Ax =

(
2 0

−3 2
1 5

)(
x1
x2

)
=

 2x1
−3x1 + 2x2
x1 + 5x2

 .
Note que os vetores (x1, x2)T e (2x1,−3x1 + 2x2, x1 + 5x2)

T são vetores de coordenadas, e que portanto
poderiam representar vetores de Rn, Rn−1[x], ou quaisquer outros espaços com as dimensões dadas. ◀

Exemplo 4.3. A matriz

A =

(
1 0 0
1 0 1

)
representa uma transformação linear de Z3

2 em Z2
2, porque a multiplicação de A por um vetor em Z3

2,
usando as operações de Z2, nos dá

Ax =

(
1 1 0
0 1 1

)(
x
y
z

)
=

(
x⊕ y
y⊕ z

)
.

E a função
T(x, y, z)T = (x⊕ y, y⊕ z)T

é linear. ◀

4.1.2 De transformações para matrizes
Já mostramos que toda matriz representa uma transformação linear. Agora mostramos a recíproca: toda
transformação linear pode ser representada por uma matriz.

As funções lineares f : R2 → R são todas da forma

f(x, y) = ax+ by.

De maneira mais geral, as funções lineares g : Rn → R (ou seja, as funções com argumento vetor em Rn

e valor em R) são da forma

g(x1, x2, . . . , xn) = a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn.

Uma transformação linear de Rn em R é unicamente identificada por n coeficientes a1, a2, . . . , an, de
forma que

T(x) = a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn =

n∑
i=1

aixi
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4.1. REPRESENTAÇÃO DE TRANSFORMAÇÕES COMO MATRIZES 127

Exemplo 4.4. A transformação T(x1, x2) = 2x1 − 3x2 é linear em R2, e é representada por

a1 = 2

a2 = −3,

porque
a1x1 + a2x2 = 2x1 − 3x2 = T(x1, x2). ◀

Exemplo 4.5. A média f(x1, x2) = (x1 + x2)/2 é linear em R2, e é representada por

a1 = 1/2

a2 = 1/2,

porque

a1x1 + a2x2 =
x1 + x2
2

= f(x1, x2). ◀

Considere uma transformação T agindo em um vetor x, que denotamos T(x). Se representarmos T por
um vetor linha e x por vetor coluna, o produto Tx é exatamente o valor de T(x):

Tx =
(
a1 a2 · · · an

)
x1
x2
...
xn

 = a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn = T(x).

Exemplo 4.6. A transformação T , dada no Exemplo 4.4 é T(x1, x2) = 2x1 − 3x2, que representamos por
a1 = 2, a2 = −3, porque

a1x1 + a2x2 = 2x1 − 3x2 = T(x1, x2).

Usando a notação de vetor linha, temos
T = (2,−3)

e se x = (x1, x2)
T , então

Tx = (2,−3)

(
x1
x2

)
= 2x1 − 3x2.

◀

Exemplo 4.7. A função F : R3 → R, tal que f(x, y, z) = 2x− z, é representada por

(2 0 −1) ,

porque

(2 0 −1)

(
x
y
z

)
= 2x− z. ◀
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128 CAPÍTULO 4. MATRIZES E TRANSFORMAÇÕES LINEARES

Exemplo 4.8. A transformação T : Z4
2 → Z2, dada por T(abcd) = a⊕ b⊕ d é representada por

(1 1 0 1) ,

porque

(1 1 0 1)

ab
c
d

 = a⊕ b⊕ d.

Observamos que como o corpo usado é Z2, as operações usadas na multiplicação de matrizes são as desse
corpo. ◀

Lema 4.9. Sejam U e V espaços vetoriais de dimensão finita, e seja {e1, e2, . . . , en} base canônica para u. Seja
também T : U → V linear. Se T(u) = v, então a i-ésima coordenada de v é combinação linear das coordenadas de
u. Em outras palavras, se

u =

n∑
j=1

ujej

então existem coeficientes qij tais que

vi =

n∑
j=1

qijuj

Demonstração. O vetor u é combinação linear da base:

u =

n∑
j=1

ujej,

e como T é linear, temos

v = T(u)

= T
( n∑

j=1

ujej
)

=

n∑
j=1

ujT(ej) (4.1)

Seja tij a i-ésima coordenada de T(ej):

tij =
[
T(ej)

]
i
. (4.2)

De 4.1 e 4.2, concluímos que

vi =

m∑
j=1

ujqij ■

Exemplo 4.10. Seja T : R3 → R2, com

T

[(
x
y
z

)]
=

(
x− y
2x+ z

)
.

As coordenadas do vetor resultante (x− y e 2x+ z) são evidentemente funções lineares de x, y e z. ◀
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Teorema 4.11. SejamU e V espaços vetoriais de dimensão finita com bases canônicasA e B. Então toda transfor-
mação linear T : U→ V pode ser representada na forma de uma matrizM, de forma que T(u) = v se e somente se
M[u]A = [v]B.

Demonstração. Usando o Lema 4.9 para cada coordenada de v, chegamos à fórmula de multiplicação de
matriz por vetor. A i-ésima posição da multiplicaçãoMu é exatamente

(Mu)i =
m∑
j=1

ujmij. ■

As figuras a seguir ilustram o conceito: cada coordenada de y é combinação linear dos coeficientes de
x:

Ax = y
a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...
ai1 ai2 · · · ain
...

am1 am2 · · · amn



x1
x2
...

xn

 =


y1
y2
...
yi
...
ym


Assim, cada coordenada pode ser representada como a multiplicação de um vetor linha pelo vetor co-

luna x. Posicionado os vetores uns sobre os outros:(
a11 a12 · · · a1n

)
x = y1(

a21 a22 · · · a2n
)
x = y2

...(
am1 am2 · · · amn

)
x = ym

chegamos a uma matriz: 
a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

am1 am2 · · · amn

 x =


y1
y2
...
ym

 .
Exemplo 4.12. A transformação T : R3 → R2, dada por

T
[
(a, b, c)T

]
= (a+ b, b− c)T

é também descrita pela matriz (
1 1 0
0 1 −1

)
.

Aplicamos a transformação em um vetor vmultiplicando a matriz por v:(
1 1 0
0 1 −1

)(
a
b
c

)
=

(
a+ b
b− c

)
◀
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Exemplo 4.13. No exemplo 3.9 mostramos que a transformação linear que realiza a rotação de vetores em
R2 é

R

(
x
y

)
=

(
x cos θ− y sen θ
x sen θ+ y cos θ

)
.

Esta transformação pode ser representada como uma matriz:

R =

(
cos θ − sen θ
sen θ cos θ

)
.

A multiplicação por R resulta na rotação do vetor pelo ângulo θ:

Rv =
(
cos θ − sen θ
sen θ cos θ

)(
x
y

)
=

(
x cos θ− y sen θ
x sen θ+ y cos θ

)
. ◀

Exemplo 4.14. Seja T : R4 → R3, com

T
[
(a, b, c, d)T

]
= (a+ b+ c, 3d,−2a)T .

A matriz que representa T é

MT =

(
1 1 1 0
0 0 0 3

−2 0 0 0

)
.

É fácil verificar queMT (a, b, c, d)
T = (a+ b+ c, 3d,−2a). ◀

Exemplo 4.15. Como qualquer espaço vetorial de dimensão finita com dimensão n é isomorfo aRn, dada
uma transfomração t : V →W, podemos usar este isomorfismo para associar:

• A transformação t : V →W com outra, r : Rn → Rm

• Uma matriz T com a transformação t

Por exemplo, considere o operador d2/dx2 no espaço R4[x]. Usamos o isomorfismo entre R4[x] e R5,

f(a4x
4 + a3x

3 + a2x
2 + a1x+ a0) = (a4, a3, a2, a1, a0)

T .

A derivada segunda é

d2

dx2
(a4x

4 + a3x
3 + a2x

2 + a1x+ a0) = 12a4x
2 + 6a3x+ 2a2

Como transformação de R5 em R3, esta transformação é

T(a4, a3, a2, a1, a0)
T = (12a4, 6a3, 2a2)

T

A matriz que realiza a transformação deR5 emR3 é

T =

(
12 0 0 0 0
0 6 0 0 0
0 0 2 0 0

)
. ◀
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Exemplo 4.16.⋆ Em Z2
2, considere a transformação

T(a, b) = (b, a⊕ b).

Esta transformação pode ser representada como matriz, de forma que

T(a, b) =

(
0 1
1 1

)(
a
b

)
=

(
b

a⊕ b

)
.

Note que realizamos multiplicação de matrizes usando as operações de Z2 (∧ e ⊕) onde normalmente
usaríamos · e+. ◀

4.2 Propriedades da multiplicação de matrizes

Nesta seção exploramos propriedades de multiplicação de matrizes que serão usadas no decorrer do capí-
tulo.

4.2.1 Matrizes por blocos
Primeiro abordamos a multiplicação de matrizes por blocos.

Definição 4.17 (Partição dematriz por blocos). A partição de umamatriz por blocos é uma partição das linhas
e colunas da matriz de forma a definir blocos (submatrizes). ♦

Exemplo 4.18. Considere a matriz

A =


a11 a12 a13 a14 a15 a16
a21 a22 a23 a24 a25 a26
a31 a32 a33 a34 a35 a36
a41 a42 a43 a44 a45 a46
a51 a52 a53 a54 a55 a56

 .
As linhas pontilhadasmostram uma possível maneira de particionar amatriz, com duas partições de linhas
(uma com as linhas de 1 a 3, e outra com as linhas 4 e 5); e três partições de colunas (uma com as duas
primeiras, outra com as três seguintes, e outra com a última coluna).

Podemos ver esta matriz como uma matriz de blocos

A =

(
A11 A12 A13

A21 A22 A23

)
onde

A11 =

a11 a12
a21 a22
a31 a32

 A12 =

a13 a14 a15
a23 a24 a25
a33 a34 a35

 A13 =

a16a26
a36


A21 =

(
a41 a42
a51 a52

)
A22 =

(
a43 a44 a45
a53 a54 a55

)
A23 =

(
a46
a56

)
.

◀
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Exemplo 4.19. A matrizA a seguir está particionada. Há três partições de linhas e três de colunas.

A =


1 −1 8 9 4
2 0 −3 1 −7
3 −3 5 1 2
0 2 1 0 0
9 8 6 −1 −7

 =

A11 A12 A13

A21 A22 A23

A31 A32 A33

 ,
ondeAij é o bloco na i-ésima partição das linhas e j-ésima partição das colunas:

A11 = (1 −1)

A21 = (2 0)

A31 =

(
3 −3
0 2
9 8

)
A12 = (8 9)

A22 = (−3 1)

A32 =

(
5 1
1 0
6 −1

)
A13 = (4)

A23 = (−7)

A33 =

(
2
0

−7

)
As partições, como se pode notar no exemplo, não precisam ser de mesmo tamanho. ◀

Teorema 4.20. Considere duas matrizesA e B compatíveis para multiplicação: A ém× r, B é r× n.
Suponha que r colunas de A sejam particionadas da mesma forma que as r linhas de B – ou seja, o mesmo

número s de partições, e a i-ésima partição das colunas deA é do mesmo tamanho que a i-ésima partição das linhas
de B.

A =


A11 A12 · · · A1s

A21 A22 A2s
...

. . .
Ap1 Ap2 Aps

 , B =


A11 A12 · · · A1q

A21 A22 A2q
...

. . .
As1 As2 Asq

 .
Então podemos particionar o produtoC = AB com as mesmas partições das linhas deA e das colunas de B:

C11 C12 · · · C1q

C21 C22 C2q
...

. . .
Cp1 Cp2 Cpq

 .
O blocoCij pode ser calculado usando o método usual de multiplicação de matrizes, exceto que ao invés de elementos
em linhas e colunas, multiplicam-se blocos em partições de linhas e partições de colunas:

Cij =

p∑
k=1

AikBkj

Exemplo 4.21.

A =

 1 0 1 0
2 1 −2 −1
3 −3 −3 1

−3 3 −3 5

B =

 2 3 1 2 0 1
−2 1 4 10 1 0
0 −3 0 −1 1 −1
0 8 2 1 4 3


A matriz C particionada será

C =

(
C11 C12 C13

C21 C22 C23

)
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O bloco C22 é

C22 = A21B12 +A22B22 +A23B32

=

(
3 −3
−3 3

)(
3 1 2
1 4 10

)
+

(
−3
−3

)
(−3 0 −1) +

(
1
5

)
(8 2 1)

=

(
6 −9 −24
−6 9 24

)
+

(
9 0 3
9 0 3

)
+

(
8 2 1
40 10 5

)
=

(
23 −7 −20
43 19 32

)
◀

Definição 4.22 (Matriz diagonal por blocos). Umamatriz particionada em blocos é diagonal por blocos se os
blocos da posição (i, i) são quadrados e somente eles são diferentes de zero. ♦

Exemplo 4.23. Sejam

A =

(
1 1
2 2

)
, B =

(
5 5 5
5 0 5
5 5 5

)
.

Então

diag(A, I2, B) =


1 1
2 2

1
1
5 5 5
5 0 5
5 5 5

 ,

onde as entradas ausentes são zero. ◀

Exemplo 4.24. A seguinte matriz, 
2 1 0 0 0 0 0
3 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 4
5 0 2 0 1 0 4

 ,
não é diagonal por blocos – ao menos não se considerarmos os blocos indicados, porque todos os blocos na
última linha tem elementos diferentes de zero. Ela poderia ser “diagonal por blocos” se a tratarmos como
um único bloco, mas este seria um caso degenerado que não nos é útil. ◀

O exercício 109 pede a demonstração da proposição 4.25.

Proposição 4.25. diag(A1, A2, . . . , Ak)
−1 = diag(A−1

1 , A−1
2 , . . . , A−1

k ).

Exemplo 4.26. Seja

A =


1 1
2 0

2
2 1
0 2

 =

A11 0 0
0 A22 0
0 0 A33

 ,
com

A11 =

(
1 1
2 0

)
, A22 = (2) , A33 =

(
2 1
0 2

)
.
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As inversas dos blocos são

A−1
11 =

(
0 1/2

1 −1/2

)
, A−1

22 =
(
1/2
)
, A−1

33 =

(
1/2 −1/4

0 1/2

)
.

Assim,

A−1 =

A−1
11 0 0

0 A−1
22 0

0 0 A−1
33

 =


0 1/2

1 −1/2

1/2

1/2 −1/4

0 1/2

 . ◀

É usual darmos nomes aos blocos de uma matriz. Por exemplo, dadas matrizes conhecidasA e B,(
A B
B−1 0

)
é uma matriz composta por quatro blocos. O bloco (2, 2) é zero, o bloco (1, 1) é igual aA e os blocos (1, 2)
e (2, 1) são B e B−1.

Muitas vezes a notação por blocos nos permite representar famílias de matrizes: a notação determina
a forma de um conjunto infinito de matrizes. Por exemplo,(

I 0
0 0

)
é uma matriz cuja diagonal é da forma (1, 1, 1, . . . , 1, 0, 0, 0, . . . , 0) – ou seja, uns seguidos de zeros, que
tambémpodemos denotar por diag(I, 0). Observe que diag(I, 0) pode ser de qualquer ordem, e o tamanho
dos blocos I e 0 não foi especificado.

Exemplo 4.27. A notação diag(I, 0, I) indica matrizes como

(
1 0 0
0 0 0
0 0 1

)
,

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1

 ,

1 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

 ,

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 1

 ,
e todas asmatrizes diagonais onde a diagonal é composta de uma sequência de uns seguida de uma sequên-
cia de zeros e outra sequência de uns. ◀

A matriz a seguir, (
1 vT 0
w B 0

)
, (4.3)

tem a primeira linha igual a (1, v1, v2, . . . , vn, 0)T , a primeira coluna igual a (1,w1, w2, . . . , wm). Se
retirarmos da matriz a primeira coluna e a primeira linha, sobra a matriz B.

Também é comum não usar as barras que dividem as partições. A matriz 4.3 pode também ser repre-
sentada da seguinte forma: (

1 vT 0
w B 0

)
.
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4.2.2 Multiplicação por vetor é combinação linear

Amultiplicação dematriz por vetor pode ser vista como combinação linear das linhas ou colunas damatriz.
Isto nos dá uma interpretação útil da operação de multiplicação.

Multiplicando à direita da matriz: combinação de colunas

Em algumas situações representaremos uma matriz como uma sequência de vetores coluna:

M =

(
c1 c2 · · · cn

)

=


c11 c21 . . . cm1
c12 c22 cm2
...

. . .
c1n c2n cmn

 .
Observamos que ao multiplicar uma matriz por um vetor coluna, temos

c11 c21 . . . cm1
c12 c22 cm2
...

. . .
c1n c2n cmn



a1
a2
...
am

 =


a1c

1
1 + a2c

2
1 + . . .+ amc

m
1

a1c
1
2 + a2c

2
2 + . . .+ amc

m
2

...
a1c

1
n + a2c

2
n + . . .+ amc

m
n



=


a1c

1
1

a1c
1
2
...

a1c
1
n

+


a2c

2
1

a2c
2
2
...

a2c
2
n

+ · · ·+


amc

m
1

amc
m
2
...

amc
m
n


= a1c1 + a2c2 + · · ·amcm,

ou seja, a multiplicação da matriz (c1, c2, . . . , cn) pelo vetor (a1, a2, . . . , an)T é combinação linear das
colunas da matriz, com os coeficientes ai.

Exemplo 4.28. Pode-se calcular o produto a seguir como combinação linear das colunas da matriz.

(
1 2 3 1

−2 0 −2 −5
8 1 0 0

) a
b

−a
d

 = a

(
1

−2
8

)
+ b

(
2
0
1

)
− a

(
3

−2
0

)
+ d

(
1

−5
0

)

=

(
a+ 2b− 3a+ d
−2a+ 2a− 5d

8a+ b

)
=

(
−2a+ 2b+ d

−5d
8a+ b

)
◀

Esta propriedade pode ser usada na demonstração de Lema 4.29, que é pedida no Exercício 113.

Lema 4.29. Se a soma de cada linha (ou de cada coluna) de uma matriz é zero, então as linhas (colunas) da matriz
são LD.



Ve
rs
ão
Pr
el
im
in
ar

Ál
ge
br
a L
in
ea
r

Je
rô
ni
m
o
Pe
lle
gr
in
i

136 CAPÍTULO 4. MATRIZES E TRANSFORMAÇÕES LINEARES

Multiplicação à esquerda: combinação de linhas

Da mesma forma que a multiplicaçãoMv é combinação linear das colunas deM, a multiplicação wM é
combinação das linhas deM.

Exemplo 4.30. Sejam

M =

1 2 −3
4 3 −8
0 0 2
2 1 0

 , w = (2, 0,−1, 3).

Então

wM = 2(1, 2,−3)

−1(0, 0, 2)

+3(2, 1, 0)

= (8, 7,−8). ◀

A justificativa é análoga à do caso anterior, para multiplicação à direita deM.

4.2.3 Matrizes triangulares
Matrizes triangulares tem propriedades bastante úteis. A seguir apresentamos algumas delas.

Proposição 4.31. O produto de duas matrizes triangulares inferiores também é triangular inferior, e o produto de
duas matrizes triangulares superiores também é triangular superior.

Demonstração. Segue trivialmente da definição de multiplicação de matrizes. ■

Exemplo 4.32. 1 −1 0 −1
0 2 1 5
0 0 3 0
0 0 0 4


−1 0 1 1

0 2 5 3
0 0 0 3
0 0 0 1

 =

−1 −2 −4 −3
0 4 10 14
0 0 0 9
0 0 0 4

 ◀

Proposição 4.33. A inversa de uma matriz triangular inferior também é triangular inferior, e a inversa de uma
matriz triangular superior também é triangular superior.

Exemplo 4.34. A inversa de

A =

1 2 2 2
0 1 2 2
0 0 1 2
0 0 0 2


é

A−1 =

1 −2 2 −1
0 1 −2 1
0 0 1 −1
0 0 0 1

2

 . ◀

Proposição 4.35. SeA é uma matriz triangular, então as entradas da diagonal deA−1 são os inversos das mesmas
posições emA.
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Exemplo 4.36. A inversa de

A =

1 0 0 0
2 −3 0 0
3 6 4 0
4 −2 0 5


é

A−1 =


1 0 0 0

2/3 −1/3 0 0

−7/4 1/2 1/4 0

−8/15 −2/15 0 1/5

 .
Observe que os elementos da diagonal deA−1 são 1,−1/3, 1/4, 1/5 – exatamente os inversos dos elemen-
tos da diagonal deA, 1,−3, 4, 5. ◀

4.3 Propriedades de matrizes de transformações

Das propriedades de matrizes derivamos também os seguintes fatos – dadas matrizes A, B, um vetor v e
um escalar λ,

• (A+ B)v = Av+ Bv,

• (λA)v = λ(Av) = A(λv),

• (AB)v = A(Bv),

quando os produtos forem bem definidos.

Proposição 4.37. Sejam T e Smatrizes representando transformações lineares t e s. A composição t◦ s, se existir, é
representada pelamatriz TS, e a soma t+s, se for bem definida, é dada pelamatriz T+S. A inversa da transformação
t é representada pela matriz T−1.

Exemplo 4.38. Considere as transformações s : R2 → R3, e t : R3 → R4, tais que

s(a, b)T = (a, a+ b, 2b)T

t(x, y, z)T = (x+ y, x− y, x+ z, x− z)T .

Sem ainda escrever suas matrizes, calculamos a composta

t ◦ s = t(s(a, b)T )
= t(a, a+ b, 2b)T

= (2a+ b,−b, a+ 2b, a− 2b)T (4.4)

As matrizes das transformações são

T =

1 1 0
1 −1 0
1 0 1
1 0 −1

S =

(
1 0
1 1
0 2

)
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A matriz da composta é

TS =

2 1
0 −1
1 2
1 −2


Ao aplicarmos a matriz da composta ao vetor (a, b)T , obtemos2 1

0 −1
1 2
1 −2

(a
b

)
=

2a+ b
−b

a+ 2b
a− 2b

 ,
claramente correto, pois é exatamente da mesma forma que havíamos calculado em 4.4, antes de escrever
as matrizes. ◀

Teorema 4.39. A imagem da transformação linear representada por uma matrizA é o conjunto de todas as combi-
nações lineares das colunas deA.

Demonstração. Cada elemento da imagem de A é o resultado da multiplicação de A por um vetor x – ou
seja, a combinação linear das colunas deA, onde os coeficientes são os elementos de x. Se considerarmos
todos os valores possíveis em x, temos todas as combinações lineares das colunas deA. ■

Exemplo 4.40. A transformação com a matriz

T =

(
1 2
2 2
1 3

)
é

T(x, y) = (x+ 2y, 2x+ 2y, x+ 3y),

e tem como imagem um plano em R3. Este plano é composto pelas combinações lineares

x

(
1
2
1

)
+ y

(
2
2
3

)
. ◀

Definição 4.41 (Posto de matriz). O posto de uma matriz é o posto da transformação linear representada
por ela. ♦

Segue da definição 4.41 e do teorema 4.39 o seguinte corolário.

Corolário 4.42. O posto de uma matrizA é igual à quantidade de colunas linearmente independentes emA.

A imagem de uma transformação linear é o espaço-coluna de sua matriz, e portanto a dimensão da ima-
gem (e o posto da transformação) é igual à quantidade de colunas independentes na matriz.

Definição 4.43 (Espaço-linha, espaço-coluna, posto de linhas e colunas). O espaço-linha de uma matriz é o
espaço vetorial gerado pelas linhas da matriz; o espaço-coluna é o espaço vetorial gerado pelas colunas da
matriz.

O posto de linhas de uma matriz é a dimensão de seu espaço-linha – ou seja, a quantidade de linhas
linearmente independentes na matriz.

O posto de colunas de uma matriz é definido de forma similar: é a dimensão de seu espaço-coluna, ou a
quantidade de colunas linearmente independentes na matriz. ♦
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Exemplo 4.44. Seja

A =

(
1 2 0
1 1 1
1 0 2

)
.

O espaço coluna deA é formado pelos vetoresAx:(
1 2 0
1 1 1
1 0 2

)(
x
y
z

)
=

 x+ 2y
x+ y+ z
x+ 2z

 = x

(
1
1
1

)
+ y

(
2
1
0

)
+ z

(
0
1
2

)

portanto o espaço-coluna de A é gerado por B =
(
(1, 1, 1)T , (2, 1, 0)T , (0, 1, 2)T

)
. Mas este conjunto é

LD, porque b1 = (b2 + b3)/2. Removemos b1, e temos
(
(2, 1, 0)T , (0, 1, 2)T

)
, que é LI, e portanto é base

para o espaço-coluna.
Disso concluímos que a dimensão do espaço-coluna deA (seu posto de colunas) é 2. ◀

Uma matrizm × n tem o espaço-linha gerado porm vetores-linha, e o espaço-coluna gerado por n
vetores-coluna. As dimensões destes espaços não são, no entanto, necessariamente iguais am en, uma vez
que as linhas e colunas da matriz podem não ser L.I., e neste caso não formam base para aqueles espaços.

Muitas vezes dizemos que uma matriz quadrada de ordem n e com posto de colunas igual a n é “base”
para Rn, porque Rn é seu espaço-coluna, e portanto a matriz, quando vista como uma sequência de colu-
nas, é uma base ordenada de Rn.

Exemplo 4.45. As matrizes

A =

(
1 2
2 1

)
, B =

(
1 0 1
0 1 0
0 −1 −1

)
são bases paraR2 eR3, porque qualquer vetor deR2 pode ser escrito como combinação linear das colunas
deA, e qualquer vetor de R3 é combinação linear das colunas de B. ◀

O lema e o teorema a seguir relacionam o posto de linhas com o posto de colunas.

Lema 4.46. Qualquer matrizAm×n com posto de colunas r pode ser decomposta em duas matrizes,Cm× r e L
r × n, de forma queA = CL, de forma que o espaço coluna deA é gerado pelas r colunas deC, e o espaço linha de
A é gerado pelas r linhas de L.

Demonstração. SejaA,m× n, com posto r. Como o posto deA é igual ao posto de colunas deA, podemos
tomar r colunas LI deA. Pomos estas colunas lado a lado para formar uma nova matriz C,m× r.

DadasA e C, existe uma única matriz L, r× n, tal que

A = CL.

Já sabemos que C gera as mesmas colunas queA. Resta observar que L gera as mesmas linhas queA. Mas
no produto CL, as linhas geradas são combinações lineares das linhas de L, com os coeficientes dados pelas colunas
deC. Por exemplo, se

A =

(
1 6 −11
2 0 2
5 −1 7

)
=

(
1 6
2 0
5 −1

)(
1 0 1
0 1 −2

)
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Neste exemplo, a primeira linha deA, (1, 6,−11), é gerada pelas linhas de L, com coeficientes na primeira
linha de C; o mesmo vale para as outras linhas:

1(1, 0, 1) + 6(0, 1,−2) = (1, 0, 1) + (0, 6,−12)

= (1, 6,−11). (linha 1 deA)

2(1, 0, 1) + 0(0, 1,−2) = (2, 0, 2). (linha 2 deA)

5(1, 0, 1) − 1(0, 1,−2) = (5, 0, 5) + (0,−1, 2)

= (5,−1, 7). (linha 3 deA)

A demonstração está portanto terminada. ■

Exemplo 4.47. Seja

A =

2 1 3 1
3 0 3 0
1 −2 −1 0
1 3 4 −1


A pode ser decomposta em

A =

C︷ ︸︸ ︷2 1 1
3 0 0
1 −2 0
1 3 −1


L︷ ︸︸ ︷(

1 0 1 0
0 1 1 0
0 0 0 1

)
.

A matriz C claramente tem tres colunas LI, e gera as mesmas colunas que A (porque suas colunas são
idênticas às únicas tres colunas LI deA).

Amatriz L tem tres linhas LI, e gera asmesmas linhas queA: A primeira linha deC é (2, 1, 1), indicando
que a primeira linha deA é a combinação linear da linhas de L com coeficientes 2, 1 e 1:

(2, 1, 1)

(
1 0 1 0
0 1 1 0
0 0 0 1

)
= (2, 1, 3, 1).

O mesmo vale para as outras linhas deA. ◀

Teorema 4.48. Para toda matriz, o posto de linhas é igual ao posto de colunas.

Demonstração. Seja A uma matrizm × n. Se A = 0, as duas quantidades (de linhas e de colunas L.I.) são
zero.

Suponha que o posto de colunas de A é r. Podemos portanto escolher r colunas LI de A. Tomamos
estas r colunas LI e as pomos lado a lado para formar outra matriz C, e escolhemos uma matris L como
determina o lema 4.46, resultando em uma decomposição

A = CL.

Sabemos que C gera as colunas de A (e portanto o espaço coluna de A); sabemos também que L gera as
linhas deA (e seu espaço-linha).
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Isso significa que o posto de linhas de A não é maior que a quantidade de linhas em L, que é igual a r.
(Não provamos ainda que o posto de linhas é exatamente r, porque não provamos que as r linhas são LI.)
Assim,

posto_linhas(A) ≤ posto_colunas(A)

Se repetirmos o mesmo raciocínio paraAT obteremos

posto_colunas(A) ≤ posto_linhas(A)

e consequentemente,
posto_linhas(A) = posto_colunas(A). ■

O Método4.93, para calcular a decomposição em posto completo, é dado na página 162, depois da Defi-
nição 4.90 (de forma escalonada reduzida).

Exemplo 4.49. A transformação de R4 em R3, exibida no exemplo 4.14, é

T
[
(a, b, c, d)T

]
= (a+ b+ c, 3d,−2a)T .

A matriz que representa T é

MT =

(
1 1 1 0
0 0 0 3

−2 0 0 0

)
.

A imagem da transformação é composta pelos vetores da forma (a + b + c, 3d,−2a)T – e na verdade
qualquer vetor de R3 é desta forma. Assim, o posto da transformação é três. Observamos também que a
matriz de T tem três linhas LI, e também tem três colunas LI.

A decomposição que mencionamos na demonstração do Teorema 4.48 é

MT = LC,

com

L =

(
1 1 0
0 0 3

−2 0 0

)
. C =

(
1 0 0 0
0 1 1 0
0 0 0 1

)
. ◀

Teorema 4.50. Se uma matrizM de ordem n tem posto estritamente menor que n, entãoM é singular.

Demonstração. M representa um operador linear em um espaço V com dimV = n. Se o posto da trans-
fomação for menor que n, a dimensão da imagem deM será menor que n. Pelo Teorema 3.65,M não é
bijetora, e portanto não tem inversa. ■

4.3.1 Mudança de base
Uma vez que a mudança de base é uma transformação linear, como descrito na seção 2.4, ela pode ser
descrita como matriz. Usamos a notação [id]R→S para enfatizar que esta matriz não modifica os vetores,
mudando apenas a base em que são descritos. Esta matriz representa a função identidade (que é uma
transformação linear), mas levando de uma base a outra:

[id]R→S[x]R = [x]S.
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Teorema 4.51. Sejam R e S duas bases para um espaço vetorial V com dimensão n:

R =
(
r1, r2, . . . , rn

)
S =

(
s1, s2, . . . , sn

)
.

A matriz de mudança de base [id]R→S é n× n cujas colunas são os vetores da base R escritos na base S:

[id]R→S =

(
[r1]S [r2]S · · · [rn]S

)
,

de forma que para todo v ∈ V ,
[v]S = [id]R→S[v]R.

Demonstração. Primeiro observamos que se uma matriz como esta existir ela deve levar vetores ri da base
R nos vetores si da base S.

Sabemos que [ri]R = ei. Assim, se aplicarmos a matriz a algum vetor ri ∈ R, obtemos

[id]R→S[ri]R = [id]R→Sei,

que é a í-ésima coluna de [id]R→S – ou seja, [ri]S, como queríamos.
Seja então v ∈ V um vetor qualquer. Sua representação na base R é (a1, a2, . . . , an)T – ou seja,

v = a1r1 + · · ·+ anrn.

Aplicamos [id]R→S em [v]R:

[id]R→S[v]R =

(
[r1]S [r2]S · · · [rn]S

)a1a2
. . .
an


= a1[r1]S + a2[r2]S + · · ·+ an[rn]S
= [v]S. ■

Exemplo 4.52. Considere as seguintes bases para R3:

B =
(
(1, 0, 0)T , (0, 1, 0)T , (0, 0, 1)T

)
C =

(
(1, 0, 0)T , (0, 2, 0)T , (0, 0, 3)T

)
O vetor (2, 4, 12)T de R3 na base canônica tem coordenadas [(2, 4, 12)T ]B. Já na base C o vetor tem coor-
denadas [(2, 2, 4)T ]C:

2(1, 0, 0)T + 2(0, 2, 0)T + 4(0, 0, 3)T = (2, 4, 12)T .

Para obtermos a matriz que muda vetores da base C para a base B, listamos os vetores de C na base B:

[id]C→B =

(
1 0 0
0 2 0
0 0 3

)
.

Verificamos que a matriz realmente transforma o vetor mencionado anteriormente, (2, 2, 4)T na base C,
em (2, 4, 12)T , que é sua representação na base B:(

1 0 0
0 2 0
0 0 3

)(
2
2
4

)
=

(
2
4
12

)
. ◀
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Teorema 4.53. Uma matriz de mudança de base sempre tem inversa. Se [id]B→D é a matriz de mudança da base
B para a baseD, então ([id]B→D)−1 (a inversa da matriz [id]B→D) é a matriz de mudança de base deD para B,
[id]D→B.

Demonstração 1. Matrizes de mudança de base são quadradas, portanto representam transformações entre
espaços de mesma dimensão. Além disso, são construídas com colunas da base do espaço, por isso todas
as colunas são LI, e elas sempre tem posto completo. Pelo Teorema 3.65, representam transformações
bijetoras, e consequentemente tem inversa – por isso ([id]B→C)

−1 sempre existe!
Dado que toda matriz de mudança de base tem inversa, sejam B, C duas bases de um espaço V e v um

vetor v ∈ V . Então

[id]B→C[v]B = [v]C
([id]B→C)

−1[id]B→C[v]B = ([id]B→C)
−1[v]C (porque [id]B→C tem inversa!)

I[v]B = ([id]B→C)
−1[v]C,

e de acordo com a última linha, ([id]B→C)
−1 realiza a mudança de base de C para B. ■

Demonstração 2. Suponhaque exista uma transformação [T ]α→β que transforma a representação de vetores
da base α para a base β. Sabemos que é possível mudar de qualquer base para outra, e portanto deve
necessariamente haver outra transformação [S]β→α que leve da base β para a base α. Seja então [id]B→D

a matriz de mudança da base B para a baseD. Seja [v]B um vetor representado na base B. A representação
de v na baseD é [id]B→D[v]B. A representação de v na base B é

([id]B→D)−1([id]B→D[v]B) = ([id]B→D)−1([id]B→D)[v]B = [v]B,

e portanto ([id]B→D)−1 é a matriz de mudança de base deD para B. ■

Exemplo 4.54. Temos a seguir duas bases de R2:

B =
(
(1, 0)T , (1, 1)T

)
D =

(
(1, 2)T , (2, 3)T

)
Para obter amatriz [id]B→D escrevemos os vetores deBna baseD. Precisamos então determinar os valores
de a, b, x, y tais que

(1, 0)T = a(1, 2)T + b(2, 3)T

(1, 1)T = x(1, 2)T + y(2, 3)T

Resolvemos os sistemas, {
a +2b = 1
2a +3b = 0

{
x +2y = 1
2x +3y = 1

e obtemos
a = −3 x = −1
b = +2 y = +1

A matriz de mudança de base [id]B→D e sua inversa, [id]D→B são, portanto,

[id]B→D =

(
−3 −1
2 1

)
, [id]D→B =

(
−1 −1
2 3

)
.
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Escolhemos um vetor qualquer na base B, [v]B = (−5, 7)T . O vetor de R2 com estas coordenadas é

v = −5(1, 0)T + 7(1, 1)T = (2, 7)T .

para obter suas coordenadas na baseD,

[v]D = [id]B→D[v]B =

(
−3 −1
2 1

)(
−5
7

)
=

(
8

−3

)
Agora verificamos que estas coordenadas, na baseD, nos dão o mesmo vetor:

v = 8(1, 2)T − 3(2, 3)T = (2, 7)T .

Observamos tambémamudança inversanomesmovetor, dadapor [id]D→B: dadas as coordenadas (8,−3)T ,

[v]B = [id]D→B[v]D =

(
−1 −1
2 3

)(
8

−3

)
=

(
−5
7

)
,

as coordeandas do mesmo vetor na base B, que havíamos escolhido inicialmente. ◀

Exemplo 4.55. Considere as seguintes bases para R3:

B =
(
(1, 0, 0)T , (0, 1, 0)T , (0, 0, 1)T

)
D =

(
(2, 3, 0)T , (4, 0, 5)T , (0, 6, 7)T

)

(2, 3, 0) = 2(1, 0, 0)T + 3(0, 1, 0)T + 0(1, 0, 0)T

(4, 0, 5) = 4(1, 0, 0)T + 0(0, 1, 0)T + 5(0, 0, 1)T

(0, 6, 7) = 0(1, 0, 0)T + 6(0, 1, 0)T + 7(0, 0, 1)T

[id]D→B =

(
2 4 0
3 0 6
0 5 7

)
Agora transformamos um vetor qualquer da baseD para a base B:

[id]D→B(8,−1, 2)
T =

(
2 4 0
3 0 6
0 5 7

)(
8

−1
2

)
=

(
12
36
9

)
.

A inversa de P é

[id]B→D = ([id]D→B)
−1 =

 5
24

7
36

−1
6

7
48

− 7
72

1
12

− 5
48

5
72

1
12

 ,
e [id]B→D(12, 36, 9)T = (8,−1, 2)T . ◀

Agora obervamos que, assim como uma matriz de mudança de base sempre tem inversa, toda matriz
invertível representa uma mudança de base.
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Proposição 4.56. SejaM uma matriz não singular de ordem n. Se fixarmos uma base B = (b1, b2, . . . , bn) de
tamanho n, entãoM representa simultaneamente:

i) a mudança de base de B para alguma baseC (M = [id]B→C);

ii) a mudança de base de alguma outra baseA para B (M = [id]A→B),

conforme ilustrado no diagrama a seguir.

[v]A [v]B [v]C
M M

O Exercício 138 pede a demonstração da Proposição 4.56.

Exemplo 4.57. Uma matriz de rotação por θ,

Rθ =

(
cos(θ) − sen(θ)
sen(θ) cos(θ)

)
sempre tem inversa,

(Rθ)
−1 = R−θ =

(
cos(−θ) − sen(−θ)
sen(−θ) cos(−θ)

)
.

A matriz Rθ realiza uma mudança de base. Para sabermos qual é a base para a qual ela leva, calculamos:(
cos(θ) − sen(θ)
sen(θ) cos(θ)

)(
1
0

)
=

(
cos(θ)
sen(θ)

)
,

(
cos(θ) − sen(θ)
sen(θ) cos(θ)

)(
0
1

)
=

(
− sen(θ)
cos(θ)

)
.

Assim, a matriz leva as coordenadas de vetores de R2 na base canônica em coordenadas dos dois vetores
da nova base, ((

cos(θ)
sen(θ)

)
,

(
− sen(θ)
cos(θ)

))
A fórmulamostra um par ordenado comduasmatrizes-coluna, e não umamatriz-linha contendo duasmatrizes.

Seja B = {e1, e2} a base canônica para R2. Escolhemos agora θ = π/4. A matriz Rπ/4 e sua inversa,
R(−π/4) são1

Rπ/4 =
1√
2

(
1 −1
1 1

)
, R(−π/4) =

1√
2

(
1 1

−1 1

)
.

Isto significa que se aplicarmos uma rotação por π/4 nos vetores da base canônica, a nova base será

F =
(
f1 = Rπ/4e1, f2 = Rπ/4e2

)
=

(
f1 =

1√
2

(
1
1

)
, f2 =

1√
2

(
−1
1

))
.

A figura a seguir mostra as bases B e F. Observe que a rotação leva os dois vetores e1 e e2 em outros dois vetores
LI (a mesma rotação em dois vetores não poderia torná-los colineares).

1Lembrete: sen(π/4) = cos(π/4) = cos(−π/4) = 1/
√
2. sen(−π/4) = −1/

√
2. Veja também a nota de rodapé 1 na página 99.
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π/4

π/4

f1f2 e2

e1

1

1

Escrevemos os vetores e1 e e2 na base F:

e1 =

(
1
0

)
=

1√
2

(
1√
2
1√
2

)
−

1√
2

(
− 1√

2
1√
2

)

e2 =

(
0
1

)
=

1√
2

(
1√
2
1√
2

)
+

1√
2

(
− 1√

2
1√
2

)

Assim, temos

[e1]F =
1√
2
(1,−1)T ,

[e2]F =
1√
2
(1, 1)T .

Vemos que a matriz que muda da base canônica B para a base F é, portanto, a matriz de rotação R−π/4:

[id]B→F =
(
[e1]F [e2]F

)
=

1√
2

(
1 1

−1 1

)
= R−π/4.

Como a base foi rotacionada por π/4, as coordenadas dos vetores são rotacionadas por −π/4, para compensar a
mudança na base, de outra forma os vetores também sofreriam a mesma rotação feita na base. Por isso os
vetores em Rn são chamados de contravariantes.

Considere agora o vetor [v]B = (2, 2)T em R2, aqui descrito na base canônica. Na nova base, suas
coordenadas são

1√
2

(
1 1

−1 1

)(
2
2

)
=

(
2
√
2
0

)
.

Vemos que o mesmo vetor que tem as coordenadas (2, 2)T na base canônica tem as coordenadas (2
√
2, 0)

na nova base:

2
√
2

[
1√
2

(
1
1

)]
+ 0

[
1√
2

(
−1
1

)]
=

(
2
2

)
.
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Realmente, usandoos vetores f1 e f2, precisamos apenas de2
√
2 vezes f1 (observe quev temo comprimento

da diagonal de um quadrado de lado 2):

π/4

f1

v

e2

e1

Fica claro então que, fixada uma base B, uma transformação invertível sempre realiza uma mudança de
base, e que para identificar a nova base, basta aplicar a transformação nos vetores de B. ◀

4.3.2 Similaridade
Da mesma forma que a descrição de vetores por coordenadas em Rn depende da escolha de uma base, a
representação de transformações lineares como matrizes depende, também, das bases usadas para repre-
sentar os vetores do domínio e do contradomínio.

Sejam V eW dois espaços vetoriais, tais que

V tem bases α,α ′

W tem bases β,β ′,

e T : V → W uma transformação linear. A matriz que representa T agindo em vetores na base α e
resultando em vetores na base β é [T ]α→β.

Exemplo 4.58. São bases para R2:

A =

(
−1 0
0 −1

)
, B =

(
2 0
0 2

)
Seja T : R2 → R2, com T(x, y) = (−x, 2y), e v = (2, 4)T , w = (1, 1)T . Então,

v = (2, 4)T . Tv = (−2, 8)Tw = (1, 1)T . Tv = (−1, 2)T

Existe [T ]A→B, tal que

[v]A =

(
−2
−4

)
[T ]A→B

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ [Tv]B =

(
−1
4

)
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[v]A =

(
−1
−1

)
[T ]A→B

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ [Tv]B =

(
−1/2

1

)
E realmente,

[T ]A→B =

(
1/2 0

0 −1

)
.

Verificamos: (
1/2 0

0 −1

)(
−2
−4

)
=

(
−1
4

)
(
1/2 0

0 −1

)(
−1
−1

)
=

(
−1/2

1

)
◀

Quaisquer vetores a ∈ V e b ∈ W tem representações [a]α, [a]α ′ , [b]β e [b]β ′ . Deve existir também
uma matriz que realize a mesma transformação da base α ′ para a base β ′. A próxima figura ilustra este
conceito. A matriz P muda da base β para β ′; a matrizQmuda de α para α ′; e as matrizesA e B realizam
a mesma transformação, mas usando bases diferentes.

[b]β
(B)

[T ]α→β
[a]α

[b]β ′
[T ]α ′→β ′

(A)
[a]α ′[b]β ′

[id]α→α ′ = QP = [id]β→β ′

eq
ui
va
le
nt
es

Se conhecemos B = [T ]α→β, podemos determinarA = [T ]α ′→β ′ observando que

[T ]α ′→β ′ [a]α ′ = [T(a)]β ′

= [id]β→β ′ [T(a)]β
= [id]β→β ′ [T ]α→β [a]α
= [id]β→β ′ [T ]α→β [id]α ′→α [a]α ′ ,

ou seja,
[T ]α ′→β ′ = [id]β→β ′︸ ︷︷ ︸

(iii)

[T ]α→β︸ ︷︷ ︸
(ii)

[id]α ′→α︸ ︷︷ ︸
(i)

,

ou
A = P︸︷︷︸

(iii)

B︸︷︷︸
(ii)

Q−1︸︷︷︸
(i)

.

O lado direito da expressão é mais facilmente lido da direita para a esquerda, porque a transformação será
aplicada a um vetor que ficará à direita. Lemos a expressão da seguinte maneira: (i) mude o vetor x da base
α ′ para α; (ii) aplique a transfomração T , e depois (iii) leve da base β para β ′.

Dizemos que as matrizes [T ]α ′→β ′ e [T ]α→β, que representam a mesma transformação em bases dife-
rentes, são equivalentes (como mostra também a figura anterior).
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Definição 4.59 (Matrizes equivalentes). Duas matrizes A e B são equivalentes se e somente se existem
matrizes invertíveis P eQ tais que

A = PBQ−1. ♦

Na definição 4.59, P eQ são matrizes de mudança de base. Estritamente falando, P eQ−1 são invertí-
veis, portanto poderíamos também ter escrito “se existem matrizes invertíveis R e S tais que A = SBR”.
Usamos “Q−1” para deixar claro que uma dasmudanças é de alguma outra base para a base emqueB opera, e
outra mudança é a partir da base em que B opera para alguma outra. A figura a seguir deve deixar isto claro:
partindo de [a]α ′ , primeiro aplicamos Q−1, depois B e em seguida P, para chegarmos a [b]β ′ , e temos
portantoA = PBQ−1.

[b]β
(B)

[T ]α→β
[a]α

[b]β ′
[T ]α ′→β ′

(A)
[a]α ′[b]β ′

[id]α→α ′ = QP = [id]β→β ′

eq
ui
va
le
nt
es

Exemplo 4.60. Seja T : R3 → R2, dada por

T

[(
x
y
z

)]
=

(
x+ y
2z

)
.

Temos as seguintes bases para R3 e R2:

α =
(
(1, 0, 0)T , (0, 1, 0)T , (0, 0, 1)T

)
α ′ =

(
(1, 0, 0)T , (0, 2, 0)T , (0, 0, 3)T

) β =
(
(1, 0)T , (0, 1)T

)
β ′ =

(
(5, 0)T , (0,−2)T

)
Seja

v =

(
2
1

−3

)
.

Claramente, [v]α = (2, 1,−3)T , ou seja, v na base α é ele mesmo. Além disso,

[v]α ′ =

 2
1/2

−1

 ,
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já que 2(1, 0, 0)T + 1/2(0, 2, 0)T − (0, 0, 3)T = (2, 1,−3)T .
Agora calculamos a matriz de mudança de base de α para α ′:

[id]α→α ′ =

(
[α1]α ′ [α2]α ′ [α3]α ′

)

=

1 0 0
0 1/2 0

0 0 1/3

 .
Similarmente, obtemos

[id]α ′→α =

(
1 0 0
0 2 0
0 0 3

)
, [id]β→β ′ =

(
1/5 0

0 −1/2

)
, [id]β ′→β =

(
5 0
0 −2

)
.

A transformação T pode ser representada como matriz, levando vetores na base α na base β:

[T ]α→β =

(
1 1 0
0 0 2

)
.

Calculamos agora a matriz de T para as bases α ′ e β ′:

[T ]α ′→β ′ = [id]β→β ′ [T ]α→β[id]α ′→α

=

(
1/5 0

0 −1/2

)(
1 1 0
0 0 2

)(
1 0 0
0 2 0
0 0 3

)

=

(
1/5 1/5 0

0 0 −1

)(
1 0 0
0 2 0
0 0 3

)

=

(
1/5 2/5 0

0 0 −3

)
.

De fato,

[T ]α ′→β ′ [v]α ′ =

(
1/5 2/5 0

0 0 −3

) 2
1/2

−1

 =

(
3/5

3

)
.

Verificamos que
T [(2, 1,−3)T ] = (3,−6)T ,

e
3/5(5, 0)T + 3(0,−2)T = (3,−6)T . ◀

Se considerarmos um operador linear T : V → V e duas bases α e α ′ para o espaço V , temos

[T ]α ′→α ′ = [id]α→α ′ [T ]α→α [id]α ′→α,

ou
A = SBS−1.

Dizemos que as matrizes [T ]α ′→α ′ e [T ]α→α são similares. Isto é conceitualmente o mesmo que dizer que
as duas matrizes são semelhantes, exceto que temos o domínio igual ao contradomínio (e portanto temos
P = Q na definição 4.59).
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Definição 4.61 (Matrizes similares). Duas matrizesA e B são similares se e somente se existe uma matriz
S tal que

A = SBS−1. ♦

Damos a seguir um exemplo simples, sem a interpretação das matrizes como operadores de mudança
de base, e um outro, mais extenso, onde tratamos dasmatrizes S e S−1 comomatrizes demudança de base.

Exemplo 4.62. Sejam

S =

(
1 4 0
0 0 1
0 −2 0

)
, S−1 =

(
1 0 2
0 0 −1/2

0 1 0

)
, A =

(
7 12 14
0 1 2

−4 −6 −8

)
, B =

(
−1 0 0
2 0 3
0 −4 1

)
.

As matrizesA e B são similares, porqueA = SBS−1. ◀

Exemplo 4.63. A seguir temos duas bases para R2:

C =
(
(1, 0)T , (0, 1)T

)
,

D =
(
(0, 1)T , (2, 2)T

)
.

Definimos uma transformação T : R2 → R2 como

T(x, y)T = (x+ y, 2x− 2y)T .

Para vetores na base canônica C, a matriz de T é

A = [T ]C→C =

(
1 1
2 −2

)
.

[(1, 0)T ]D = (−1, 1/2)T (porque (1, 0) = −1(0, 1)T + 1/2(2, 2)T )
[(0, 1)T ]D = (1, 0)T (porque (0, 1) = 1(0, 1)T + 0(2, 2)T )

As matrizes de mudança são, portanto:

S = [id]C→D =

(
−1 1
1/2 0

)
, S−1 = [id]D→C =

(
0 2
1 2

)
.

A matriz que realiza a transformação na baseD é

B = [T ]D→D = [id]C→D[T ]C→C[id]D→C

= SAS−1,

e portanto as matrizesA = [T ]C→C e B = [T ]D→D são similares. A matriz B é

B = [T ]D→D =

(
−3 −4
1/2 2

)
Para finalizar este exemplo, tomamos as coordenadas um vetor qualquer em R2 na base canônica, v =
(3, 5)T . Calculamos w = T(v) nas duas bases. Temos

[T ]C→C([v]C) =
(
1 1
2 −2

)(
3
5

)
=

(
8

−4

)
= [w]C.



Ve
rs
ão
Pr
el
im
in
ar

Ál
ge
br
a L
in
ea
r

Je
rô
ni
m
o
Pe
lle
gr
in
i

152 CAPÍTULO 4. MATRIZES E TRANSFORMAÇÕES LINEARES

Para aplicar T na baseD, primeiro obtemos as coordenadas [v]D:

[v]D = [id]C→D[v]C =

(
−1 1
1/2 0

)(
3
5

)
=

(
2
3/2

)
.

Agora aplicamos [T ]D→D:

[T ]D→D([v]D) =

(
−3 −4
1/2 2

)(
2

3/2

)
. =

(
−12
4

)
= [w]D.

Agora verificamos que este é de fato o mesmo vetor w na baseD:

−12

(
0
1

)
+ 4

(
2
2

)
=

(
8

−4

)
. ◀

A proposição a seguir segue trivialmente do fato de matrizes similares representarem a mesma trans-
formação.

Proposição 4.64. Matrizes equivalentes (ou similares) tem o mesmo posto.

Teorema 4.65. Similaridade é uma relação e equivalência.

Demonstração. Demonstramos a reflexividade, simetria e transitividade a seguir.
(i, reflexividade)A é similar aA, trivialmente: IAI−1 = A
(ii, simetria) Suponha queA é similar a B. Então

A = SBS−1

AS = SBS−1S

AS = SB

S−1AS = B

(iii, transitividade) Suponha queA é similar a B e B é similar a C:

A = SBS−1

B = RCR−1.

Então

A = SBS−1

= SRCR−1S−1

= (SR)C(SR)−1. ■

Exemplo 4.66. Sejam

A =

(
1 3
2 −1

)
, P =

(
−2 0
0 1/3

)
, P−1 =

(
−1/2 0

0 −3

)
.

Exemplificamos primeiro a simetria. Suponha que B é similar aA, com

B = PAP−1.
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Então

B =

(
−2 0
0 1/3

)(
1 3
2 −1

)(
−1/2 0

0 −3

)
=

(
1 −18

−1/3 −1

)
.

Como temos B = PAP−1, temos tambémA = P−1BP:

P−1BP =

(
−1/2 0

0 −3

)(
1 −18

−1/3 −1

)(
−2 0
0 1/3

)
=

(
1 3
2 −1

)
= A.

Agora ilustramos a transitividade. Suponha que

R =

(
−1 0
0 4

)
, R−1 =

(
−1 0
0 1/4

)
,

e C é similar a B, com C = RBR−1:

C =

(
−1 0
0 4

)(
1 −18

−1/3 −1

)(
−1 0
0 1/4

)
=

(
1 9/2

4/3 −1

)
.

Temos C similar a B e B similar aA. Devemos ter, portanto, C similar aA.

C = RBR−1

= R(PAP−1)R−1

= (RP)A(P−1R−1)

=

(
−1 0
0 4

)(
−2 0
0 1/3

)
A

(
−1/2 0

0 3

)(
−1 0
0 1/4

)
=

(
2 0
0 4/3

)
︸ ︷︷ ︸

RP

A

(
1/2 0

0 3/4

)
︸ ︷︷ ︸

P−1R−1=(RP)−1

.

Claramente, RP e P−1R−1 são inversas, e portanto C é similar aA. ◀

4.4 Espaços de transformações

Uma transformação de um espaço de n dimensões em outro, dem dimensões, sempre será representada
por uma matriz m × n. Já verificamos que dados m e n, o conjunto de todas as matrizes m × n é um
espaço vetorial. Podemos dizer então que o espaçoMm×n é o espaço das transformações de dimensão n
para dimensãom.

Exemplo 4.67. Umamatriz 3× 2 representa uma transformação deR2 emR3. Mas sabemos também que
as matrizes 3 × 2, com as operações de soma de matriz e multiplicação por escalar, é um espaço vetorial
(M3×2). Esse espaço é, portanto, isomorfo ao espaço de todas as transformações lineares deR3 emR2. ◀

Além de espaços de transformações, há grupos de transformações importantes. Os operadores lineares
f : Rn → Rn invertíveis (ou seja, as matrizes n × n invertíveis) formam um grupo com a operação de
composição de transformações (que é omesmoque amultiplicação dematrizes), temosumgrupo, chamado
de grupo linear geral, e denotado porGLn(R).
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Exemplo 4.68. As matrizes(
1 1
1 0

)
,

(
−1 1
1 1

)
,

(√
2 1
1 0

)
,

(
2 −1
π 1

)
pertencem aGL2(R).

Um subgrupo deGL2(R) é o das matrizes
(
a b
c d

)
tais que ad − bc = ±1. Estas matrizes representam

rotações e reflexões em R2. ◀

Exemplo 4.69. É particularmente importante o espaço dual de um espaço vetorial.

Definição 4.70 (Espaço dual). Seja V um espaço vetorial sobre um corpo F. O conjunto de todas as trans-
formações lineares de V em F é o espaço dual de V , denotado por V∗. ♦

Suponha por exemplo que V = R3. Então V∗ é o conjunto das transformações de R3 em R, que
podem ser representadas por vetores-linha com 3 elementos (e portanto tem a mesma dimensão que R3:
dimV∗ = 3).

A matriz (vetor-linha) (2, 0, 3) pertence a (R3)∗, porque representa uma transformação de R3 em R.
◀

4.5 Matrizes elementares

As operações elementares utilizadas na solução de sistemas lineares pelo método de eliminação de Gauss 2

são transformações lineares, e suas matrizes são chamadas de matrizes elementares. Uma matriz elementar
é obtida aplicando uma operação elementar em I .

Definição 4.71. Uma matriz elementar é uma matriz obtida submetendo I a uma das seguintes operações
elementares:

• Multiplicação de uma linha i por uma constante k, denotada EkLi;

• Permutação de duas linhas i e j, representada por Ei,j;

• Soma de um múltiplo de uma linha a outra linha, denotada Ei+(kLj). ♦

Exemplo 4.72. A operação de multiplicação da segunda linha por 5 é uma operação elementar. Seu efeito
na matriz identidade 4× 4 é mostrado a seguir.1 0 0 0

0 5 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


Temos então 1 0 0 0

0 5 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


 1 2 1 −1

2 3 1 4
9 5 −6 7

−1 3 1 2

 =

 1 2 1 −1
10 15 5 20
9 5 −6 7

−1 3 1 2

 . ◀

2O método de eliminação de Gauss é descrito na seção α.1.2 do Apêndice α.
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Exemplo 4.73. Permutar a segunda e terceira linhas é uma operação elementar. O efeito na identidade
3× 3 é mostrado a seguir. (

1 0 0
0 0 1
0 1 0

)
Por exemplo, (

1 0 0
0 0 1
0 1 0

)(
2 −1 2
0 1 1
3 4 5

)
=

(
2 −1 2
3 4 5
0 1 1

)
. ◀

Exemplo 4.74. Somar 4 vezes a primeira linha à terceira é uma operação elementar. O efeito na identidade
3× 3 é mostrado a seguir. (

1 0 0
0 1 0
4 0 1

)
Exemplificando, (

1 0 0
0 1 0
4 0 1

)(
1 2 3
9 1 −1
2 6 12

)
=

(
1 2 3
9 1 −1
6 14 24

)
. ◀

O teorema a seguir esclarece a atuação de matrizes elementares sobre outras matrizes.

Teorema 4.75. Seja A uma matriz quadrada. Então, com relação à multiplicação de matrizes elementares à es-
querda deA:

i) EijA resulta na matrizA com as linhas i e j trocadas;

ii) EkLiA resulta na matrizA com a i-ésima linhamultiplicada por k;

iii) Ei+kLjA resulta na matrizA após a soma de k vezes a j-ésima linha sobre a i-ésima.

Já com relação à multiplicação de matrizes elementares à direita deA, temos:

i) AEij resulta na matrizA com as colunas i e j trocadas;

ii) AEiLk resulta na matrizA com a j-ésima colunamultiplicada por k;

iii) AEi+kLj resulta na matrizA após a soma de k vezes a i-ésima coluna sobre a j-ésima.

No Teorema 4.75, observe que os itens (iii) das duas situações não diferem apenas na atuação de linhas
e colunas, mas nos índices também: Denotarmos a k-ésima linha e a k-ésima coluna por Lk eCk. A mesma
matriz elementar Ei(α,j) soma:

• α vezes a j-ésima linha à i-ésima;

• α vezes a i-ésima coluna à j-ésima.

Note a troca de índices:

Li = Li + αLj

Cj = Cj + αCi
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Exemplo 4.76. Temos a seguir três matrizes elementares de ordem 3:

E2,3 =

(
1 0 0
0 0 1
0 1 0

)
, E3L1 =

(
3 0 0
0 1 0
0 0 1

)
, E2+(5L3) =

(
1 0 0
0 1 5
0 0 1

)
.

Escolhemos também uma matriz quadrada para observar a atuação das matrizes acima:

A =

(
1 −1 0
4 2 2

−5 7 3

)
.

A seguir temos a atuação das matrizes Ek à esquerda deA:

E2,3A =

(
1 −1 0

−5 7 3
4 2 2

)
, E3L1A =

(
3 −3 0
4 2 2

−5 7 3

)
, E2+5L3A =

(
1 −1 0

−21 37 17
−5 7 3

)
.

Agora verificamos a atuação das matrizes Ek à direita deA:

AE2,3 =

(
1 0 −1
4 2 2

−5 3 7

)
, AE3L1 =

(
3 −1 0
12 2 2

−15 7 3

)
, AE2+5L3 =

(
1 −1 −5
4 2 12

−5 7 38

)
. ◀

Definição 4.77 (Matrizes equivalentes por linhas). Duas matrizes A e B são equivalentes por linhas se uma
pode ser obtida da outra por operações elementares em linhas. Ou, equivalentemente, se

A = EkEk−1 · · ·E1B,

onde cada Ek é uma matriz elementar. ♦

Exemplo 4.78. Sejam

A =

(
2 1

−6 9

)
, B =

(
2 1
0 4

)
, C =

(
−2 3
2 1

)
.

A e B são equivalentes por linha, porque

A =

(
2 1

−6 9

)
L2÷3−−−→ (

2 1
−2 3

)
L2+L1−−−−→ (

2 1
0 4

)
= B

A e C também são equivalentes por linhas, porque

A =

(
2 1

−6 9

)
L2÷3−−−→ (

2 1
−2 3

)
L1↔L2−−−−−→ (

−2 3
2 1

)
= C ◀

Teorema 4.79. Equivalência por linhas é uma relação de equivalência.

Demonstração. Precisamos mostrar reflexividade, simetria e transitividade.
(i) (Reflexividade) Trivial (A é equivalente aA – a sequência vazia de operações elementares transforma

A emA).
(ii) (Simetria) SeA é equivalente por linhas aB, há uma sequência de matrizes elementares E1, E2, . . .,

Ek tal que B = E1E2 . . . EkA. Como toda matriz elementar tem inversa, temosA = E−1
k E−1

k−1 . . . E
−1
1 B.
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(iii) (Transitividade) SeA é equivalente por linhas a B e B é equivalente por linhas a C, então

A = EkEk−1 . . . E1B

B = E ′
mE

′
m−1 . . . E

′
1C.

Mas então

A = (EkEk−1 . . . E1)B

= (EkEk−1 . . . E1)(E
′
mE

′
m−1 . . . E

′
1)C ■

Cálculo da inversa

Podemos calcular a inversa de uma matriz usando operações elementares.

Teorema 4.80. Se uma sequência de operações elementares levaA até I , então a mesma sequência leva I emA−1.

Demonstração. Do enunciado, temos
Ek · · ·E2E1A = I,

onde cada Ei é uma matriz elementar. Só precisamos observar que a matriz (E1E2 · · ·Ek), multiplicada
porA, é igual à identidade: (

Ek · · ·E2E1 I
)
A = I(

Ek · · ·E2E1︸ ︷︷ ︸
A−1

)
A = I. ■

Isto nos dá um método para calcular a inversa de qualquer matriz quadrada.

Método 4.81. Escreva a matriz lado a lado com a identidade.
a11 a12 . . . a1n
a21 a22 a2n
...

. . .
...

am1 am2 . . . amn



1 0 . . . 0

0 1
...

...
. . .

...
0 . . . . . . 1

 .
Realize operações elementares namatriz do lado esquerdo até transformá-la na identidade. Cada operação
que realizar no lado esquerdo, realize também na matriz do lado direito.

a11 a12 . . . a1n
a21 a22 a2n
...

. . .
...

am1 am2 . . . amn



1 0 . . . 0

0 1
...

...
. . .

...
0 . . . . . . 1


↓
E1
E2
...
Ek↓

1 0 . . . 0

0 1
...

...
. . .

...
0 . . . . . . 1



b11 b12 . . . b1n
b21 b22 b2n
...

. . .
...

bm1 bm2 . . . bmn


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Ao terminar, a matriz à direita será B = A−1.  

Exemplo 4.82. Inverteremos a matriz

A =

(
2 −1 4
0 1 0
0 −5 6

)
.

Começamos escrevendo I ao lado deA:(
2 −1 4
0 1 0
0 −5 6

)(
1 0 0
0 1 0
0 0 1

)

Somamos 5 vezes L2 em L3, depois dividimos L3 por 6:(
2 −1 4
0 1 0
0 0 1

)(
1 0 0
0 1 0
0 5/6 1/6

)

Somamos L2 a L1: (
2 0 4
0 1 0
0 0 1

)(
1 1 0
0 1 0
0 5/6 1/6

)
Somamos−4L3 a L1: (

2 0 0
0 1 0
0 0 1

)1 −7/3 −2/3

0 1 0
0 5/6 1/6


Finalmente, dividimos L1 por 2: (

1 0 0
0 1 0
0 0 1

)1/2 −7/6 −1/3

0 1 0
0 5/6 1/6


A matriz à direita é a inversa deA:(

2 −1 4
0 1 0
0 −5 6

)1/2 −7/6 −1/3

0 1 0
0 5/6 1/6

 =

(
1 0 0
0 1 0
0 0 1

)
◀

4.6 Sistemas de equações lineares

Podemos representar um sistema de equações lineares em forma matricial. O sistema a seguir tem m
equações e n variáveis.

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2
...

...

am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = bm
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Este sistema é descrito por uma matriz A, onde cada entrada aij é o coeficiente da j-ésima variável na
i-ésima linha; um vetor coluna x, com cada uma das variáveis, e um vetor coluna b com os valores do lado
direito das equações:

Ax = b.

E desta forma resolver o sistema é o mesmo que encontrar o vetor x que satisfaça esta equação.

Exemplo 4.83. O sistema x1 −2x2 +3x3 = 4
5x2 −x3 +3x4 = 2

x1 +x2 +x3 +x4 = 10

é descrito como (
1 −2 3 0
0 5 −1 3
1 1 1 1

)x1x2
x3
x4

 =

(
4
2
10

)
. ◀

É claramente possível também representar sistemas de inequações comoAx ≤ b ouAx ≥ b.

Definição 4.84 (Sistema linear homogêneo). Um sistema de equações lineares é homogêneo se é da forma
Ax = 0 (ou seja, se os termos independentes de todas as equações são iguais a zero). ♦

Exemplo 4.85. O sistema a seguir é homogêneo.(
3 4
1 −1

)(
x1
x2

)
=

(
0
0

)
◀

Todo sistema linear homogêneo admite pelo menos uma solução, com todas as variáveis iguais a zero.
Esta solução é chamada de solução trivial para o sistema. O sistema dado como exemplo admite a solução
trivial x1 = x2 = 0. É importante ressaltar que isto significa que um sistema homogêneo sempre é possível
(ou “compatível”), mas ele pode ter infinitas soluções (quando é indeterminado) ou somente uma (quando
é determinado).

O Teorema 4.86 reafirma o que dissemos no exemplo 1.59, no Capítulo 1. Damos aqui uma demonstração
diferente, usando notação matricial.

Teorema 4.86. O conjunto de soluções para qualquer sistema homogêneo de equações lineares é um espaço vetorial.

Demonstração. As soluções são claramente um subconjunto de Rn (ou Kn para algum corpo K), portanto
somente precisamos provar que é subespaço de Rn.

i) O vetor zero pertence ao conjunto, porque 0 é solução.

ii) A multiplicação de uma solução por escalar resulta em outra solução:

Ax = c · 0
c(Ax) = c · 0
A(cx) = 0

E portanto cx é solução.
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iii) A soma de duas soluções também resulta em outra.

Ax = Ay = 0
Ax+Ay = 0
A(x+ y) = 0

E portanto x+ y é solução. ■

Antes de enunciar o próximo Teorema, relembramos a classificação de sistemas lineares3, que um sis-
tema pode ser impossível, possível e indeterminado (com infinitas soluções) ou possível e determinado (com
somente uma solução.

Teorema 4.87. Um sistema linearAx = b é determinado se e somente seA tem inversa.

Demonstração. Temos

Ax = b
A−1Ax = A−1b

x = A−1b.

(⇒) Como a inversa é única, sua existência garante que existe uma única solução para o sistema.
(⇐) A existência de uma solução única também nos permite determinarA−1. Se o sistema não tem solu-
ção, a inversa não pode existir. Se o sistema é indeterminado, há mais de um x que o satisfaz, e portanto
A não pode ter uma única inversa. Não podendo haver uma única inversa, concluímos que a inversa não
existe. ■

Exemplo 4.88. O sistema x1 −x3 = 3
x1 +3x2 −x3 = −6
x1 −2x3 = −1

pode ser reescrito na forma matricial como(
1 0 −1
1 3 −1
1 0 −2

)x1x2
x3

 =

(
3

−6
−1

)
.

A inversa da matriz de coeficientesA é

A−1 =

 2 0 −1
−1/3 1/3 0

1 0 −1

 ,
e a solução para o sistema é

x = A−1b

=

 2 0 −1
−1/3 1/3 0

1 0 −1

( 3
−6
−1

)
3Esta classificação é dada na Definição α.4, no Apêndice α.



Ve
rs
ão
Pr
el
im
in
ar

Ál
ge
br
a L
in
ea
r

Je
rô
ni
m
o
Pe
lle
gr
in
i

4.6. SISTEMAS DE EQUAÇÕES LINEARES 161

=

(
7

−3
4

)
◀

Exemplo 4.89. Mudando um único coeficiente no sistema linear do exemplo 4.88, obtemosx1 −x3 = 3
x1 +3x2 −x3 = −6
x1 −x3 = −1

que podemos descrever na forma matricial como(
1 0 −1
1 3 −1
1 0 −1

)x1x2
x3

 =

(
3

−6
−1

)
.

A matriz de coeficientes não tem inversa, e o sistema não tem solução única (na verdade não tem solução
nenhuma).

Mesmo que troquemos o vetor b para qualquer outro vetor não-nulo, continuaremos sem solução única. Observe
que se mudarmos b para

b =

(
3

−6
3

)
,

a primeira e a terceira linhas do sistema passam a ser iguais: Ax = b seria o mesmo que(
1 0 −1
1 3 −1
1 0 −1

)x1x2
x3

 =

(
3

−6
3

)
,

e teríamos então infinitas soluções da forma

x1 = x3 + 3, x2 = −3,

mas não teríamos uma única solução. ◀

Uma matriz está na forma escalonada se representa um sistema linear escalonado.

Definição 4.90 (Matriz escalonada por linhas e por colunas). Seja A uma matriz. Se as condições (i) e (ii)
abaixo valem para todas as linhas adjacentes i e j (com i + 1 = j), então dizemos que A está na forma
escalonada por linhas.

i) Se j não é nula, i também não é;

ii) A quantidade de zeros à esquerda do primeiro elemento não-nulo em i é estritamente menor que a
quantidade de zeros à esquerda do primeiro elemento não-nulo em j.

O pivô de uma linha é o primeiro (mais à esquerda) elemento não-nulo.
Se todo pivô da matriz for igual a um e as colunas dos pivôs não tiverem outras entradas não-nulas, a

matriz está na forma escalonada reduzida por linhas.
Uma matriz está na forma escalonada (reduzida) por colunas se sua transposta está na forma escalonada

(reduzida) por linhas. ♦
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Exemplo 4.91. Todas as matrizes mostradas a seguir estão na forma escalonada.

A =

(
3 6 9
0 2 4
0 0 1

)
B =

(
1 −1 2
0 0 4
0 0 0

)
C =

13 11 7
0 5 3
0 0 2
0 0 0

 D =

(
0 3 5 7
0 0 0 9

)
◀

Exemplo 4.92. Todas as matrizes mostradas as seguir estão na forma escalonada reduzida por linhas.

A =

(
1 5 0
0 0 1
0 0 0

)
B =

(
1 0 2
0 1 3
0 0 0

)
C =

(
1 0 0 0
0 1 0 8
0 0 1 9

)
◀

Observe que se A é a matriz aumentada de um sistema linear, a forma escalonada reduzida por linhas
identifica claramente a solução. Por exemplo, na matriz B do Exemplo 4.92, temos x1 = 2, x2 = 3, e a
linha adicional não faz diferença. Já na matriz C, temos x1 = 0, x2 = 8 e x3 = 9.

A forma escalonada reduzida também pode ser usada para calcular a decomposição de uma matriz em
posto completo (cuja existência demonstramos no Teorema 4.48).

Método 4.93. Para obter a decomposição em posto completo de uma matrizA,

1 PonhaA na forma escalonada reduzidaAr;

2 B é obtida removendo deA as colunas que não são pivô emAr;

3 C é igual aAr, depois de removidas as linhas que contém somente zeros.

 

Exemplo 4.94. Seja

A =

(
1 1 1
0 1 1
0 2 2

)
Primeiro obtemos a forma escalonada reduzida deA,

Ar =

(
1 0 0
0 1 1
0 0 0

)

Aogra, B é igual aA, mas com a coluna 3 removida, porque esta coluna não é pivô emAr.

B =

(
1 1
0 1
0 2

)

C é igual aAr, removendo a última linha (que somente contém zeros).

C =

(
1 0 0
0 1 1

)
Finalmente, verificamos que

BC =

(
1 1
0 1
0 2

)(
1 0 0
0 1 1

)
= A. ◀
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Claramente, a forma escalonada por colunas é obtida usando as mesmas operações que resultam na
forma escalonada por linhas, exceto que as operações são realizadas na transposta (ou seja, são realizadas
nas colunas e não nas linhas).

Exemplo 4.95. Todas as matrizes mostradas as seguir estão na forma escalonada por colunas.

A =

(
2 0 0
3 4 0
0 9 1

)
B =

(
−5 0 0
0 4 0
2 0 0

)
C =

 2 0 0 0
1 0 0 0
0 6 0 0

−4 5 9 0

 ◀

Exemplo 4.96. Todas as matrizes mostradas as seguir estão na forma escalonada reduzida por colunas.

A =

(
1 0 0
0 1 0
0 2 0

)
B =

(
1 0 0
2 0 0
0 1 0

)
C =

1 0 0
0 1 0
0 0 1
2 3 9

 ◀

4.6.1 Eliminação de Gauss
Nesta seção revemos o método da eliminação de Gauss para resolução de sistemas de equações lineares
usando matrizes elementares.

Definição 4.97 (Matriz aumentada). Seja Ax = b um sistema de equações lineares comm equações e n
variáveis. Então a matriz aumentada deste sistema é a matrizm× n + 1 que tem as colunas deA seguidas
da única coluna de b, (

A b

)
. ♦

Exemplo 4.98. O sistema linear 
2x1 + 3x2 − x3 = 2

3x1 − x2 = 1

−x1 − x2 + 8x3 = 4

é descrito em forma matricial como(
2 3 −1
3 −1 0

−1 −1 8

)x1x2
x3

 =

(
2
1
4

)
.

A matriz aumentada do sistema é (
2 3 −1 2
3 −1 0 1

−1 −1 8 4

)
◀

A solução de sistemas triangulares (na forma escalonada) pode ser feita na forma matricial da mesma
maneira que quando é usada a representação sem matrizes. O processo de eliminação de Gauss consiste
na aplicação sucessiva de operações elementares sobre o sistema linear. Quando representamos o sistema
como matriz aumentada, cada aplicação de operação elementar é uma multiplicação. O processo de elimi-
nação de Gauss consiste em multiplicar sucessivamente a matriz aumentada por matrizes elementares.
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Lembramos aqui que normalmente não realizamos operações elementares sem ordem definida. Em
cada fase do algoritmo, transformamos em zero a parte inferior de uma das colunas damatriz, processando
as colunas da esquerda para a direita. A seguir temos um exemplo para um sistema com 3 variáveis e 4
equações (que resulta em uma matriz quadrada de ordem 4). Os pivôs estão marcados com fundo cinza.
Para simplificar a exposição, não ilustramos trocas de linhas.

FASE 1︷ ︸︸ ︷a11 a12 a13 a14
a21 a22 a23 a24
a31 a32 a33 a34
a41 a42 a43 a44

→
a11 a12 a13 a14
a21 a22 a23 a24
a31 a32 a33 a34
0 a42 a43 a44

→
a11 a12 a13 a14
a21 a22 a23 a24
0 a32 a33 a34
0 a42 a43 a44

→
a11 a12 a13 a14
0 a22 a23 a24
0 a32 a33 a34
0 a42 a43 a44



→
FASE 2︷ ︸︸ ︷a11 a12 a13 a14

0 a22 a23 a24
0 a32 a33 a34
0 0 a43 a44

→
a11 a12 a13 a14
0 a22 a23 a24
0 0 a33 a34
0 0 a43 a44

→
FASE 3︷ ︸︸ ︷a11 a12 a13 a14

0 a22 a23 a24
0 0 a33 a34
0 0 0 a44


Exemplo 4.99. Considere o sistema a seguir.

2x1 − x2 + 4x3 = 9

x1 − x2 = 4

−x1 + 4x2 − x3 = 1

Este sistema pode ser representado por (
2 −1 4 9
1 −1 0 4

−1 4 −1 1

)
.

Aplicamos operações elementares até chegar a uma matriz triangular superior:(
2 −1 4 9
1 −1 0 4

−1 4 −1 1

)
E3+1/2L1−−−−−−→

2 −1 4 9
1 −1 0 4
0 7/2 1 11/2

 E2−1/2L1−−−−−−→
2 −1 4 9
0 −1/2 −2 −1/2

0 7/2 1 11/2

 E3+7L2−−−−−→
2 −1 4 9
0 −1/2 −2 −1/2

0 0 −13 2

 E1/2L1,E−2L2,E−1/13L3−−−−−−−−−−−−−−−−→
1 −1/2 2 9/2

0 1 4 1
0 0 1 −2/13


E substituindo as variáveis obtemos o resultado

x1 = 73/13,

x2 = 21/13,

x3 = −2/13.

Cada uma das operações é uma multiplicação por matriz elementar. Por exemplo, a primeira operação é(
1 0 0
0 1 0
1/2 0 1

)(
2 −1 4 9
1 −1 0 4

−1 4 −1 1

)
=

2 −1 4 9
1 −1 0 4
0 7/2 1 11/2

 .
O Exercício 130 pede as outras matrizes usadas. ◀
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4.6.2 Decomposição LU
Definição 4.100 (Decomposição LU). SejaA umamatriz quadrada. Se existem L eU tais queU é triangular
superior, L é triangular inferior, eA = LU, então LU é a decomposição LU deA.

Se a diagonal de L só contém uns, esta é a decomposição de Doolitle. Se a diagonal deU só contém uns, é
a decomposição de Crout ♦

Exemplo 4.101. Seja

A =

(
2 3
1 5

)
Temos

A =

(
1 0

1/2 1

)(
2 3
0 7/2

)
. ◀

Teorema 4.102. SejaA uma matriz quadrada tal que

EkEk−1 . . . E1A = U,

onde as matrizes Ei são elementares que não realizam trocas de linhas, eU é diagonal superior (ou seja, A pode ser
escalonada sem trocas de linhas). EntãoA admite fatoração LU.

Demonstração. Suponha que A necessite de k passos para ser escalonada. Realizamos o escalonamento de
A, mas descrevendo-a inicialmente como

A = IA.

Observe que a matriz identidade, I , é triangular inferior. Aplicaremos operações elementares em A até
transformá-la em U, escalonada, e consequentemente triangular superior. A aplicação destas operações
modificará a matriz identidade, à esquerda, mas ela será mantida triangular inferior durante todo o pro-
cesso.

A = IA
= X(1)A(1) (E1A = A(1))
= X(2)A(2) (E2E1A = A(2))
...

= X(k)A(k)

= X(k)U.

Se realizarmos operações elementares somente emA(i), para que amultiplicaçãoX(i)A(i) continue sendo
igual aA, teremos que multiplicarX(i) pela matriz elementar inversa – e multiplicaremos à direita deX(i):(

X(i)E−1
)(
EA(i)

)
= X(i)

(
E−1E︸ ︷︷ ︸
=I

)
A(i)

= X(i)IA(i) = A.

Olhamos para o efeito das duas operações elementares. Suponha que pivô atual é o da j-ésima coluna Yjj,
e que pretendemos modificar a i-ésima linha, com i > j (ou seja, uma linha abaixo do pivô).
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• E realizará uma modificação na linha i, mas somente os elementos depois (abaixo) da posição j serão
modificados (os anteriores eram zero).

• E−1 realizará uma modificação na coluna i, mas somente os elementos antes (à esquerda) da posição
j serão modificados (os da direita eram zero).

Assim, a aplicação das duas operações não desfaz a parte escalonada por linhas de X(i), e nem a parte
escalonada por colunas deA(i). O resultado será

A = LU,

onde L = X(k), triangular inferior,eU = A(k), triangular superior. ■

Ademonstração do teorema 4.102 nos dá ummétodo para encontrar a decomposição LU de umamatriz.

Método 4.103 (Decomposição LU). DescrevaA como IA.

A =

1 0 · · · 0
0 1 0
...

. . . 0
0 · · · 1



a11 a12 · · · a1n
a21 a22 a2n
...

. . . · · ·
an1 · · · ann


Use ométodo da eliminação de Gauss transformar amatriz da direita em triangular superior, escalonando-
a, mas sempre que aplicar a operação elementar nas linhas da matriz à direita, aplique sua inversa nas
colunas da matriz à esquerda. Quando a matriz à direita estiver escalonada, a da esquerda será triangular
inferior.  

Exemplo 4.104. Obteremos a decomposição LU da matriz(
2 3 −1
2 1 5
4 0 7

)
.

Durante o processo, mostraremos tanto L como U. Denotamos por Ui a i-ésima linha de U. Começamos
comA = IA.

A =

(
1 0 0
0 1 0
0 0 1

)(
2 3 −1
2 1 5
4 0 7

)
U2←U2−U1−−−−−−−−→=

L︷ ︸︸ ︷(
1 0 0
1 1 0
0 0 1

) U︷ ︸︸ ︷(
2 3 −1
0 −2 6
4 0 7

)

U3←U3−2U1−−−−−−−−−→ =

(
1 0 0
1 1 0
2 0 1

)(
2 3 −1
0 −2 6
0 −6 9

)
U3←U3−3U2−−−−−−−−−→=

(
1 0 0
1 1 0
2 3 1

)(
2 3 −1
0 −2 6
0 0 −9

)
◀

Se uma matriz A precisa de permutação de linhas para ser escalonada, não admite decomposição LU.
Podemos, no entanto, decompô-la de forma parecida com a decomposição LU.

Teorema 4.105. Todamatriz quadradaA pode ser decomposta emA = PLU, ondeP é umamatriz de permutação;
L é triangular inferior; eU é triangular superior.
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Demonstração. Se aplicarmos o método de decomposição LU que descrevemos, mas permitirmos trocas de
linhas, também trocaremos as colunas da matriz da esquerda, e por isso ela pode não terminar o processo
como triangular inferior.

No entanto, estas trocas podem ser representadas por uma matriz de de permutação P. Ao invés de
manter duas matrizes, iniciando com Ia, mantemos três matrizes, começando com IIA:

A = IIA
= P(1)X(1)A(1) (E1A = A(1))
= P(2)X(2)A(2) (E2E1A = A(2))
...

= P(k)X(k)A(k)

= P(k)X(k)U.

Quando uma operação de troca de linha for aplicada emA(i), as colunas de X(i) ficarão na ordem errada.
Aplicamos uma troca de linhas em X(i) e sua inversa nas colunas de P(i):

P(i)E−1EX(i).

Desta forma mantemos X como triangular inferior. Durante todo o processo P será matriz de permutação,
e ao final teremos

A = PLU. ■

Exemplo 4.106. Considere a matriz  0 4 1 4
1 2 1 1/2

12 24 6 1
2 −8 5 7/6


Esta matriz não pode ser escalonada sem troca de linhas. O processo para deixá-la na forma triangular de-
verá necessariamente trocar as duas primeiras linhas de ordem, já que não é possível dividir pelo elemento
a11 = 0.

Começamos comA = IIA.

A =

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


 0 4 1 4
1 2 1 1/12

12 24 6 1
2 −8 5 7/6



=

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


C1↔C3︷ ︸︸ ︷0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1


L1↔L3︷ ︸︸ ︷12 24 6 1

1 2 1 1/12

0 4 1 4
2 −8 5 7/6



=

C1↔c3︷ ︸︸ ︷0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1


L1↔L3︷ ︸︸ ︷1 0 0 0

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


12 24 6 1
1 2 1 1/12

0 4 1 4
2 −8 5 7/6


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=

0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1


C1=C1+C2/12
C1=C1+C4/6︷ ︸︸ ︷ 1 0 0 0
1/12 1 0 0

0 0 1 0
1/6 0 0 1


L2=L2−L1/12
L4=L4−L1/6︷ ︸︸ ︷12 24 6 1
0 0 1/2 0

0 4 1 4
0 −12 4 1



=

0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1


C2↔C3︷ ︸︸ ︷ 1 0 0 0

1/12 0 1 0

0 1 0 0
1/6 0 0 1


L2↔L3︷ ︸︸ ︷12 24 6 1

0 4 1 4
0 0 1/2 0

0 −12 4 1



=

C2↔C3︷ ︸︸ ︷0 1 0 0
0 0 1 0
1 0 0 0
0 0 0 1


L2↔L3︷ ︸︸ ︷ 1 0 0 0
0 1 0 0

1/12 0 1 0

1/6 0 0 1


12 24 6 1
0 4 1 4
0 0 1/2 0

0 −12 4 1



=

0 1 0 0
0 0 1 0
1 0 0 0
0 0 0 1


C2=CL2−3C4︷ ︸︸ ︷ 1 0 0 0
0 1 0 0

1/12 0 1 0

1/6 −3 0 1


L4=L4+3L2︷ ︸︸ ︷12 24 6 1
0 4 1 4
0 0 1/2 0

0 0 7 13



=

0 1 0 0
0 0 1 0
1 0 0 0
0 0 0 1


C3=C3+14C4︷ ︸︸ ︷ 1 0 0 0
0 1 0 0

1/12 0 1 0

1/6 −3 14 1


L4=L4−14L3︷ ︸︸ ︷12 24 6 1
0 4 1 4
0 0 1/2 0

0 0 0 13

 .
Temos finalmente A = PLU, onde P é matriz de permutação, L é triangular inferior e U é triangular
superior. ◀

Teorema 4.107. Se uma matriz admite decomposição LU, também pode ser decomposta em LDU, onde L é trian-
gular estritamente inferior,U é triangular estritamente superior, eD é uma matriz diagonal.

Resolução de múltiplos sistemas lineares via decomposição LU

Passamos agora ao uso da decomposição LU na solução de sistemas lineares.

Método 4.108 (Resolução de sistemas lineares por decomposição LU). Suponha que queiramos resolver o
sistemaAx = b. SeA tem fatoração LU, podemos usar o método a seguir.

• DecomponhaA em LU. Agora temos LUx = b

• Seja y = Ux. Resolvemos Ly = b

• Como L é triangular, o sistema é resolvido facilmente e obtemos y.

• Finalmente resolvemosUx = y, que também é fácil porqueU é triangular, e obtemos x.  
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Suponha que queiramos resolver diversos sistemas com amesmamatrizA, mas com diferentes vetores
constantes b1, b2, etc. Podemos calcular a fatoração LU de A (que é a parte mais demorada do processo)
e posteriormente resolver LUx = bi facilmente. Por esse motivo o método LU é normalmente preferível
à eliminação de Gauss.

Exemplo 4.109. Suponha que queiramos resolver os sistemas

(i) Ax = b,
(ii) Ax ′ = c,
(iii) Ax ′′ = d,

onde

A =

(
1 2 −1
2 6 −3

−2 2 4

)
, b =

(
1
1
10

)
, c =

(
0
0
15

)
, d =

(
4
2

−20

)
.

Primeiro calculamos a decomposição LU deA:

A =

(
1 0 0
2 1 0

−2 3 1

)(
1 2 −1
0 2 −1
0 0 5

)
.

Esta decomposição, que requermuito trabalho, é feita uma única vez. Agora resolvemos os tres sistemas por
simples substituição.

(i) Resolvemos Ax = b, ou LUx = b. Seja w = Ux. Resolvemos Lw = b facilmente, porque L é
triangular: (

1 0 0
2 1 0

−2 3 1

)w1

w2

w3

 =

(
1
1
10

)
Temos

w1 = 1, w2 = −1, w3 = 15.

Agora resolvemosUx = w, também facilmente, porqueU é triangular:(
1 2 −1
0 2 −1
0 0 5

)x1x2
x3

 =

(
1

−1
15

)

Obtemos
x1 = 2, x2 = 1, x3 = 3.

(ii) resolvemos Ax ′ = c, ou LUx ′ = c. Seja y = Ux ′. Resolvemos Ly = c facilmente, porque L é
triangular: (

1 0 0
2 1 0

−2 3 1

)y1y2
y3

 =

(
0
0
15

)

Temos evidentemente
y1 = 0, y2 = 0, y3 = 15.
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Agora resolvemosUx ′ = y, também facilmente, porqueU é triangular:(
1 2 −1
0 2 −1
0 0 5

)x ′1x ′2
x ′3

 =

(
0
0
15

)

Obtemos
x ′1 = 0, x ′2 = 3/2, x ′3 = 3.

(iii) Novamente, resolvemos Ax ′′ = c, ou LUx ′′ = c. Seja z = Ux ′′. Resolvemos Lz = c facilmente,
porque L é triangular: (

1 0 0
2 1 0

−2 3 1

)z1z2
z3

 =

(
4
2

−20

)
Temos

z1 = 4, z2 = −6, z3 = 6.

Agora resolvemosUx ′′ = z, também facilmente, porqueU é triangular:(
1 2 −1
0 2 −1
0 0 5

)x ′′1x ′′2
x ′′3

 =

(
4

−6
6

)

Obtemos
x ′′1 = 10, x ′′2 = −12/5, x ′′3 = 6/5. ◀

Como já vimos, a matrizA pode não admitir decomposição LU. Neste caso calculamos a decomposição
PLU deA e usamos o método abaixo.

Método 4.110 (Resolução de sistemas lineares por decomposição PLU). Suponha que queiramos resolver
o sistemaAx = b. SeA não tem fatoração LU, podemos usar o método a seguir.

• DecomponhaA em PA = LU. Agora temos PLU = Pb.

• Permute os elementos de b – ou seja, calcule d = Pb

• Seja y = Ux. Resolvemos Ly = d

• Como L é triangular, o sistema é resolvido facilmente e obtemos y.

• Finalmente resolvemosUx = y, que também é fácil porqueU é triangular, e obtemos x.  

4.6.3 Estabilidade numérica
A resolução de sistemas lineares envolve repetidos passos de computação numérica, e isso normalmente
resulta em erros de arredondamento que tornam-se maiores no decorrer do processo. Dizemos que estes
algoritmos tem um problema de estabilidade numérica. Uma maneira de mitigar este problema é tentar
evitar divisões por números muito pequenos, através de permutação de linhas ou multiplicando linhas
com coeficientes pequenos por constantes grandes. Mais detalhes sobre métodos para computar soluções
para sistemas lineates podem ser obtidos na literatura de Cálculo Numérico – por exemplo, no livro de
Neide Franco [Fra07].
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⋆ 4.7 Matrizes complexas

Podemos tambémrepresentar transformações lineares emespaços vetoriais sobre corpos complexos, sendo
portanto útil conhecer um pouco da álgebra das matrizes complexas.

Exemplo 4.111. A matriz

T =

(
−i 3
1 2

)
representa uma transformação linear.

Se o domínio for R2, temos T : R2 → C2.
Se o domínio for C2, temos T : C2 → C2.
Se o domínio for a retaX composta pelos pontos (3x, ix), com x ∈ R, mesmo tendo domínio complexo,

a transformação é
T(x, 3x)T = (−i(3x) + 3(ix), 3x+ 2x)T = (0, 3x+ 2x)T ,

e a imagem de T está contida emR2, logo poderíamos definirR2 como contradomínio, e teríamos T : X→
R2. ◀

Definição 4.112. SeA é umamatriz complexa,A é amatriz dos conjugados deA, que contém os conjugados
complexos dos elementos deA. ♦

Exemplo 4.113. Sejam

A =

(
1 2
0 2+ 3i

)
, B,=

(
i 0

−i 1

)
C =

(
2+ i 2− i
i
√
2 1+

√
3

)
.

Então

A =

(
1 2
0 2− 3i

)
, B,=

(
−i 0
i 1

)
C =

(
2− i 2+ i
−i

√
2 1+

√
3

)
. ◀

Definição 4.114 (Conjugado transposto). O conjugado transposto, ou a matriz adjunta de uma matriz A é a
transposta da matriz com os conjugados dos elementos deA:

AH = A
T
,

Também é usada a notaçãoA∗. ♦

Observe que seA somente tem elementos reais, entãoAH = AT .

Exemplo 4.115. Seja

A =

(
2− 3i 5 i

−i 0 1
0 1+ 2i 1− i

)
Então

AH =

(
2+ 3i i 0

5 0 1− 2i
−i 1 1+ i

)
◀

Teorema 4.116. SejamA e Bmatrizes complexasm× n, e z um número complexo. Então



Ve
rs
ão
Pr
el
im
in
ar

Ál
ge
br
a L
in
ea
r

Je
rô
ni
m
o
Pe
lle
gr
in
i

172 CAPÍTULO 4. MATRIZES E TRANSFORMAÇÕES LINEARES

i) (AH)H = A

ii) (zA)H = z(AH)

iii) (A+ B)H = AH + BH

iv) (AB)H = BHAH

v) SeA tem inversa, (A−1)H = (AH)−1

4.8 Aplicações

4.8.1 Cálculo de uma única coluna da inversa [ decomposição LU ]
Se quisermos calcular somente uma coluna da inversa de uma matriz A, podemos obter sua fatoração LU
e usar a matrizU para obter a coluna desejada. Para isto basta usar substituição:

Ux = ei

nos dará a i-ésima coluna da inversa.
Por exemplo,

A =

(
1 2 3
0 4 5
1 0 0

)

A =

(
1 0 0
0 1 0
1 −1/2 1

)(
1 2 3
0 4 5
0 0 −1/2

)
Usamos somente a matrizU para computar, por exemplo, a terceira coluna deA−1. Resolvemos(

1 2 3
0 4 5
0 0 −1/2

)x1x2
x3

 =

(
0
0
1

)

e obtemos

x1 = 1

x2 = 5/2

x3 = −2

ou seja, a terceira coluna da inversa deA deve ser 1
5/2

−2

 .
De fato, a inversa deA é  0 0 1

−5/2 3/2 5/2

2 −1 −2


Este método requer menos esforço do que computar a inversa completamente.
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4.8.2 Otimização linear [ base; espaço-coluna; dimensão; fatoração LU ]
Nesta seção introduzimos conceitos de otimização linear a partir de um exemplo.

Uma indústria fabrica tintas de dois tipos, A e B. Queremos saber quanto de cada tinta pode ser fabricado
a fim de maximizar o lucro da empresa, levando em consideração as seguintes restrições:

i) Cada lote do tipo A tem, para a empresa, um custo de 4, e cada galão do tipo B custa 3, e o orçamento
da empresa prevê que se gaste até 20 com a produção das tintas por semana. O lucro para um litro
da tinta do tipo A é de 5, e para um do tipo B é 10.

ii) Três lotes da tinta A demoram 3h para serem produzidos, enquanto a mesma quantidade da tinta B
demora 10h. A empresa tem 40 horas úteis disponíeis para a produção em uma semana

iii) A tinta A só é produzida por um fornecedor, que só oferece quatro lotes por semana, no máximo.

Estas são as restrições do problema. Chamamos de x1 a quantidade de tinta do tipo A e x2 a quantidade de
tinta do tipo B. Queremos portanto maximizar o lucro,

z = 5x1 + 10x2. (4.5)

Esta é a função objetivo que queremos otimizar.

Definição 4.117 (problema de programação linear). Em um problema de programação linear, temos um
conjunto de pontos definido por desigualdades ou igualdades lineares4, e que podemos descrever como o
conjunto de soluções de um sistema

Ax = b.

Chamamos este conjunto de pontos de região viável.
Dentro da região viável, queremos encontrar o ponto x∗ que maximiza o valor de uma função linear

f(x) = c1x1 + c2x2 + · · ·+ cnxn
= cTx.

Assim, um problema de programação linear pode ser descrito como

maximize cTx
sujeito aAx = b,

x ≥ 0. ♦

No problema que estamos modelando, as restrições que temos são:

4x1 + 3x2 ≤ 20 (i)

3x1 + 10x2 ≤ 40 (ii)

x1 ≤ 4 (iii)

(4.6)

além, é claro, de x ≥ 0, uma vez que não faz sentido produzir quantidade negativa de tinta.
Temos portantom restrições na forma de desigualdades, e duas variáveis. É útil visualizar graficamente

a região definida por estas desigualdades.

4Veja que a1x1 + a2x2 + · · · + anxn ≤ k é equivalente a a1x2 + a2x2 + · · · + anxn + s = k, s ≥ 0
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40

4

6
(iii), x1 ≤ 4

(ii), 3x1 + 10x2 ≤ 40

(i), 4x1 + 3x2 ≤ 20

Assim, com as restrições (4.6) e a função objetivo (4.5), temos um problema de programação linear:

max cTx
s.a.: Ax = b,

x ≥ 0

com

A =

(
4 3
3 10
1 0

)
, b =

(
20
40
4

)
, c =

(
5
10

)
.

A região definida pelas desigualdades é chamada de politopo.
A solução ótima estará necessariamente num dos vértices do politopo. Como este é um problema pe-

queno, podemos enumerar as soluções definidas pelos vértices e determinar assim a melhor delas.
Agora observamos que cada desigualdade da forma

a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn ≤ k

pode ser reescrita como
a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn+s = k,

usando uma variável de folga s > 0.
O sistema que modelamos, na forma matricial e usando igualdades, éAv = b:

(x1

4
x2

3
s1

1
s2

0
s3

0
3 10 0 1 0
1 0 0 0 1

)
x1
x2
s1
s2
s3

 =

(
20
40
4

)
,

onde s1, s2 e s3 são as folgas das três desigualdades. Indicamos, acima da matriz, as variáveis relacionadas
a cada coluna. Note que agora procuramos por uma solução em um espaço de dimensão maior (estávamos
em R2, e quando passamos o problema para a forma de igualdade, caímos em R5).

O espaço-coluna deA éR3, porque a matriz tem três colunas LI. Podemos formar bases para o espaço-
coluna deA escolhendo quaisquer 3 colunas LI da matriz. Ao fazê-lo, estaremos escolhendo três das cinco
variáveis. Dizemos que ao fazer isto estamos construíndo uma solução básica.
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Definição 4.118. Seja Ax = b o conjunto de restrições de um programa linear com m restrições e n
variáveis. Seja B umamatriz formada porm colunas deA (ou seja, as colunas de B são base para o espaço-
coluna deA). As soluções de Bx = b são chamadas de soluções básicas para o problema. ♦

Por exemplo, considere o problema apresentado anteriormente. Se escolhermos as colunas de x2, s1,
e s3, teremos (x2

3
s1

1
s3

0
10 0 0
0 0 1

)x2s1
s3

 =

(
20
40
4

)
.

com x1 = s2 = 0; x2 = 4; s1 = 8; s3 = 4.

40

4

6
(iii), x1 ≤ 4

(ii), 3x1 + 10x2 ≤ 40

(i), 4x1 + 3x2 ≤ 20

Podemos formar bases diferentes para o espaço coluna de A, e cada base nos dará uma solução dife-
rente. Além disso, o seguinte Teorema nos garante que estas soluções são pontos extremos do politopo.

Teorema 4.119. Seja S o conjunto de soluções viáveis para um problema de programação linear. Uma solução x é
básica se e somente se é ponto extremo de S.

Como sabemos que só precisamos verificar os pontos extremos, podemos simplesmente verificar as
soluções básicas. Isto também significa que nos pontos extremos (e portanto na solução ótima) teremos
somentem variáveis diferentes de zero (incluindo as de folga).

Experimentamos agora com algumas bases.
Se usarmos s1, s2 e s3 na base, teremos o ponto extremo na origem, e

(s1

1
s2

0
s3

0
0 1 0
0 0 1

)s1s2
s3

 =

(
20
40
4

)
,

x1 = 0
x2 = 0
s1 = 20
s2 = 40
s3 = 4

z = 0.

com x1 = x2 = 0 (ou seja, usamos toda a folga em todas as restrições, e não demos valor positivo a
nenhuma das variáveis).
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40

4

6
(iii), x1 ≤ 4

(ii), 3x1 + 10x2 ≤ 40

(i), 4x1 + 3x2 ≤ 20

Se a base for x2, s1, s3, teremos

(x2

3
s1

1
s3

0
10 0 0
0 0 1

)x2s1
s3

 =

(
20
40
4

)
,

x1 = 0
x2 = 4
s1 = 8
s2 = 0
s3 = 4

z = 40.

40

4

6
(iii), x1 ≤ 4

(ii), 3x1 + 10x2 ≤ 40

(i), 4x1 + 3x2 ≤ 20

Se a base for x1, x2, s3, teremos

(x1

4
x2

3
s3

0
3 10 0
1 0 1

)x1x2
s3

 =

(
20
40
4

)
,

x1 = 80/31 ≈ 2.580
x2 = 100/31 ≈ 3.225
s1 = 0
s2 = 0
s3 = 44/31 ≈ 1.419

z = 1400/31 ≈ 45.161.
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40

4

6
(iii), x1 ≤ 4

(ii), 3x1 + 10x2 ≤ 40

(i), 4x1 + 3x2 ≤ 20

Pode-se fazer o mesmo com todas as outras bases. A que temmaior valor é esta última que calculamos,
e portanto a solução ótima para o problema é x1 = 80/31 e x2 = 100/31.

Terminamos o exemplo comduas variáveis, e agora olhamos brevemente para o caso emque temosmais
variáveis e restrições, resumindo o que verificamos antes. Comm restrições e n variáveis, o problema por
ser descrito como um sistema de inequações lineares,

a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn ≤ b1
a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn ≤ b2

...
am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn ≤ bm

xi ≥ 0.

Cada inequação pode ser transformada em uma equação através da inclusão de uma variável de folga.

ai1x1 + ai2x2 + · · · + ainxn ≤ bi⇕
ai1x1 + ai2x2 + · · · + ainxn + αisi = bi

αi ≥ 0.

Suponha que há apenas desigualdades do tipo≤. Então adicionam-sem colunas às n já existentes.

a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn + a1,n+1s1 = b1
a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn + a2,n+2s2 = b2

...
am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn + am,n+msm = bm

xi, si ≥ 0.

Se o problema só tem igualdades e há mais linhas do que colunas, podemos descartar linhas até obter uma
matriz quadrada (porque as linhas excedentes são LD, e nãomodificam a solução do sistema); Umproblema
de otimização linear é descrito portanto por umamatriz commais colunas do que linhas. Isso significa que
há colunas LD, e que nem todas as colunas são necessárias para formar uma base para o espaço-coluna.

Cada base para o espaço coluna corresponde a uma solução básica.
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Pode-se demonstrar que a solução ótima, se existir, é um ponto extremo, e consequentemente uma
solução básica, e o que o algoritmo Simplex faz é percorrer cada uma destas soluções básicas até encontrar
a ótima (o algoritmo Simplex as percorre de maneira inteligente, evitando enumerar todas elas – há

(
n
m

)
possíveis bases!).

Normalmente, programas que realizam otimização linear não armazenam a base inteira. A fatoração
LU de A é armazenada, e quando uma coluna da inversa é necessária, ela é calculada, como descrito na
Seção 4.8.1.

O livro de Matousek [MG07] é u ma introdução à Programação Linear. Abordagens mais aprofundadas
e detalhadas são encontradas nos livros de Bazaraa, Jarvis, e Sherali [BJS90], de Schrijver [Sch99], de de
Bertsimas e Tsitsiklis [BT97] e de Luenberger e Ye [LY10].

4.8.3 Transformações em imagens [matriz de transformação]

Rotação por eixo canônico

Matrizes de rotação ao redor de um dos eixos da base canônica são descritas no Teorema 4.120, cuja de-
monstração é pedida no Exercício 134.

Teorema 4.120. Em R3, seja Rs(α) a matriz de rotação ao redor do eixo s, pelo ângulo α. Para os três eixos da
base canônica, temos

Rx(α) =

(
1 0 0
0 cosα − senα
0 senα cosα

)
, Ry(α) =

(
cosα 0 − senα

0 1 0
senα 0 cosα

)
, Rz(α) =

(
cosα − senα 0
senα cosα 0

0 0 1

)
.

Rotação por eixo passando na origem

Teorema 4.121 (de Euler). Qualquer rotação passando pela origem em tres dimensões pode ser descrita como com-
posição de rotações por tres eixos diferentes.

Se quisermos realizar uma rotação por ângulo θ ao redor de um eixo qualquer passando pela origem
(não necessariamente um dos três da base canônica), podemos usar o seguinte método.

0. escolha um ponto P, representado pelo vetor (u, v,w)T colinear com o eixo de rotação

1. aplique rotação por z, deixando o eixo de rotação no plano xz

2. aplique rotação por y, deixando o eixo de rotação colinear com z

3. realiza a rotação por θ ao redor do eixo z

4. desfaça (2)

5. desfaça (1)

Da Geometria Analítica, sabemos que a norma do vetor (u, v,w)T (o comprimento do segmento de reta
indo da origem até P) é q =

√
u2 + v2 +w2. A figura a seguir mostra o ângulo de rotação (α) que nos

interessa para o passo (1), levando o ponto ao plano xz.
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Verificamos que o comprimento do vetor projetado no plano xy é k =
√
u2 + v2. Da figura também

obtemos que

cosα = u/
√
u2 + v2

senα = v/
√
u2 + v2

A matriz de rotação do passo (1) pode ser escrita portanto substituindo os valores de cosα e senα:

R1 =

 u/
√
u2 + v2 v/

√
u2 + v2 0

−v/
√
u2 + v2 u/

√
u2 + v2 0

0 0 1



Olhamos agora a figura com o ponto já no plano xz, representado por p ′. O ângulo que nos interessa para
o passo (2), β, é mostrado na próxima figura.
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z

x

p ′

w

k

β

Novamente, idntificamos seno e cosseno do ângulo na figura:

cosβ = w/
√
u2 + v2 +w2

senβ =
√
u2 + v2/

√
u2 + v2 +w2

A rotação (2) é realizada pela matriz

R2 =

 w/
√
u2 + v2 +w2 0 −

√
u2 + v2/

√
u2 + v2 +w2

0 1 0√
u2 + v2/

√
u2 + v2 +w2 0 w/

√
u2 + v2 +w2


A matriz de rotação final é R−1

1 R−1
2 Rz(θ)R2R1, que exibimos a seguir. SejaQ =

√
u2 + v2 +w2. Então

R−1
1 R−1

2 Rz(θ)R2R1 =
1

q

 u2 + (v2 +w2) cos θ uv(1− cos θ) −wq sin θ uw(1− cos θ) + vq sin θ
uv(1− cos θ) +wq sin θ v2 + (u2 +w2) cos θ vw(1− cos θ) − uq sin θ
uw(1− cos θ) − vq sin θ vw(1− cos θ) + uq sin θ w2 + (u2 + v2) cos θ


Se escolhermos o vetor do eixo de rotação de forma que q = u2 + v2 +w2 = 1, temos

R−1
1 R−1

2 Rz(θ)R2R1 =

 u2 + (v2 +w2) cos θ uv(1− cos θ) −w sin θ uw(1− cos θ) + v sin θ
uv(1− cos θ) +w sin θ v2 + (u2 +w2) cos θ vw(1− cos θ) − u sin θ
uw(1− cos θ) − v sin θ vw(1− cos θ) + u sin θ w2 + (u2 + v2) cos θ


Translações

Para translações emR3, podemos fazer omesmo que descrevemos na seção 3.4.1: usamos uma coordenada
adicional, que sempre valerá um. Assim, um vetor em R3 será representado porxy

z
1


A operação que realiza um deslocamento por (u, v,w)T é

T [(x, y, z)] = (x+ u, y+ v, z+w)
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Mas como representamos o vetor com a coordenada adicional, temos

T [(x, y, z, 1)] = (x+ u, y+ v, z+w, 1)

A matriz que realiza esta transformação é 1 0 0 u
0 1 0 v
0 0 1 w
0 0 0 1

 .
Rotação por eixo arbitrário

Suponha que tenhamos um eixo qualquer, descrito por dois pontos p, q (ou por um ponto p e um vetor v).
A operação de rotação ao redor deste eixo pode ser obtida da seguinte maneira:

1. aplique translação de forma que p fique na origem

2. aplique rotação pelo eixo transladado, usando o método descrito na seção 4.8.3

3. desfaça (1)

Outras transformações

As outras transformações lineares escritas na seção 3.4.1 podem ser traduzidas paraR3 damesmamaneira:
por exemplo, se partindo de um vetor (x, y, z)T , somarmos 2x em y, obteremos (x, y + 2x, z)T , que é o
cisalhamento realizado pela matriz a seguir. (

1 0 0
2 1 0
0 0 1

)

Outras transformações não lineares, como rotação ao redor de um eixo arbitrário (não passando pela ori-
gem), podem ser definidas como composição de translação com as transformações lineares que já defini-
mos.

4.8.4 Órbitas celestes [ mudança de base ]
A primeira lei de Kepler para movimento planetário determina que as órbitas de planetas descrevem elip-
ses, estando o Sol em um dos focos da elipse5.

5As leis de Kepler são um caso especial da solução do problema gravitacional de n corpos onde os corpos são tratados como
partículas com massa, e há uma única massa suficientemente grande para atrair outras (a do Sol).
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Suponha que queiramos descrever a órbita de Marte, de maneira simples quando observado a partir da
Terra. As duas órbitas são elípticas. com o Sol em um dos focos de cada elipse, mas como não no mesmo
plano, uma tentativa de descrevê-las usando o mesmo sistema de coordenadas será bastante complicada.
O plano de órbita da Terra é chamado de plano eclíptico6 (porque um eclipse ocorre quando a Lua cruza
este plano); Marte orbita em um plano com inclinação de aproximadamente 1.85o do plano eclíptico, e o
plano de órbita da Lua é inclinado cerca de 5.1o.

Escolhemos um sistema de coordenadas xyz de forma que a órbita da terra fique completamente con-
tina no plano xy.

Seja x ′ a interseção entre os planos contendo as órbitas de Marte e da Terra. Determinamos outro
sistema de coordenadas x ′y ′z ′ de forma que o plano contendo a órbita de Marte fique contida no plano
x ′y ′.

6As órbitas no sistema solar formam uma estrutura que lembra um disco, estando todas em planos fazendo pequenos ângulos
entre si – já o planeta anão Plutão orbita em um plano inclinado a 17o do plano da órbita da Terra. Eris, outro planeta anão, tem
órbita com inclinação ainda maior, 44o.
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A inclinação do plano x ′y ′ em relação ao plano xy (o ângulo entre as duas elipses) é dada pelo ângulo
α, e o ângulo entre x e x ′ é β.

Agora, a elipse formada pela órbita de Marte não tem seus eixos alinhados com x ′ e y ′. Determinamos
portanto um novo sistema de coordenadas, x ′′y ′′z ′′, onde os eixos da elipse alinham-se com x ′′ e y ′′. Seja
γ o ângulo entre x ′ e x ′′.

x ′

y ′

x ′′

y ′′

γ

Sejam p, p ′ e p ′′ os vetores dando a posição de Marte nos sistemas de coordenadas xyz, x ′y ′z ′ e
x ′′y ′′z ′′. Cada sistema de coordenadas tem uma base formada por três vetores de magnitude um:

• B1: tendo o plano xy alinhado com a elipse descrita pela Terra (sistema xyz);

• B2: tendo o plano x ′y ′ alinhado com a elipse descrita por Marte (sistema x ′y ′z ′);

• B3: tendo o plano x ′′y ′′ alinhado com a elipse descrita por Marte, mas alinhando também os eixos
da elipse com os vetores da base (x ′′y ′′z ′′).

Para mudar da base B3 para B2 precisamos de uma rotação ao redor de z ′ = z ′′. Seja γ o ângulo entre
o eixo maior da elipse e x ′. Então a transformação é

[id]3→2 =

cosγ − senγ 0
senγ cosγ 0

0 0 1


De B1 para B2: expressaremos os vetores da base B1 na base B2. Os vetores sãocosβsenβ

0

 ,
Observando cuidadosamente a figura das duas bases na página 182, percebemos que os vetores unitários
x ′, y ′, z ′ são descritos na base xyz como

[x ′]B1
=

cosβsenβ
0

 , [y ′]B1
=

r cos(β+ π/2)

r sen(β+ π/2)

senα

 , [z ′]B1
=

p cos(β− π/2)

p sen(β− π/2)

cosα


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Como os vetores são unitários, temos p = b = senα e q = a = cosα, logo podemos reescrever

[x ′]B1
=

cosβsenβ
0

 , [y ′]B1
=

cosα cos(β+ π/2)

cosα sen(β+ π/2)

senα

 , [z ′]B1
=

senα cos(β− π/2)

senα sen(β− π/2)

cosα


Simplificando através de identidades trigonométricas, chegamos à matriz de mudança de base

[id]B2→B1
=
(
[x ′]B1

[y ′]B1
[z ′]B1

)
=

cosβ − cosα senβ senα senβ
senβ cosα cosβ − senα cosβ

0 senα cosα


Suponha que conheçamos α,β, γ, c, e. Dado o ângulo θ descrito por Marte ao redor do Sol, podemos cal-
cular o raio usando a fórmula que descreve elipses em coordenadas polares,

r(ω) = c
1− e2

1+ e cosω
,

onde e é a excentricidade da elipse, em é o comprimento de seu semieixo maior:

e =

√
1−

n2

m2
.

Aposição emcoordenadas polares (r, θ) está relacionada comaposição emcoordenadas cartesianas (x ′′, y ′′)
através da identidade

x ′′ = r cos θ
y ′′ = r sen θ

Assim, o ponto (r, θ) da trajetória, na base B3, é(
r cos θ
r sen θ
0

)
.

Podemos a partir daqui usar o operador de mudança de base [id]B3→B1
e seu inverso, [id]B1→B3

para
efetuar cálculos com estas coordenadas.

O leitor poderá obtermais informações sobre órbitas no espaço e astrodinâmicanos livros deRoy [Roy04]
e de Vallado [Val97]. O exemplo dado nesta seção é sugerido por Donald Teets [Tee98].

⋆ 4.8.5 Códigos corretores de erros [ base; espaço-linha; multiplicação à
direita ]

Na seção 1.6.4 tratamos brevementet de códigos corretores de erros, e mencionamos que, dado um
conjunto de mensagens com k bits, um código é um subespaço de Zn

2 . Nesta seção abordamos o processo
de codificação de mensagens, e o de detecção e correção de erros.
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Quando trabalhamos com códigos corretores de erros, é comum denotar mensagens por vetores-linha,
e não por colunas. Por exemplo, uma mensagem poderia ser

m = (1, 0, 0, 1, 1).

Sabemos que uma base para o espaçoRn, composto de vetores-coluna, pode ser descrita como umamatriz:(
1 −3
0 0
0 2

)

é base para um subespaço de R3, porque tem duas colunas LI.
Da mesma forma, uma base para um espaço vetorial formado por linhas pode ser descrita por uma

matriz com linhas LI. Seja (Rn)∗ o espaço vetorial formado por todas as linhas com n números reais.
A matriz (

2 0 0
0 −1 5

)
é base para um subespaço de (R3)∗, com dimensão dois. As linhas neste espaço são combinações lineares
das linhas da matriz, e portanto são da forma

a(2, 0, 0) + b(0,−1, 5) = (2a,−b, 5b).

Comomencionamos no primeiro Capítulo, quando usamos códigos para corrigir erros, precisamos adi-
cionar informação às mensagens. Assim, umamensagem com três elementos, por exemplo, seria transfor-
mada em outra, com cinco:

(m1,m2,m3)
codificação−−−−−−→ (c1, c2, c3, c4, c5).

Além disso, usamos somente espaços vetoriais sobre corpos finitos para definir códigos corretores de erros
(em nossos exemplos, usaremos apenas Zn

2 , portanto toda a aritmética usada será feita módulo dois). Um
subespaço V de Zn

2 , portanto, determina um código. Uma base para este subespaço é chamada de matriz
geradora do código.
Exemplo 4.122. A matriz

G =

(
1 1 1 1 1 0 1
1 0 1 0 1 1 0
1 0 0 1 1 1 1

)
é base de um subespaço de Z7

2. Este subespaço tem dimensão 3 (porque a matriz tem três linhas LI). G é
matriz geradora de um código. Podemos listar todas as palavras deste código enumerando todas as linhas
que podem ser geradas pela matriz:

(0, 0, 0) ·G = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)

(0, 0, 1) ·G = (1, 0, 0, 1, 1, 1, 1)

(0, 1, 0) ·G = (1, 0, 1, 0, 1, 1, 0)

(0, 1, 1) ·G = (0, 0, 1, 1, 0, 0, 1)

(1, 0, 0) ·G = (1, 1, 1, 1, 1, 0, 1)

(1, 0, 1) ·G = (0, 1, 1, 0, 0, 1, 0)

(1, 1, 0) ·G = (0, 1, 0, 1, 0, 1, 1)

(1, 1, 1) ·G = (1, 1, 0, 0, 1, 0, 0) ◀
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Teorema 4.123. SeG ématriz geradora de um código então existeG ′, também geradora domesmo código, da forma

(I A)

Exemplo 4.124. Obteremos uma nova matriz a partir da matrizG, do exemplo 4.122.(
1 1 1 1 1 0 1
1 0 1 0 1 1 0
1 0 0 1 1 1 1

)
L2−L1;L3−L1−−−−−−−−−→ (

1 1 1 1 1 0 1
0 1 0 1 0 1 1
0 1 1 0 0 1 0

)
L3−L2−−−−→ (

1 1 1 1 1 0 1
0 1 0 1 0 1 1
0 0 1 1 0 0 1

)
L1−L3−−−−→(

1 1 0 0 1 0 0
0 1 0 1 0 1 1
0 0 1 1 0 0 1

)
L1−L2−−−−→ (

1 0 0 1 1 1 1
0 1 0 1 0 1 1
0 0 1 1 0 0 1

)
= G ′.

O espaço-linha deG ′ é igual ao deG, portanto ambas são geradoras do mesmo código. ◀

Se G é a matriz geradora de um código, as palavrasm são codificadas como “mG”. Assim, as palavras
do código de canal formam o espaço-linha deG.

Definição 4.125 (matriz de teste de paridade). SejaG = (I A) a matriz geradora de um código. A matriz

H = (−AT I)

é uma matriz de teste de paridade do código. ♦

Exemplo 4.126. Para nosso código,

A =

(
1 1 1 1
1 0 1 1
1 0 0 1

)
, e −AT = AT =

1 1 1
1 0 0
1 1 0
1 1 1

 .
Note que como em Z2, 1 é 0− 1, porque 0− 1 = 0⊕ 1 = 1, entãoA = −A.

Assim,

H = (−AT I) =

1 1 1 1 0 0 0
1 0 0 0 1 0 0
1 1 0 0 0 1 0
1 1 1 0 0 0 1


é matriz de teste de paridade para nosso código. ◀

Definição 4.127 (síndrome). SeH é matriz de teste de paridade de um código e c uma palavra codificada,
entãoHcT é a síndrome de c. ♦

Teorema 4.128. Uma linha c pertence ao códigoC se sua síndrome é 0.

A síndrome nos permite, portanto, verificar se uma palavra pertence ao código.

Exemplo 4.129. A mensaegm c = (0, 0, 1, 1, 0, 0, 1) pertence ao código, e sua síndrome é

HcT =

00
0
0


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A mensagem d = (0, 0, 1, 1, 0, 0, 0) não pertence ao código, e tem síndrome

HdT =

00
0
1


◀

Teorema 4.130. Se uma palavra codificada c tem no máximo k erros, onde k é o máximo de erros que o código
suporta, então c tem a mesma síndrome que seu erro.

Basta, portanto, manter uma tabela de erros e suas síndromes. Quando recebemos umamensagem com
erro, verificamos na tabela qual foi o erro introduzido. Podemos portanto simplesmente subtrair o erro da
mensagem.

Exemplo 4.131. Nosso código corrige nomáximo um erro. Calculamos a síndrome de cada um dos vetores
de erro a seguir (os vetores são mostrados sem parênteses para simplificar a notação).

erro síndrome
0000001 0001
0000010 0010
0000100 0100
0001000 1000
0010000 1001
0100000 1011
1000000 1111

Agora simulamos o envio de uma mensagem em que um erro é adicionado durante a transmissão. A
mensagem original ém = (0, 1, 1). Codificada, ela se torna

c = mG = (0, 1, 1)G = (0, 0, 1, 1, 0, 0, 1).

Se durante a transmissão o terceiro bits da mensagem foi trocado, teremos adicionado um vetor de erro
(0, 0, 1, 0, 0, 0, 0):

c ′ = (0, 0, 1, 1, 0, 0, 1)⊕ (0, 0, 1, 0, 0, 0, 0) = (0, 0, 0, 1, 0, 0, 1) /∈ C

O receptor verifica a síndrome da mensagem:

H(c ′)T =

1 1 1 1 0 0 0
1 0 0 0 1 0 0
1 1 0 0 0 1 0
1 1 1 0 0 0 1



0
0
0
1
0
0
1

 =

10
0
1



O erro que tem síndrome igual a (1, 0, 0, 1)T é e = (0, 0, 1, 0, 0, 0) O receptor calcula portanto c = c ′ −m,
obtendo a mensagem codificada original, (0, 0, 1, 1, 0, 0, 1). ◀
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188 CAPÍTULO 4. MATRIZES E TRANSFORMAÇÕES LINEARES

Exercícios

Ex. 105 — Sejam A e B tais que AB seja definido. Se A tem uma linha inteira com zeros, o que pode ser
dito a respeito do produtoAB? Qual é o análogo disso para a matriz B?

Ex. 106 — Mostre que a inversa de uma matriz diagonal, se existir, é também diagonal.

Ex. 107 — Mostre que seA e B são matrizes diagonais, entãoAB = BA.

Ex. 108 — Demonstre a proposição 4.37.

Ex. 109 — Demonstre a proposição 4.25.

Ex. 110 — Para cada conjunto dematrizes quadradas abaixo, determine se elas sempre tem inversa, nunca
tem inversa, ou se podem ou não ter inversa.

a) Todas as matrizes diagonais.

b) Todas as matrizes triangulares.

c) Todas as matrizes obtidas de matrizes diagonais usando apenas permutações de linhas.

d) Todas as matrizes onde mais da metade dos elementos é composta de zeros.

e) Todas as matrizes onde mais da metade dos elementos é composta de diferentes números primos.

f) Todas as matrizes n × n, com n par, onde a diagonal principal e a diagonal secundária não tem ele-
mentos em comum.

g) Todas as matrizes onde pelo menos n2 − n+ 1 elementos são números primos.

h) Todas as matrizes cuja diagonal só contém uns.

i) Todas as matrizes n× n cujos elementos são os inteiros 1, 2, . . . , n2, em qualquer ordem.

j) Todas as matrizes contendo uma linha inteira de zeros.

k) Todas as matrizes contendo uma linha inteira de uns.

l) Todas as matrizes cuja diagonal é composta de zeros.

m) Todas as matrizes n× n, com n par, onde a diagonal principal e a diagonal secundária tem somente
números primos.

Ex. 111 — Demonstre a proposição 4.33.

Ex. 112 — Uma matriz A é quase-diagonal se pode ser particionada em blocos de forma que apenas os
blocosAii contém elementos não-nulos.

A =


A11

A22
. . .

Ann


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4.8. APLICAÇÕES 189

Mostre que a inversa de uma matriz quase-diagonal é também uma matriz quase-diagonal, particionada
da mesma forma, onde cada blocoA−1

ii é a inversa do blocoAii original.

A−1 =


(A11)

−1

(A22)
−1

. . .
(Ann)

−1


Ex. 113 — Prove o Lema 4.29.

Ex. 114 — Prove que o posto de linhas de uma matriz é igual ao posto de colunas, usando a forma escalo-
nada reduzida por linhas e colunas.

Ex. 115 — Prove que o posto de linhas de uma matriz é igual ao posto de colunas, usando o teorema do
núcleo e da imagem, e interpretando a matriz como a matriz de coeficientes de um sistema linear.

Ex. 116 — Para cada matriz, calcule a decomposição LU, se existir, ou a decomposição LUP caso a decom-
posição LU não exista. Caso seja necessário determine os valores de x para que a decomposição LU (não
LUP) exista.

A =

(
1 −1 1

−1 1 −1
1 0 −1

)
, B =

(
2 x

−4 −x2

)

C =

(
x 0 0
0 0 x
1 1 0

)
, D =

(
x x x2

−2 +2 x
+3 −3 x

)
.

Ex. 117 — Mostre como usar a fatoração LU para clacular A−1B, sem precisar computar A−1. Diga qual
fatoração LU deve existir para que o método funcione.

Ex. 118 — Prove o Teorema 4.107.

Ex. 119 — Prove que para quaisquer matrizesA e B tais queAB seja definido,

nul(A) ≤ nul(AB),

e que
posto(A) ≥ posto(AB).

Ex. 120 — Mostre que para todo k, (A1A2 . . . Ak)
−1 = A−

k 1A
−1
k−1 . . . A

−1
1 se todas as matrizesAi forem

n× n e invertíveis.

Ex. 121 — Resolva o sistema de equações usando eliminação de Gauss.
3x1 − 4x2 + x3 = 3

−x1 − x2 − x3 = 0

x1 + 8x2 + 5x3 = −1



Ve
rs
ão
Pr
el
im
in
ar

Ál
ge
br
a L
in
ea
r

Je
rô
ni
m
o
Pe
lle
gr
in
i

190 CAPÍTULO 4. MATRIZES E TRANSFORMAÇÕES LINEARES

Ex. 122 — Prove que o processo de eliminação de Gauss e o algoritmo de decomposição LU podem ser
aplicados a matrizes de blocos, e dê um exemplo de cada.

Ex. 123 — Sejam

A =

(
2 7 −9

−4 −2 −3
3 −1 5

)
, x =

x1x2
x3

 .
Resolva os sistemas:

a)Ax = (10, 1,−1)T

b)Ax = (0, 2, 4)T

c)Ax = (−1,−2,−3)T

d)Ax = (20,−1, 0)T

e)Ax = (x1, x1,−x1)
T

f)Ax = (x2, x3,−x1)
T

g)Ax = I

Ex. 124 — Ao enunciarmos o Teorema 4.102, e ao elaborarmos o Exemplo 4.104, dissemos que devemos
deixar a matriz U na forma escalonada por linhas. O que acontece se a deixarmos na forma escalonada
reduzida por linhas? Porque?

Ex. 125 — O Teorema 4.102 determina condições para a existência de fatoração LU de umamatriz, e o Teo-
rema 4.105 faz omesmo para decomposição LUP. Determine as condições para queA tenha decomposições
UL, PUL e ULP, e mostre como obtê-las.

Ex. 126 — Mostre que toda matriz pode ser descrita como soma de uma matriz simétrica e uma anti-
simétrica.

Ex. 127 — Seja A uma matriz real7 anti-simétrica de ordem n. Mostre que A = S1S2 − S2S2, onde S1 e
S2 são matrizes simétricas.

Ex. 128 — Suponha que seja necessário resolver os sistemas A1x = b, A2x = b, . . ., Akx = b, onde as
matrizes Ai diferem apenas em uma única linha. Dê um método eficiente para resolver o problema. E se
as matrizes diferissem em uma única coluna?

Ex. 129 — Qual é amatriz elementar que inverte a ordemdas linhas deumamatriz, de formaque aprimeira
linha passe a ser a última, a segunda passe a ser a penúltima, e assim por diante?

Ex. 130 — No exemplo 4.99, realizamos diversas operações elementares na matriz dos coeficientes do sis-
tema. A matriz elementar que representa a primeira delas foi mostrada no final do exemplo. Mostre as
outras.

Ex. 131 — Neste Capítulo desenvolvemos um método para fatoração PLU. Prove que toda matriz que tem
fatoração PLU tem fatoração LUP. Mostre um método para obter tal fatoração, e diga como relacionam-se
PLU e L ′U ′P ′, quandoA = PLU = L ′U ′P ′.

7Ou complexa, ou com coeficientes em qualquer corpo infinito.
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4.8. APLICAÇÕES 191

Ex. 132 — Mostramos no exemplo 1.40 que as variáveis aleatórias reais em um espaço amostral formam
um espaço vetorial. No exemplo 3.11, mostramos que a esperança é uma transformação linear. Como é
a matriz da transformação linear que dá a esperança de uma variável aleatória discreta em um espaço
amostral finito?

Ex. 133 — A seguir temos bases para R3 (o exemplo 4.45 mostra que uma matriz quadrada não-singular
pode ser vista como base de Rn).

A =

(
2 2 2
0 2 2
0 0 2

)
, B =

(
1 2 3

−3 −2 −1
2 3 1

)
, C =

(
1 0 1
0 1 0
0 1 1

)
, D =

(
4 5 7
1 −2 0
1 0 3

)

i) Mostre todas as matrizes de mudança de base entre elas.

ii) Seja v = (1, 2, 3)T um vetor escrito na base canônica. Mostre v em todas as bases dadas.

iii) Escreva [(1,−1, 0)T ]A na base B

iv) Escreva [(2, 1, 1)T ]C na baseD.

Ex. 134 — Demonstre o Teorema 4.120.

Ex. 135 — Prove que a rotação em duas dimensões é comutativa, mas que em tres dimensões, não é.

Ex. 136 —⋆ Prove que matrizes de rotação formam um grupo (os elementos do grupo são as reflexões; a ope-
ração do grupo é composição). Se adicionarmos reflexões, continuamos a ter um grupo?

Ex. 137 — Mostre a matriz que realiza a mudança de base, em R2, da base canônica (e1, e2) para a base
formada por (f1, f2), tal que:

i) f1 = (2, 4)T ;

ii) f2 é obtido a partir de f1 com uma rotação por 3π/4 radianos.

Ex. 138 — Demonstre a Proposição 4.56.

Ex. 139 —⋆ A base canônica para Z3
2 é {001, 010, 100}. Sejam B = {001, 011, 110} e C = {111, 110, 100}

duas outras bases para este espaço.

a) Mostre a matriz de mudança de base de B para C.

b) Escreva [111]B na base C.

Ex. 140 —⋆ Prove o Teorema 4.116.

Ex. 141 —⋆ Sejam

A =

(
i 0 2+ 2i

−2i 4 0
1 1− i −1+ 3i

)
, x =

x1x2
x3

 .
Resolva os sistemas

a)Ax = (1, i,−i)T
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192 CAPÍTULO 4. MATRIZES E TRANSFORMAÇÕES LINEARES

b)Ax = (0, 1, 0)T

c)Ax = (1+ i,−1+ i, 0)T

Ex. 142 — no Exemplo 4.68, mencionamos que o subconjunto deGL2(R) onde ad−bc = ±1 é um grupo,
que representa rotações e reflexões. Prove que realmente se trata de um subgrupo: que a operação de
multiplicação é fechada para matrizes dessa forma; e que esse subconjunto é um grupo.
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Capítulo 5

Determinantes

De toda matriz de números reais pode-se extrair um número real que nos permite determinar diversas
propriedades da matriz. Este número é chamado de determinante da matriz. Similarmente, toda matriz
cujas entradas pertencem a um corpo K está relacionada tem um determinante, que é um elemento de K.
Neste texto, trataremos especialmente do corpo dos reais

Determinantes estão relacionados a propriedades de sistemas lineares (e de fato, surgiram do estudo
desses sistemas), mas também estão relacionados a diversos outros conceitos, inclusive o de volume em
geometria. Neste Capítulo, definiremos uma função que dá o volume de um paralelepípedo em n dimen-
sões. A partir de três propriedades desta função, mostraremos que ela existe e que é única – e esta será
exatamente a função determinante de uma matriz que representa o paralelepípedo.

5.1 Volume orientado

Definição 5.1 (Paralelepípedo). Seja P = { v1, v2, . . . , vk } um conjunto de k vetores linearmente inde-
pendentes em um espaço de n dimensões. O conjunto de pontos

{a1v1 + a2v2 + . . .+ anvk : ai ∈ [0, 1] }

é o paralelepípedo gerado pelos vetores. ♦

A próxima figura mostra um paralelepípedo gerado por dois vetores em R2 e outro, gerado por três
vetores em R3.

193
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194 CAPÍTULO 5. DETERMINANTES

u

v

u

v

w

EmR3 eR2 temos as noções intuitivas de volume e área. EmR, usamos um único vetor, e o volume do
paralelepípedo é igual à distância da origem até o ponto que o vetor descreve – ou seja, é igual à norma do
vetor.

Definimos o volume de um paralelepípedo em um espaço de n dimensões da seguinte forma.

i) Se um paralelepípedo cabe em n − 1 dimensões, seu volume é zero. Um paralelepípedo cabe em
n − 1 dimensões quando é descrito por n − 1 vetores, e portanto sua descrição em n dimensões deve
necessariamente incluir somente n− 1 vetores LI – sua descrição por n vetores é um conjunto LD.

ii) O volume do hipercubo de lado unitário é um.

iii) Se multiplicarmos um dos vetores que descreve o paralelepípedo por uma constante, o efeito será
de “esticá-lo” ou “encolhê-lo”, e o volume será multiplicado pelo mesmo valor. Isso pode ser visu-
alizado trivialmente no cubo unitário em R3, que é descrito por três vetores e tem volume um: se
multiplicarmos um dos vetores por k, obteremos um paralelepípedo cuja forma é semelhante à de k
cubos postos lado a lado.

u

v w

−→ u

v

3w

Além de multiplicar um dos vetores por escalar, podemos somar o múltiplo de um dos vetores a
outro, sem que o volume seja modificado. Na figura a seguir, somamos −1/2u ao vetor v, gerando
um paralelepípedo diferente.
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5.1. VOLUME ORIENTADO 195

u

v

u

v− u/2

Ao sobrepormos as duas imagens, vemos que o paralelepípedo modificado tem o mesmo volume do
primeiro (a área sombreada da esquerda só está em um deles; a da direita só está no outro – e as duas
tem o mesmo volume).

u

v
v− u/2

Umaconsequência imediata disto é quedois paralelepípedosP1 = (v1, v2, . . . ,w) eP2 = (v1, v2, . . . ,u)
que diferem somente em um vetor estão relacionados da seguinte maneira: o volume de P3 =
(v1, v2, . . . ,w+ u) é a soma dos volumes de P1 e P2, como ilustra a seguinte sequência de figuras.

Começamos com o paralelepípedo P(u, v), e desenhamos em seguida o paralelepípedo P(u,w).

u

v

u

v

w

Agora desenhamos o paralelepípedo P(u, v+w). Em seguida, fazemos a reflexão do paralelepípedo
P(u,w) em u, resultando em P(u,w ′) somente para facilitar a visualização.

u

v

w

v+ w

u

v

w ′

v+ w



Ve
rs
ão
Pr
el
im
in
ar

Ál
ge
br
a L
in
ea
r

Je
rô
ni
m
o
Pe
lle
gr
in
i

196 CAPÍTULO 5. DETERMINANTES

Agora, sabemos que as tres retas indicadas nafigura da esquerda, a seguir, são paralelas au. Somamos
múltiplos de u aos paralelepípedos, deslocando-os por estas retas, até que fiquem alinhados como
na figura da direita (mostramos anteriormente que podemos fazer isto sem mudar o volume dos
paralelepípedos).

u

v

w ′

v+ w

u

v

−w ′′

(v+ w) ′

Agora fica claro que
vol
[
P(u, v+ w)

]
= vol

[
P(u, v)

]
+ vol

[
P(u,w)

]
Assim, se fixarmos n− 1 vetores e descrevermos o volume como função de um deles,

V(w) = vol(v1, v2, . . . ,w, . . . , vn),

o volume deve ser linear em cada uma das colunas que descrevem o paralelepípedo. Ou seja, para
quaisquer vetores u, w e qualquer escalar k,

V(kw) = kV(w)
V(w+ u) = V(w) + V(u).

Isso significa que o volume é uma função multilinear de seus argumentos (que são vetores coluna).

O item (i) significa que se o conjunto tiver n vetores LD o volume é zero. O item (ii) determina que o
volume do paralelepípedo definido pelos vetores e1, e2, . . . , en é um.

Se quisermos representar paralelepípedos como matrizes, podemos simplesmente alocar cada coluna
(ou cada linha) da matriz para um dos vetores. Assim, o paralelepípedo descrito pelos vetores (1, 0, 0)T ,
(0, 2, 0)T e (0, 1, 5)T pode ser representado pela matriz(

1 0 0
0 2 1
0 0 5

)

Como já observamos, para os paralelepípedos com volume diferente de zero, as colunas da matriz serão
sempre linearmente independentes (de outra forma o sólido caberia em n− 1 dimensões).

5.1.1 Orientação
Quando o volume de um paralelepípedo é diferente de zero, a função determinante nos dará não apenas o
volume, mas também sua orientação.
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5.1. VOLUME ORIENTADO 197

Um paralelepípedo em Rn só tem volume se é descrito por n vetores L.I., porque se os n vetores fo-
rem L.D. haverá pelo menos dois deles representando o mesmo hiperplano, e o paralelepípedo então teria
volume zero – e portanto um paralelepípedo tem volume não-nulo se e somente se é uma base paraRn.

Por exemplo, em R2 um par de vetores só tem volume se os vetores não são colineares (ou seja, se
são L.I.). Em R3 o mesmo vale: três vetores só descrevem um paralelepípedo com volume se forem todos
L.I. quando tomados dois a dois. Ao tratarmos desses objetos geométricos, nos referiremos então a “bases
ordenadas”, já que cada paralelepípedo equivale a uma base.

Damos aqui definições informais de orientação de bases em R2 e R3.
Denotamos a orientação de uma base B porO(B), ouO(b1, b2, . . .).
EmR1, cada vetor (x) pode ser representado geometricamente na reta real como um segmento de reta

com uma de suas extremidades no zero. Este segmento tem comprimento x, e diremos que a orientação de
dois vetores é amesma (ou que suas orientações são concordantes se amagnitude de ambos tem omesmo si-
nal (são ambos positivos ou ambos negativos). Desta forma dividimos os vetores emdois conjuntos: aqueles
à esquerda do zero e aqueles à direita do zero.

Neste texto, decidimos arbitrariamente que a orientação dos vetores à direita do zero é +1, e que a
orientação dos vetores à esquerda do zero é−1.

Exemplo 5.2. Os vetores mostrados nas duas figuras são (−2) e (2.5); o primeiro tem orientação negativa,
e o segundo tem orientação positiva.

0
−2

0
2.5

◀

Informalmente, dizemos que duas bases ordenadas de R2 tem a mesma orientação se os vetores de
ambas são listados no mesmo sentido – horário ou anti-horário, e negativa caso contrário.

Novamente decidimos, arbitrariamente, que uma base com vetores listados no sentido anti-horário tem
orientação positiva, e uma base com vetores listados no sentido horário tem orientação negativa.

Exemplo 5.3. As bases A =
(
(1, 1)T , (−1, 1)T

)
e B =

(
(1, 2)T , (−2,−3)T

)
tem a mesma orientação,

porque os dois vetores são listados no sentido anti-horário. A figura a seguir ilustra as duas bases.

a1
a2

b1

b2
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198 CAPÍTULO 5. DETERMINANTES

◀

Podemos definir orientação emR3 da seguinte maneira: sejam (v1, v2, v3) e (w1,w2,w3) bases deR3.
Estas bases podem ser representadas no espaço por três vetores cada uma.

Podemos imaginar movimentos rígidos entre estes vetores (isto é, movimentos que não mudam as dis-
tancias e ângulos entre eles). Através de movimentos rígidos, posicionamos as duas bases de forma a ali-
nhar v3 e w3 com o terceiro vetor da base canônica, e3. Obtemos assim duas novas bases, (v ′1, v

′
2, v

′
3) e

(w ′
1,w

′
2,w

′
3). As bases originais de R3 tem a mesma orientação se e somente se ao percorrermos pontos

em v ′1, v
′
2, v

′
3, “giramos no mesmo sentido

1” que se percorrermos três pontos em w ′
1,w

′
2,w

′
3. Esta noção

é equivalente à “regra da mão direita”.

5.2 Determinantes

A função determinante será positiva se a orientação do paralelepípedo for a mesma da base canônica, e
negativa se a orientação for oposta. Para obter apenas o valor do volume, basta desconsiderar o sinal.

Queremos então uma função que nos dê o volume destes sólidos. Esta função terá como argumento uma
sequência de vetores coluna – ou equivalentemente, uma matriz quadrada. A função determinante deve
obedecer as propriedades que definimos anteriormente para volume com sinal. Uma função que obedeça
aquelas propriedades é chamada de função determinante; a definição dada a seguir traduz as propriedades
para a representação por matrizes.

Definição 5.4 (Função determinante). Uma função2 det : Mn×n → R é uma função determinante se e
somente se tem as seguintes propriedades.

i) det(A) = 0 seA tem colunas LD.

ii) det(I) = +1.

iii) det(A) é forma multilinear das colunas deA.

O item (iii) significa que uma função determinante é uma transformação linear quando fixamos todas as
colunas e variamos apenas uma delas: para todo escalar λ, todo vetor coluna v, e toda coluna cj,

det(c1, . . . , λcj, . . . , cn) = λ det(c1, . . . , cj, . . . , cn)
det(c1, . . . , cj + v, . . . , cn) = det(c1, . . . , cj, . . . , cn) + det(c1, . . . , v, . . . , cn). ♦

Note que a definição acima pode ser facilmente generalizada para corpos em geral, e não apenas R.

Exemplo 5.5. Definimos uma funçãoD : M2×2 → R, tal que

D

[(
a b
c d

)]
= ad− bc.

Mostramos agora que esta função satisfaz as propriedades que propusemos, e portanto ela é uma função
determinante.

1Esta não é uma definição formal!
2É também comum denotar o determinante de uma matrizA por |A|. Evitamos esta notação porque já usamos | · | para módulo.
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i) Se as colunas deA são LD,D(A) deve ser zero:

D

(
a ka
b kb

)
= kab− kab = 0.

ii) O determinante de I é 1:

D

(
1 0
0 1

)
= 1− 0 = 1.

iii) Se fixarmos uma coluna, o determinante é linear na outra. Verificamos a multiplicação por escalar:

D

(
a λb
c λd

)
= λad− λbc = λ(ad− bc) = λD

(
a b
c d

)
Verificamos a soma:

D

(
a b+ β
c d+ δ

)
= a(d+ δ) − c(b+ β)

= (ad− bc) + (aδ− βc)

= D

(
a b
c d

)
+D

(
a β
c δ

)
Ilustramos o uso desta função a seguir.

D

(
1 2
3 5

)
= (1)(5) − (3)(2) = 5− 6 = −1. ◀

Verificaremos agora que qualquer função com estas propriedades será necessariamente alternante (o
valor da função mudará de sinal se trocarmos dois de seus argumentos de posição). Isso significa que o
determinante de uma matrizA dará a orientação da base composta por suas colunas3.

Teorema 5.6. Uma função determinante é alternante – ou seja, quando dois de seus argumentos (que são colunas
de uma matriz) tem suas posições trocadas, o valor da função é multiplicado por−1.

Demonstração. Seja umamatriz quadrada com colunas ai e aj, tal comdeterminante x. Suponha que quando
trocamos as duas colunas de lugar, o determinante passa a ser um outro valor y:

det(. . . , ai, . . . , aj, . . .) = x
det(. . . , aj, . . . , ai, . . .) = y. (ai ↔ aj)

Agora, se somarmos cada uma dessas duas colunas à outra, temos uma nova matriz, e seu determinante
será

det(. . . , ai + aj, . . . , aj + ai, . . .) = 0,

porque as colunas são LD (há duas colunas iguais).

3A relação entre orientação e a troca da ordem dos vetores da base está detalhada no teorema γ.2, no Apêndice γ, página 559.
A demosntração do teorema é pedida no exercício 418, e uma idéia superficial de como poderia ser a demonstração se encontra no
Apêndice ζ.
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Mas como o determinante é multilinear,

det(. . . , ai + aj, aj + ai, . . .)
= det(. . . , ai, ai + aj, . . .)
+ det(. . . , aj, ai + aj, . . .)

=
[
det(. . . , ai, ai, . . .) (⋆)

+ det(. . . , ai, aj, . . .)
]

(abrindo o primeiro ai + aj)

+
[
det(. . . , aj, aj, . . .) (⋆)

+ det(. . . , aj, ai, . . .)
]

(abrindo o segundo ai + aj)

= det(. . . , ai, aj, . . .) (porque os casos (⋆) com colunas iguais são zero)
+ det(. . . , aj, ai, . . .)

= x+ y,

e como x+ y = 0,
x = −y. ■

Exemplo 5.7. Verificamos agora o efeito de uma mudança de linhas em uma matriz de ordem 2. Seja

A =

(
1 3
2 −1

)
, B =

(
2 −1
1 3

)
.

Então

detA = −1− 6 = −7

detB = 6+ 1 = 7.

◀

A seguir listamos o efeito de operações elementares sobre o determinante de matrizes.

Teorema 5.8. SejaA uma matriz quadrada. Então

i) det(Ei,jA) = − detA, se i ̸= j (se trocarmos duas linhas de uma matriz, o determinante é multiplicado por
−1);

ii) det(EcLiA) = c detA (se multiplicarmos uma linha deA por c o determinante também é multiplicado por
c);

iii) det(Ei+cLjA) = detA (adicionar múltiplo de uma linha a outra não modifica o determinante).

Do Teorema 5.8 obtemos o Lema a seguir, cuja demonstração é pedida no exercício 152

Lema 5.9. Seja E uma matriz elementar e A uma matriz quadrada, ambas de mesma ordem. Então det(EA) =
det(E) det(A).

Com estes fatos já é possível obter o determinante de matrizes, se soubermos como escrevê-las como
produto de matrizes elementares.
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Exemplo 5.10. Sabemos que o determinante da matriz identidade é um. Consequentemente,

detEi,j = −1

detEcLi = c
detEi+cLj = 1

Podemos então deduzir que se

A = E1,2E2L1E1+5L2I

=

(
0 1
1 0

)(
2 0
0 1

)(
1 5
0 1

)
=

(
0 1
2 10

)
,

então

detA = det(E1,2E2L1E1+5L2)I)
= detE1,2 det

(
E2L1E1+5L2I

)
= (−1) detE2L1 det

(
E1+5L2I

)
= (−1)(2) detE1+5L2 det(I)
= (−1)(2)(1)(1) = −2. ◀

Outras propriedades de uma função determinante são discutidas a seguir.

Teorema 5.11. SejamA e Bmatrizes quadradas de mesma ordem. Então det(AB) = det(A) det(B).

Demonstração. SeA é singular, det(A) = det(AB) = 0, porqueAB também é singular.
SeA não é singular, então é produto de matrizes elementares:

A = E1E2 . . . Ek.

Então,

det(AB) = det(E1E2 . . . EkB)
= det(E1) det(E2) · · · det(Ek) det(B) (pelo Lema 5.9)
= det(A) det(B),

completando a demonstração. ■

Exemplo 5.12. Sejam

A =

(
2 3
4 −1

)
, B =

(
−1 2
3 2

)
,

e consequentemente

AB =

(
7 10

−7 6

)
,

e

detAB = (ab)11(ab)22 − (ab)12(ab)21
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= (7)(6) − (10)(−7)

= 112

Temos

detA = (a)11(a)22 − (a)12(a)21

= (2)(−1) − (3)(4)

= −14

detB = (b)11(b)22 − (b)12(b)21

= (−1)(2) − (2)(3)

= −8

Claramente, detA detB = det(AB), ou seja, (−14)(−8) = 112. ◀

O exercício 153 pede a demonstração do Teorema a seguir.

Teorema 5.13. SejamA uma matriz quadrada de ordem n e c um escalar.

i) det(A) = det(AT ).

ii) det(cA) = cn det(A).

iii) det(A) = 0 seA tem uma linha ou coluna com zeros.

iv) det(A) = 0 se e somente seA é singular.

v) det(A−1) = 1
det(A) , seA tem inversa.

Do item (iv) do Teorema 5.13 obtemos também o seguinte corolário.

Corolário 5.14. Um sistema de equações linearesAx = b é determinado se e somente se detA ̸= 0.

Lema 5.15. O determinante de uma matriz diagonal é o produtório dos elementos em sua diagonal.

Demonstração. SejaA uma matriz diagonal. Como o determinante é multilinear,

detA = det
(
a11 0T

0 [A]11

)
= a11 det

(
1 0T
0 [A]11

)
e por indução nas colunas, det(A) = a11a22 . . . ann det(I). ■

O seguinte Lema garante que existe determinante para matrizes triangulares.

Lema 5.16. O determinante de uma matriz triangular é o produto dos elementos de sua diagonal.

Demonstração. Seja A triangular superior. Aplicando eliminação de Gauss obtemos uma matriz diagonal.
Se não houve troca de linhas durante o processo de eliminação, temos det(A) =

∏
i aii.

Se houve troca de linhas, o resultado será umamatriz com alguma linha inteira igual a zero, e portanto
det(A) = 0.

O mesmo se aplica a matrizes triangulares inferiores, porque det(A) = det(AT ). ■
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Observe que este Lema também nos dá uma forma de calcular o determinante de qualquer matriz qua-
drada: se pudermos pô-la na forma triangular sem troca de linhas, somente usando operações elementares
do tipoEi+kL, seu determinante será o produto da diagonal. Quando houver troca de linhas, podemos lem-
brar a quantidade de trocas, e quando esta for ímpar, multiplicamos o produto da diagonal por−1.

O Exercício 148 pede a demonstração do Teorema 5.17.

Teorema 5.17. Matrizes similares tem o mesmo determinante e o mesmo traço.

O Lema 5.18 será usado quando descrevermos métodos para calcular determinantes.

Lema 5.18. Se uma coluna i de uma matriz é combinação linear das outras (ou seja, as colunas são LD), então o
determinante da matriz não muda se substituirmos a coluna i por zeros.

Demonstração. Se uma coluna i deA é combinação linear das outras, então uma linha i deAT é combinação
linear das outras. Mas isto é omesmo que dizer que a linha i pode ser obtida a partir da linha zero, somando
múltiplos das outras linhas. Somar múltiplos de linhas a outras é uma operação elementar que nãomuda o
determinante, portanto a matriz teria o mesmo determinante se a linha i deAT fosse zero. Como detA =
detAT , terminamos a demonstração. ■

5.3 Existência e unicidade do determinante

Até agora temos falado de “funções determinante” (aquelas que satisfazem a definição 5.4); até mesmo
definimos “uma” função determinante paramatrizes de ordemdois. No entanto, nãomostramos que existe
uma função determinante para matrizes quadradas de qualquer ordem. E não provamos também que não
há funções diferentes que satisfazem a definição.

Começamos pela existência. Para provar a existência do determinante para toda matriz, simplesmente
mostramos um método para calcular determinantes de matrizes qualquer ordem.

Teorema 5.19. Toda matriz quadrada tem um determinante (ou “há uma função determinante definida para todas
as matrizes quadradas”).

Demonstração. Segue diretamente do Teorema 4.102 e do Lema 5.16: como podemos decompor qualquer
matrizA em

A = PLU,

temos

detP = ±1 (matriz do tipo Eij)
detL = 1 (triangular, tem uns na diagonal)

detU =
∏

uii. (triangular)

Assim, como os tres determinantes são definidos, então para qualquer matrizA = PLU,

detA = detP detU. ■

Nossa demonstração de existência não garante unicidade, porque a decomposição LU não é única. As-
sim, provaremos em seguida a unicidade do determinante. A técnica usual para mostrar que algo (uma
função, ou qualquer outro objeto matemático) é único consiste em presumir que haja dois objetos satisfa-
zendo a definição, e depois provar que ambos tem que necessariamente ser iguais.
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Teorema 5.20. O determinante de qualquer matriz é único.

Demonstração. Sejam det(1) e det(2) duas funções determinante para matrizes de ordem n. Seja também
δ = det(1) − det(2) a diferença entre elas.

Sabemos que para qualquer matriz quadradaA vale uma das duas afirmações:

i) SeA não é singular (ou seja, tem inversa), existe uma sequência de matrizes elementares que trans-
formamA na identidade:

E1E2 . . . EkA = I.

Como cada Ei tem inversas, podemos isolar a matrizA,

A = E−1
k . . . E−1

2 E−1
1 .

ii) A é singular (não tem inversa). Neste caso, podemos levá-la à forma triangular, e a matriz resultante
terá uma linha inteira com zeros. Assim, existe uma sequência de matrizes elementares que somam
múltiplos de linhas a outras, ou seja, que não mudam o determinante, e que transformam A numa
matriz

X = E1E2 . . . EkA

contendo uma linha inteira de zeros (ou seja, ao tentarmos resolver o sistema linear percebemos que
a matriz é singular). Podemos também escrever

A = E−1
k . . . E−1

2 E−1
1 X

Tratamos o caso (i). Observamos que

δ(A) = det(1)(A) − det(2)(A)

= det(1)(E−1
k . . . E−1

2 E−1
1 ) − det(2)(E−1

k . . . E−1
2 E−1

1 ).

= det(1)(E−1
k ) . . .

(1)

det(E−1
2 )det(1)(E−1

1 ) − det(2)(E−1
k ) . . . det(2)(E−1

2 )det(2)(E−1
1 )

(porque detAB = detA detB)

Mas como, de acordo com o Teorema 5.8, as duas funções determinante devem dar o mesmo valor para
cada matriz elementar,

δ(A) = det(1)(E−1
k ) . . . det(1)(E−1

2 )det(1)(E−1
1 ) − det(2)(E−1

k ) . . . det(2)(E−1
2 )det(2)(E−1

1 )

= 0.

Assim, no caso (i) temos δ(A) = 0.
Agora abordamos o caso (ii). Se X tem uma linha com zeros, as duas funções determinante devem

resultar em zero, logo
δ(X) = 0− 0 = 0,

e também temos δ(A) = 0.
Assim, δ(A) = 0 para toda matrizA, e portanto det(1) = det(2). ■
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5.4 Calculando determinantes

Nesta seção tratamos de como calcular determinantes. Embora nossa atenção fique voltada especialmente
ao corpo dos reais, é importante observar que no cálculo de determinantes, as operações usadas devem ser
aquelas definidas para o corpo ao qual as entradas da matriz pertencem, como mostra o exemplo 5.21.

Exemplo 5.21.⋆ Seja

A =

(
1 0
1 1

)
uma matriz com entradas em Z2. Seu determinante é

detA = a11a22 − a12a21

= (1)(1)⊕ (0)(1)

= 1⊕ 0
= 1.

O determinante de A também poderia ter sido obtido a partir dos elementos da diagonal, porque A é
triangular:

detA = a11a22 = (1)(1) = 1. ◀

5.4.1 Determinantes de ordem 3: regra de Sarrus
Para ordem 3, a regra de Sarrus diz que

det

(
a b c
d e f
g h i

)
= aei+ bgf+ dhc− ceg− bdi− fha.

Pode-se verificar que esta fórmula também mantém as propriedades de função determinante.
Há uma ilustração muito usada como auxílio para que se possa recordar desta regra: copiamos as duas

primeiras colunas da matriz, pondo-as no lado direito. Em seguida, traçamos a diagonal principal e duas
outras paralelas, com linha contínua; a diagonal secundária e duas outras paralelas, com linhas tracejadas.

a11 a12 a13 a11 a12

a21 a22 a23 a21 a22

a31 a32 a33 a31 a32

− − −

+ + +

Afigura nos diz que devemos somar os produtórios das diagonaismarcadas com (+), e subtrair do resultado
os produtórios das diagonais marcadas com (−).

Exemplo 5.22. Seja

A =

(
1 3 −3
2 −1 2
5 0 4

)
A regra de Sarrus nos diz que o determinante é dado por
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1 3 −3 1 3

2 −1 2 2 −1

5 0 4 5 0

− − −

+ + +

E portanto temos

detA = +(1)(−1)(4) +(3)(2)(5) +(−3)(2)(0)

−(5)(−1)(−3) −(0)(2)(1) −(4)(2)(3)

= −13.

◀

5.4.2 Escalonamento e decomposição LU

Se umamatriz quadradaA tem ordemn > 3, podemos escaloná-la e calcular o produtório da diagonal, que
será igual ao determinante. Se houver troca de linhas em quantidade ímpar, multiplicamos o determinante
por−1.

Há algoritmos muito eficientes para obter a decomposição PLU de uma matriz, portanto também po-
demos tomar sua fatoração PLU e calcular detP detL detU, ou simplesmente detP detU, porque o deter-
minante de L sempre será um.

Exemplo 5.23. A seguir mostramos uma matriz e sua decomposição LU.

A =

 1 2 0 4
3 0 −2 0

−1 −1 1 −4
0 0 3 0

 =

 1 0 0 0
3 1 0 0

−1 −1/6 1 0

0 0 9/2 1


1 2 0 4
0 −6 −2 −12
0 0 2/3 −2

0 0 0 9


O determinante deA é (−6)(2/3)(9) = −36. ◀

Este é o métodomais usado na prática para obtenção de determinante. Podemos resumi-lo da seguinte
forma: se a decomposição PLU deA éA = PLU, então

detA = (−1)k
∏

uii,

onde k é a quantidade de operações de troca de linhas usada ao fatorarA em PLU.
Não mostraremos que este método de fato resulta em uma função determinante porque já o fizemos

quando mostramos que o produtório da diagonal de matrizes triangulares é o determinante da matriz.

5.4.3 Expansão de Laplace

Apesar do uso de escalonamento ou decomposição PLU ser mais eficiente para calcular determinantes, há
um outros método, bastante conhecido, que pode ser útil em algumas situações, e que é importante no
desenvolvimento teórico de outros fatos.
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Definição 5.24 (Menores e cofatores). Seja A uma matriz quadrada. Denotamos por [A]ij a matriz de
ordem n− 1 obtida deA removendo sua i-ésima linha e j-ésima coluna.

O menor complementar deA relativo ao elemento aij é det[A]ij.
O cofator de um elemento aij deA é (−1)i+j det[A]ij. Denotamos cof(A, i, j). ♦

Exemplo 5.25. Considere a matriz

A =

(
2 −5 1
0 3 7

−1 4 6

)
O menor complementar do elemento a23 é

det[A]23

(
2 −5

−1 4

)
= 2 · 4− (−5)(−1) = 8− 5 = 3.

Já o cofator é (−1)2+3 det[A]23 = −3. ◀

O Teorema de Laplace explicita um método para obtenção do determinante de uma matriz quadrada
de qualquer ordem.

Teorema 5.26. SejaA uma matriz quadrada. Então, para qualquer linha i deA,

det(A) =
∑
j

aij(−1)
i+j det([A]ij).

A demonstração a seguir foi redigida em grau de abstração e concisão um pouco acima do usado no
resto do texto, e deve ser considerada opcional.

Demonstração. Como o determinante é único, bastamostrar que a função definida pela expansão de Laplace
tem as propriedades que definem a função determinante.

(i) det(I) = 1. Segue por indução. A base é det(1) = 1. A hipótese é que det(Ik−1) = 1. Para o passo,
tomamos Ik, Basta dividir a matriz em blocos:

Ik =

(
1 0t
0 Ik−1

)
O determinante, de acordo com a expansão de Laplace é 1multiplicado por det(Ik−1), que é 1.

(ii) Colunas LD implicam em determinante zero. Mostramos simplesmente que se há uma coluna zero, o
determinante é zero (o Lema 5.18 nos diz que isso implica que o determinante deve ser zero tambémquando
há colunas LD).

Se há uma coluna zero namatriz, haverá em todos osmenores, e portanto todos os cofatores serão zero.
(iii) Determinante é multilinear. Para mostrar a multilinearidade, escolhemos uma linha i e mostramos

(a) o efeito da multiplicação da linha i por um escalar k; e (b) se duas matrizes A e B são iguais, diferindo
apenas pela i-ésima linha, o determinante deA+ B é o determinante da matriz que difere delas por ter a
soma das duas linhas diferentes na posição i.

(a) Multiplicação de coluna i por escalar k: mostraremos que cada termo da soma na expansão de Laplace
é multiplicado por k:

det(A) =
∑
j

(
kaij

)
(−1)i+j det([A]ij) = k

∑
j

aij(−1)
i+j det([A]ij)
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O j-ésimo termo é multiplicado por k porque seu coeficiente na expansão de Laplace é kaij.
(b) SeA e B são iguais, diferindo apenas pela linha i, ou seja,

A =

(
M1

α
M2

)
, B =

 M1

β
M2

 ,
e

C =

 M1

α+ β
M2

 ,
então temos

det(C) =
∑
j

(aij + bij)(−1)
i+j det([A]ij)

=

∑
j

(aij)(−1)
i+j det([A]ij)

+

∑
j

(bij)(−1)
i+j det([A]ij)


= detA+ detB. ■

Exemplo 5.27. Seja

A =

 1 2 −1 −2
0 3 4 1
3 5 0 0

−1 2 3 1

 .
Evidentemente escolhemos a linha com dois zeros, para facilitar o cálculo.

detA = 3(−1)3+1 det[A]31 + 5(−1)3+2 det[A]32 + 0(−1)3+3 det[A]33 + 0(−1)3+4 det[A]34
= 3(−1)3+1 det[A]31 + 5(−1)3+2 det[A]32

= 3(−1)3+1 det

(
2 −1 −2
3 4 1
2 3 1

)
+ 5(−1)3+2 det

(
1 −1 −2
0 4 1

−1 3 1

)
= 3 · 1+ (−5)(−6) = 33. ◀

5.4.4 Fórmula de Leibniz
Embora tenhamos descrito métodos para calcular o determinante de matrizes de ordem n, nenhum deles
era uma fórmula (uma forma fechada). Há uma fórmula que descreve o determinante, chamada de fórmula
de Leibniz.

Definição 5.28 (permutação). Uma permutação é uma função que recebe uma tupla de n elementos e de-
volve outra tupla, com os mesmos elementos, reordenando-os.

Denotamos por Sn o conjunto de todas as permutações de n elementos. ♦

Exemplo 5.29. Seja σ a permutação que recebe quatro elementos, e devolve o primeiro na terceira po-
sição, o segundo na primeira posição, o terceiro na segunda posição e o quarto em sua posição original.
Denotamos esta permutação por (

1 2 3 4
2 3 1 4

)
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Assim, σ(a, b, c, d) = (b, c, a, d). ◀

Na fórmula de Leibniz usaremos permutações dos índices das colunas da matriz. Quando denotarmos
ai,σi

, o significado é “o elemento da matriz, na linha i e a coluna dada pela permutação σ no i-ésimo
argumento (ou seja, σ(i)). Por exemplo, usando a permutação(

1 2 3
2 1 3

)
teríamos a1,σ1

igual a a1,2; a2,σ2
igual a a2,1; e a3,σ3

igual a a3,3.

Definição 5.30 (paridade de permutação). A paridade de uma permutação σ é denotada por sgn(σ), e é+1
se o número de inversões que aquela permutação induz é par, e−1 se o número de inversões é ímpar. ♦

Exemplo 5.31. Sejam σ1, σ2 e σ3 permutações:

σ1 =

(
1 2 3
2 1 3

)
σ1 =

(
1 2 3 4
3 4 1 2

)
σ1 =

(
1 2 3 4
4 1 2 3

)
A permutação σ1 tem uma única inversão, 2↔ 1 portanto sgn(σ1) = −1.

A permutação σ2 tem quatro inversões, 3↔ 1, 3↔ 2, 4↔ 1, 4↔ 2, portanto sgn(σ1) = +1.
A permutação σ1 tem três inversões, 4↔ 1, 4↔ 2, 4↔ 3 portanto sgn(σ1) = −1. ◀

Teorema 5.32. O determinante de qualquer matriz quadradaA é dado por

det(A) =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)
n∏

i=1

ai,σi
.

O determinante deA é uma soma com n! termos (um para cada σ em Sn). Cada termo é da forma

(±1)a1□a2□ . . . an□.

Os índices indicados por□ nesta última fórmula são os índices 1, 2, . . . , n, permutados de alguma forma, e
o sinal±1 é+1 se o número de inversões desta permutação é par, e−1 caso contrário.

Demonstração. Mostramos que a função expressa pela fórmula de Leibniz tem as propriedades de função
determinante.

(i) det(I) = 1. Pode-se verificar claramente que todos os termos do somatório na fórmula de Leibniz
serão zero, exceto a11a22 . . . ann, que resultará em 1.

(ii) Colunas LD implicam em determinante zero. Usamos o Lema 5.18 e mostramos que se há uma coluna
zero, o determinante é zero. Se uma coluna i é composta de zeros, teremos aij = 0 para todo j. Mas cada
termo da soma na fórmula de Leibniz inclui ai□, e portanto todos os termos serão zero.

(iii) Determinante é multilinear. Mostraremos (a) que a multiplicação de uma linha por escalar resulta na
multiplicação do determinante pelo mesmo escalar; e (b) que se A e B diferem somente na linha i, então
a soma dos determinantes de A e B é o determinante da matriz que só difere de A e B por ter a soma da
i-ésima linha (deA e de B).

(a) Multiplicar uma coluna por k significa multiplicar todos os ai□ por k. Como na fórmula de Leibniz
cada termo terá exatamente um ai□:

sgn(σ1)a□1 · · · ka□1 · · ·a□n + sgn(σ2)a□1 · · · ka□1 · · ·a□n + · · ·



Ve
rs
ão
Pr
el
im
in
ar

Ál
ge
br
a L
in
ea
r

Je
rô
ni
m
o
Pe
lle
gr
in
i

210 CAPÍTULO 5. DETERMINANTES

fatoramos e obtemos kmultiplicado pelo valor anterior de determinante:

k
(
sgn(σ1)a□1 · · ·a□i · · ·a□n + sgn(σ2)a□1 · · ·a□i · · ·a□n + · · ·

)
(b) SeA e B são iguais, exceto pela linha i, ou seja,

A =

(
M1

α
M2

)
, B =

 M1

β
M2

 ,
e

C =

 M1

α+ β
M2

 ,
então

det(C) =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)
n∏

j=1

cj,σj
.

Mas como em cada permutação haverá um elemento da linha i (ou seja, a linha contendo α+ β),

det(C) =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)
(∏

j̸=i

cjσj

)
(ai,σi

+ bi,σi
)

=
∑
σ∈Sn

sgn(σ)
(∏

j̸=i

cjσj

)
(ai,σi

) +
∑
σ∈Sn

sgn(σ)
(∏

j̸=i

cjσj

)
(bi,σi

)

=
∑
σ∈Sn

sgn(σ)
n∏

j=1

ajσj
+
∑
σ∈Sn

sgn(σ)
n∏

j=1

bjσj

= detA+ detB. ■

Exemplo 5.33. Seja

A =

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

 .
As permutações de (1, 2, 3) e suas paridades são

(1, 2, 3),+1

(2, 3, 1),+1

(3, 1, 2),+1

(1, 3, 2),−1

(2, 1, 3),−1

(3, 2, 1),−1

Então

det(A) =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)
n∏

i=1

ai,σi
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= +a11a22a33

+ a12a23a31

+ a13a21a32

− a11a23a32

− a12a21a33

− a13a22a31,

exatamente como descrevemos anteriormente pela regra de Sarrus. ◀

5.4.5 Por blocos
Pode ser útil em diversas situações calcular o determinante de matrizes particionadas em blocos. Nesta
Seção apresentamos alguns Teoremas a respeito destes determinantes.

Teorema 5.34.

det
(
A B
0 D

)
= detA detD.

Demonstração. Primeiro notamos que

det
(
A B
0 D

)
= det

(
A I
0 I

)
det
(
I A−1(B−D)

0 D

)
.

Agora,

det
(
A I
0 I

)
= detA

det
(
I A−1(B−D)

0 D

)
= detD.

O primeiro determinante pode ser verificado por expansão de Laplace na última coluna; o segundo deter-
minante, por expansão de Laplace na primeira coluna. Segue disso o resultado. ■

Exemplo 5.35.

det

1 2 37 20
3 8 1 0
0 0 2 9
0 0 1 4

 = det
(
1 2
3 8

)
det
(
9 4
2 1

)
= (2)(−1) = −2.

◀

Teorema 5.36. Se b é coluna, cT é linha, e d é um único elemento,

det
(
A b
cT d

)
= (d+ 1) detA− det(A+ bcT ).

Exemplo 5.37.

det

1 2 37 20
3 8 1 0
0 0 2 9
0 0 1 4

 = (4+ 1) det

(
1 2 37
3 8 1
0 0 2

)
− det

[
A+

(
20
0
9

)
(0 0 1)

]
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= (5)(4) − det

(
1 2 57
3 8 1
0 0 11

)
= 20− 22 = −2. ◀

⋆ 5.5 Matrizes complexas

O determinante de uma matriz complexa é definido e calculado da mesma forma que o de matrizes reais.

Teorema 5.38. SejaA uma matriz quadrada complexa. Então

i) det(AH) = detA,

ii) Tr(AH) = TrA.

Exemplo 5.39. Se

A

(
1 1− i
3 2− i

)
,

temos

AH =

(
1 3

1+ i 2+ i

)
.

Agora,

detA = det
(
1 1− i
3 2− i

)
= (2− i) − (3− 3i) = −1+ 2i

e

detAH = det
(

1 3
1+ i 2+ i

)
= (2+ i) − (3+ 3i) = −1− 2i ◀

Exemplo 5.40. Se

A

(
2 1− i
3 2− i

)
, AH =

(
2 3

1+ i 2+ i

)
,

temos

Tr(A) = 4− i
Tr(AH) = 4+ i. ◀

5.6 Aplicações

5.6.1 Regra de Cramer
A “regra de Cramer” é um teorema que dá ummétodo simples para resolver sistemas de equações lineares
usando determinantes. É possivelmente a aplicação mais conhecida de determinantes.
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Teorema 5.41 (Regra de Cramer). Em um sistma linear representado porAx = b, onde o vetor x é a incógnita,
tem-se que

xi =
det(Ai)

det(A)
,

ondeAi é a matriz obtida trocando a i-ésima coluna deA por b.

Demonstração. Seja s a solução paraAs = b – ou seja,

a11s1 + a12s2 + . . .+ a1nsn = b1

a21s1 + a22s2 + . . .+ a2nsn = b2
...

an1s1 + an2s2 + . . .+ annsn = bn

Agora, multiplicamos cada i-ésima equação pelo cofatorAi1.

A11a11s1 +A11a12s2 + . . .+A11a1nsn) = A11b1

A21a21s1 +A21a22s2 + . . .+A21a2nsn = A21b2
...

An1an1s1 +An1an2s2 + . . .+An1annsn = An1bn

Somando as equações, obtemos

s1(A11a11 +A21a21 + . . .+An1an1)

+s2(A11a12 +A21a22 + . . .+An1an2)

+ . . .

+sn(A11a1n +A21a2n + . . .+An1ann)

=b1A11 + b2A21 + . . .+ bnAn1.

O primeiro termo é s1 multiplicado pelo determinante de A (pelo teorema de Laplace). Os outros termos
do lado esquerdo são zero. O lado direito é o determinante de

A1 =


b1 a12 · · · a1n
b2 a22 a2n
...

. . .
bn an2 ann


Então

s1 det(A) = det(A1),

e

s1 =
det(A1)

det(A)
.

O mesmo vale para os outros si. ■

Quando o determinante deA é zero, o sistema não tem solução.
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Exemplo 5.42. Considere o sistema linear
2x1 − 3x2 + 3x3 = 2

x1 + x2 + x3 = 1

x1 − 2x2 − x3 = −2.

Este sistema pode ser representado comoAx = b, com

A =

(
2 −3 3
1 1 1
1 −2 −1

)
, b =

(
2
1

−2

)
.

O determinante deA é -13. As matrizesA1,A2 eA3 são

A1 =

(
2 −3 3
1 1 1

−2 −2 −1

)
, A2 =

(
2 2 3
1 1 1
1 −2 −1

)
, A3 =

(
2 −3 2
1 1 1
1 −2 −2

)
,

e calculamos
det(A1) = 5, det(A2) = −3, det(A3) = −15.

Já temos a solução para o sistema:

x1 =
det(A1)

det(A)
= −

5

13
,

x2 =
det(A2)

det(A)
=
3

13
,

x3 =
det(A3)

det(A)
=
15

13
. ◀

Sistemas lineares com soluções integrais

Aqui apresentamos uma aplicação da regra de Cramer na demonstração de um teorema, que nos garante
qua sob certas condições a solução para um sistema de equações será inteira.

Definição 5.43 (matriz totalmente unimodular). Uma matrizA é totalmente unimodular se os determinan-
tes de todas as suas submatrizes quadradas são iguais a 1,−1 ou 0. ♦

Note que uma matriz não precisa ser quadrada para ser totalmente unimodular. Apenas exigimos que
os determinantes de todas suas submatrizes quadradas sejam unitários ou zero.

Exemplo 5.44. A matriz

A =

(
1 1 0 1
0 1 1 0
0 0 1 0

)
é totalmente unimodular, porque as suas submatrizes quadradas tem determinante 1,−1 ou zero. ◀

Teorema 5.45. Se A é quadrada e totalmente unimodular e b ∈ Zn, então a solução para o sistema Ax = b, se
existir, pertence a Zn.
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Demonstração. Se o sistema tem solução, o valor de xi é dado por

xi =
det(Ai)

det(A)
.

O determinante deAi será inteiro, porque a matrizA só tinha coeficientes inteiros, e o vetor b, que subs-
titui uma das colunas, também. Como det(A) = ±1, dividimos um inteiro por±1, obtendo xi ∈ Z. ■

Exemplo 5.46. Seja

A =

(
1 0 1
1 1 0
0 1 0

)
,

totalmente unimodular, e b = (3, 2, 8)T . Considere o sistemaAx = b:(
1 0 1
1 1 0
0 1 0

)x1x2
x3

 =

(
3
2
8

)

Reescrevemos o sistema, obtendo
x1 +x3 = 3
x1 +x2 = 2

x2 = 8

Temos x2 = 8, o que implica que x1 = −6. Consequentemente, x3 = 9, e a solução x = (−6, 8, 9)T é
integral. ◀

Sistemas lineares em C
A regra de Cramer funciona em qualquer corpo, portanto podemos usá-la para resolver sistemas line-

ares em C.
Considere o sistema linear a seguir, com variáveis complexas.2ix1 −2x3 = 1

x1 +3x2 = 0
ix1 −ix3 = 4i

O sistema pode ser reescrito comoAx = b, com

A =

(
2i 0 −2
1 3 0
i 0 −i

)
, b =

(
1
0
4i

)

Temos
detA = 6i+ 6,

e

A1 =

(
1 0 −2
0 3 0
4i 0 −i

)
, A2 =

(
2i 1 −2
1 0 0
i 4i −i

)
, A3 =

(
2i 0 1
1 3 0
i 0 4i

)
.
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Os determinantes são

detA1 = 21i,

detA2 = −7i,

detA3 = −3i− 24

A solução é, portanto,
x1 = 21i

6i+6
= 7i

2i+2
= 7

4
+ 7

4
i,

x2 = 9i
6i+6

= − 7i
6i+6

= − 7
12

− 7
12
i,

x3 = −3i−24
6i+6

= − i+8
2i+2

= −9
4
+ 7

4
i.

Sistemas lineares em Z2
Damos um exemplo de resolução de sistema linear sobre Z2, usando a regra de Cramer.

Exemplo 5.47. No exemplo 5.21 verificamos que o determinante de

A =

(
1 0
1 1

)
,

com entradas em Z2, é 1. Agora resolveremos o sistemaAx = b, com

b =

(
1
0

)
.

Usando a regra de Cramer,

A1 =

(
1 0
0 1

)
, A2 =

(
1 1
1 0

)
,

e temos

detA1 = (A1)11(A1)22 ⊕ (A1)12(A1)21

= (1)(1)⊕ (0)(0)

= 1⊕ 0
= 1,

detA2 = (A1)11(A1)22 ⊕ (A1)12(A1)21

= (1)(0)⊕ (1)(1)

= 0⊕ 1
= 1.

Para calcular os valores de x1 e x2, multiplicamos detAi pelo inverso multiplicativo de detA. Como
detA = 1, seu inverso em Z2 é também 1.

x1 = detA1(detA)−1

= (1)(1)

= 1,

x2 = detA2(detA)−1
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= (1)(1)

= 1.

Facilmente verificamos que

Ax =

(
1 0
1 1

)(
1
1

)
= 1

(
1
1

)
⊕ 1

(
0
1

)
(combinação linear de colunas, sec.4.2.2)

=

(
1⊕ 0
1⊕ 1

)
=

(
1
0

)
= b. ◀

5.6.2 Área de triângulos, volume de pirâmides

O cálculo da área de triângulos em R2 a partir dos vértices pode ser descrito pelo determinante de uma
matriz de ordem 3.

Teorema 5.48. A área do triângulo com vérticesA = (a1, a2)
T , B = (b1, b2)

T ,C = (c1, c2)
T é dada por

∣∣∣∣12 det
(
b1 − a1 c1 − a1
b2 − a2 c2 − a2

)∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣12 det

a1 a2 1
b1 b2 1
c1 c2 1

∣∣∣∣∣∣
Demonstração. Sejam A, B, C pontos em R2. Observamos que B − A e C − A podem ser vistos como dois
vetores com tamanho igual a dois lados do triângulo △ABC. A área do paralelogramo gerado por esses
vetores, dividida por dois, é igual à área do triângulo. Com isso chegamos a∣∣∣∣12 det

(
b1 − a1 c1 − a1
b2 − a2 c2 − a2

)∣∣∣∣ .
Este determinante é igual a

(b1 − a1)c2 + (a2 − b2)c1 + a1b2 − a2b1,

o mesmo valor do determinante de ordem 3 dado no enunciado do teorema. ■

Removendo o módulo da fórmula, tem-se a área com orientação (volume orientado) do triângulo: se
o triângulo não é degenerado, os dois vetores B − A e C − A formam uma base para R2. O sinal do
determinante nos dará a orientação destes vetores com relação à base canônica.

Exemplo 5.49. O triângulo com vértices P = (3, 4)T ,Q = (2,−1)T , e R = (−5, 0)T , na figura a seguir,
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P

Q
R

tem área igual a ∣∣∣∣∣12 det
(

3 4 1
2 −1 1

−5 0 1

)∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣−362

∣∣∣∣ = 18. ◀

O Exercício 145 pede a demonstração do Teorema 5.50, que nos dá uma fórmula para o volume de te-
traedros.

Teorema 5.50. Sejam P,Q, R, S pontos emR3 formando uma pirâmide. O volume da pirâmide é dado por

1

6

∣∣∣∣∣∣det
qx − px rx − px sx − px
qy − py ry − py sy − py
qz − pz rz − pz sz − pz

∣∣∣∣∣∣ = 1

6

∣∣∣∣∣∣∣∣det


1 1 1 1
px qx rx sx
py qy ry sy
pz qz rz sz


∣∣∣∣∣∣∣∣ .

Assim como para triângulos, a remoção do módulo nos dará volume orientado, permitindo verificar a
base de R3 formada porQ− P, R− P e S− P.

Exemplo 5.51. Calcularemos o volume da pirâmide PQRS, sendo

P = (3, 1, 3)T

Q = (1, 2, 3)T

R = (1, 3, 2)T

S = (3, 4, 4)T
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De acordo como Teorema 5.50, o volume é

1

6
det

1 1 1 1
3 1 1 3
1 2 3 4
3 3 2 4

 = −
8

6
.

O sinal negativo, como visto no início deste Capítulo, é indicativo da orientação da base formada por
(P,Q, R, S), que não é concordante com a base canônica (se trocarmos dois dos vetores de posição aomon-
tar a matriz, por exemplo para (P,Q, S, R), a base passará ater a mesma orientação da bae canônica, e o
sinal passará a ser positivo). ◀

5.6.3 Equação da circunferência passando por tres pontos
Mostraremos agora como obter a equação da circunferencia que passa por tres pontos dados. começamos
mostrando uma forma alternativa da equação da circunferência.

Usualmente a equação da circunferência é escrita como

(x− a)2 + (y− b)2 = r2

(x2 − 2ax+ a2) + (y2 − 2by+ b2) = r2

x2 + y2 − 2ax− 2by+ a2 + b2 − r2 = 0

Multiplicamos ambos os lados por algum númeroA ̸= 0,

A(x2 + y2) − 2Aax− 2Aby+A(a2 + b2 − r2) = 0

Substituindo B = −2Aa, C = −2Ab,D = A(a2 + b2 − r2),

A(x2 + y2) + Bx+ Cy+D = 0. (5.1)

Teorema 5.52. Dados pontos P,Q, R emR2, não colineares, a equação da circunferência que passa por eles é dada
por

det


x2 + y2 x y 1
x2p + y2p xp yp 1

x2q + y2q xq yq 1

x2r + y
2
r xr yr 1

 = 0. (5.2)

Demonstração. Usando a expansão de Laplace na primeira linha, o determinante é

det


x2 + y2 x y 1
x2p + y2p xp yp 1

x2q + y2q xq yq 1

x2r + y
2
r xr yr 1

 = (x2 + y2) det

xp yp 1

xq yq 1

xr yr 1

+ Bx+ Cy+D,

que é claramente a equação de uma circunferência, conforme a equação (5.1). Para verificarmos que ela
passa por P,Q e R, observamos que

• O determinante de ordem 3 que aparece na expressão é a área do triângulo PQR, e portanto será
positivo a não ser quanto os tres pontos forem colineares (quando então será zero);
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• quando substituímos as coordenadas de um desses pontos – por exemplo P, em x e y, teremos duas
linhas iguais em (5.2),e o determinante é zero (ou seja, o ponto satisfaz a equação). ■

Exemplo 5.53. Sejam P = (1, 1)T ,Q = (1, 2)T e R = (3, 3)T . De acordo com o Teorema 5.52, a circunfe-
rência passando por estes pontos é

det

x
2 + y2 x y 1
12 + 12 1 1 1
12 + 22 1 2 1
32 + 32 3 3 1

 = det

x2 + y2 x y 1
2 1 1 1
5 1 2 1
18 3 3 1

 = 0,

o que nos dá

−2(x2 + y2) + 10x+ 6y− 12 = 0

(x2 + y2) − 5x− 3y+ 6 = 0 (dividimos por−2)
(x2 − 5x) + (y2 − 3y) + 6 = 0(

x2 − 5x+
25

4

)
+

(
y2 − 3y+

9

4

)
+ 6+

[
−
25

4
−
9

4

]
= 0 (completamos quadrados)(

x−
5

2

)2

+

(
y−

3

2

)2

−
5

2
= 0.

Concluímos que a circunferência que procuramos tem centro (5/2, 3/2) e raio
√
5/2. Verificamos que os

três pontos de fato estão na borda da circunferencia:

(1− 5/2)2 + (1− 3/2)2 − 5/2 = 9/4+ 1/4− 5/2 = 0

(1− 5/2)2 + (2− 3/2)2 − 5/2 = 9/4+ 1/4− 5/2 = 0

(3− 5/2)2 + (3− 3/2)2 − 5/2 = 1/4+ 9/4− 5/2 = 0

A figura a seguir ilustra a circunferencia e os pontos P,Q e R.

1 3

1

2

3

P

Q

R

A circunferencia da figura tem o centro e raio que determinamos, e vemos que ela passa pelos tres pontos
dados. ◀

5.6.4 O Teorema do Valor Médio (generalizado)
Relembramos do Cálculo o Teorema do Valor Médio.
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Teorema 5.54 (do valor médio). Seja f uma função contínua no intevalo [a, b] ∈ R, e diferenciável em (a, b).
Então existe c ∈ (a, b) tal que

f(b) − f(a)

b− a
= f ′(c).

Háumageneralização deste Teoremapara duas variáveis. Esta formamais geral é chamadade “Teorema
do Valor Médio de Cauchy”, ou “Teorema do Valor Médio Generalizado”.

Teorema 5.55 (do valor médio, generalizado). Se f e g são contínuas no intevalo [a, b] ∈ R, e diferenciáveis em
(a, b), com g(a) ̸= g(b), então existe c ∈ (a, b) tal que

f(b) − f(a)

g(b) − g(a)
=
f ′(c)

g ′(c)
.

Demonstração. Seja

H(x) = det
(
f(x) − f(a) f(b) − f(a)

g(x) − g(a) g(b) − g(a)

)
= det

 f(a) f(x) f(b)

g(a) f(x) g(b)

1 1 1


Claramente, H é zero quando x = a e quando x = b, porque isto implicaria em duas colunas iguais no
determinante da direita.

A funçãoH vale

H(x) =
[
f(x) − f(a)

] [
g(b) − g(a)

]︸ ︷︷ ︸
A

−
[
f(b) − f(a)

]︸ ︷︷ ︸
B

[
g(x) − g(a)

]
= Af(x) −Af(a) − Bg(x) + Bg(a)

= Af(x) − Bg(x) + k,

e como f e g são diferenciáveis e k é constante,H é diferenciável.
Temos agora dois fatos:

i) H(a) = H(b) = 0;

ii) H é diferenciável em (a, b).

Pelo Teorema do valor médio, (i) e (ii) implicam na existência de um ponto c ∈ [a, b] tal que

H(b) −H(a)

b− a
= H ′(c)

0

b− a
= H ′(c),

ou seja, há um ponto no intervalo onde a derivada deH é zero.
A derivada do determinante de ordem dois é fácil de calcular: a variável x aparece apenas na primeira

coluna, portanto derivamos esta coluna:

H ′(x) = det
(
f ′(x) f(b) − f(a)

g ′(x) g(b) − g(a)

)
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Como o enunciado nos garante que g(a) ̸= g(b), substituímos c em x e temos

f ′(c)
[
g(b) − g(a)

]
− g ′(c)

[
f(b) − f(a)

]
= 0

f ′(c)

g ′(c)
=
f(b) − f(a)

g(b) − g(a)
. ■

Exemplo 5.56. Sejam f(x) = x2 e g(x) =
√
x em [0, 4].

42 − 02√
4−

√
0
=

d
dc
c2

d
dc

√
c

16

2
=

2c

c
√
c

8 =
2√
c

√
c =

1

4

c =
1

16
.

No entanto, nem sempre é possível determinar c assim facilmente. ◀

O Teorema do Valor Médio de Cauchy pode ser usado para demonstrar a validade da regra de L’Hôpital.
A seguir esboçamos esta demonstração.

Teorema 5.57 (regra de L’Hôpital). Sejam f e g contínuas no intevalo [a, b] ∈ R, e diferenciáveis em (a, b), com
g ′(x) ̸= 0 para todo x ∈ (a, b). Seja c ∈ (a, b), com f(c) = g(c) = 0. Então

lim
x→c

f(x)

g(x)
= lim

x→c

f ′(x)

g ′(x)
,

se o limite no lado direito da equação existir.

Demonstração. (Esboço)
Usamos o Teorema do Valor Médio de Cauchy, mas ao invés de fixar um intervalo [a, b], variamos o

limite superior, e denotamos nosso intervalo por [a, x].
Assim, fixado a e definido algum x > a, sabemos que existe algum c ∈ [a, x] tal que

f ′(c)

g ′(c)
=
f(x) − f(a)

g(x) − g(a)
.

Mas se f(a) = g(a) = 0, então
f ′(c)

g ′(c)
=
f(x)

g(x)
.

Agora aproximarmos x de a. Claramente, quando x → a, temos c → a também, porque c deve estar no
intervalo [a, x]. Assim,

lim
x→a+

f ′(c)

g ′(c)
= lim

x→a+

f ′(x)

g ′(x)

lim
x→a+

f(x)

g(x)
= lim

x→a+

f ′(x)

g ′(x)
.

Repetimos omesmo raciocínio para o limite pela esquerda, tomando intervalos [x, b] e fazendo x→ b. ■
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5.6.5 O Wronskiano
Suponha que queiramos determinar se um conjunto de funções é linearmente independente em um certo
intervalo.

Definição 5.58 (Wronskiano). Sejam f1, f2, . . ., fn funções em Cn−1[a, b], ou seja, n − 1 vezes diferen-
ciáveis em um intervalo [a, b]. OWronskiano deste conjunto de funções é o determinante

det


f1 f2 · · · fn
f ′1 f ′2 · · · f ′n
f ′′1 f ′′2 · · · f ′′n
...
f
(n−1)
1 f

(n−1)
2 · · · f

(n−1)
n

 . ♦

Exemplo 5.59. Sejam f(x) = x2 e g(x) = cos(x). O Wronskiano das duas funções é

det
(
f g
f ′ g ′

)
= det

(
x2 cos(x)
2x − sen(x)

)
= −x2 sen(x) − 2x cos(x).

Vemos claramente que o Wronskiano, sendo obtido por soma, subtração e multiplicações de funções, tam-
bém é uma função de x. ◀

Teorema 5.60. Sejam f1, f2, . . ., fn funções n − 1 vezes diferenciáveis em um intervalo [a, b]. Se o Wronskiano
destas funções é diferente de zero para algum x ∈ [a, b], então as funções são linearmente independentes nesse
intervalo.

Demonstração. Suponha que f1, . . ., fn sejam LD. Então existem a1, . . ., an tais que

a1f1 + a2f2 + · · ·+ anfn = 0.

Derivamos ambos os lados n− 1 vezes, obtendo

a1f
′
1 + a2f

′
2 + · · ·+ anf ′n = 0

a1f
′′
1 + a2f

′′
2 + · · ·+ anf ′′n = 0

...

a1f
(n−1)
1 + a2f

(n−1)
2 + · · ·+ anf(n−1)

n = 0.

Ou seja, se as funções forem LI este sistema pode ter apenas a solução trivial com todos os ai = 0. Isso é
o mesmo que dizer que o determinante da matriz de coeficientes do sistema – o Wronskiano – é zero, para
todo x. ■

Exemplo 5.61. No exemplo 5.59 verificamos que o Wronskiano de f(x) = x2 e g(x) = cos(x) é

W(x) = det
(
x2 cos(x)
2x − sen(x)

)
= −x2 sen(x) − 2x cos(x).

Escolhemos, por exemplo, x = π, e obtemos

W(π) = −π2 sen(π) − 2π cos(π)
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= −2π(−1)

= 2π.

ComoW(π) ̸= 0, então as funções são LI em R. ◀

Exemplo 5.62. Considere as funções f(x) = 2x, g(x) = ln(x) e h(x) = x ln(x). O Wronskiano destas
funções é

det

2x x ln(x) ln(x)
2 ln(x) + 1 1/x

0 1/x −1/x2

 ,
que é igual a

−
2 ln(x)
x

−
2

x
+
4 ln(x)
x

Multiplicamos a expressão por x e igualamos a zero, obtendo

−2 ln(x) − 2+ 4 ln(x) = 0
2 ln(x) − 2 = 0

ln(x) = 1
x = e.

Assim, o Wronskiano só é zero em x = e, e as funções são LI em qualquer intervalo de R. ◀

Se as funções são LD, o Wronskiano não pode ser diferente de zero em nenhum ponto do intervalo.

Exemplo 5.63. As funções f(x) = x2 e g(x) = −3x2 são evidentemente LD (uma é múltipla da outra).
Calculamos seu Wronskiano:

W(x) = det
(
x2 −3x2

2x −6x

)
= −6x3 − 6x3 = 0,

e como esperávamos, o Wronskiano é zero para todo x ∈ R. ◀

Observe que somente provamos que se o Wronskiano é diferente de zero em algum ponto do inter-
valo, as funções são LI. A recíproca não é necessariamente verdadeira: quando o Wronskiano é zero em
todo o intervalo, nada podemos afirmar sobre a dependência linear das funções. Este fato é ilustrado no
exemplo 5.64.

Exemplo 5.64. As funções x e |x| são linearmente independentes: presuma que existem constantes a e b
tais que

ax+ b|x| = 0.

Para x = −1, teríamos−a = b. Para x = 1, teríamos a = b. Assim, b = a = −a, o que só é possível com
ambos iguais a zero.

No entanto, apesar das funções serem LI, seu Wronskiano é

det

(
x |x|

1 x
|x|

)
= 0. ◀
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5.6.6 Interpolação
Quando temos dados experimentais a respeito de algum fenômeno, mas ainda não temos um modelo ma-
temático para ele, podemos usar esses dados para construir Interpolar significa determinar uma função que
passe por um conjunto de pontos dados.

Se tivermos valores (x0, y0), (x1, y1), . . ., (xn, yn), podemos determinar umpolinômio de graumenor
ou igual a n passando exatamente por esses pontos.

Definição 5.65 (Matriz de Vandermonde). Uma matriz de Vandermonde é uma matriz quadrada cujas colu-
nas ou linhas formam uma progressão geométrica. Construímos uma matriz de Vandermonde a partir de
n escalares da seguinte forma: dados k0, k1, . . ., kn diferentes entre si,

V(k0, k1, . . . , kn) =


1 k1 k21 · · · kn−1

1

1 k2 k22 · · · kn−1
2

...
1 kn k2n · · · kn−1

n

 ♦

Exemplo 5.66. As matrizes a seguir são matrizes de Vandermonde:

A =

(
1 −1 1
1 2 4
1 10 100

)
, B =

1 2 4 8
1 5 25 125
1 3 9 27
1 7 49 343

 , C =

1 a a2 a3 a4

1 a2 a4 a6 a8

1 b b2 b3 b4

1 b3 b6 b9 b12

 ,
onde, na matriz C, a ̸= b.

A matriz A tem os escalares −1, 2 e 10 elevados às potências 0, 1, 2 em cada linha. A matriz B tem
2, 5, 3, 7 elevados às potências 0, 1, 2, 3. AmatrizC tema, (a2), b, (b3) elevados às potências 0, 1, 2, 3. ◀

O Teorema 5.67 nos dá uma maneira simples de calcular o determinante de matrizes de Vandermonde.
Sua demonstração é pedida no exercício 186.

Teorema 5.67. SejaA uma matriz de Vandermonde V(k0, . . . kn), ou seja,

A = V(k0, k1, . . . , kn) =


1 k1 k21 · · · kn−1

1

1 k2 k22 · · · kn−1
2

...
1 kn k2n · · · kn−1

n


Então

det(A) =
∏
i<j

(kj − ki).

Exemplo 5.68. O determninante da matrizA do exemplo 5.66,

A =

(
1 −1 1
1 2 4
1 10 100

)
,

é facilmente obtido pela regra de Sarrus:

detA = +(1)(2)(100) +(−1)(4)(1) +(1)(1)(10)

−(1)(2)(1) −(10)(4)(1) −(100)(1)(−1)

= 264.



Ve
rs
ão
Pr
el
im
in
ar

Ál
ge
br
a L
in
ea
r

Je
rô
ni
m
o
Pe
lle
gr
in
i

226 CAPÍTULO 5. DETERMINANTES

Mas sabemos que esta é uma matriz de Vandermonde, com

k0 = −1

k1 = 2

k2 = 10

Seu determinante, portanto, é

detA = (k1 − k0)(k2 − k0)(k2 − k1)

= (2− [−1])(10− [−1])(10− 2)

= (3)(11)(8)

= 264.

Observe que ao aplicar a regra de Sarrus, fizemos 3 somas, 3 subtrações, e 12 multiplicações. Usando o
teorema 5.67, fizemos somente 3 subtrações e duas multiplicações. Para matrizes de ordem maior, o uso
deste teorema é ainda mais vantajoso. ◀

Usamos a relação entre determinante e a existência de solução para um sistema linear na demonstração
do teorema 5.69.

Teorema 5.69. Dadosn+ 1 pontos, existe um único polinômio de grau menor ou igual an que passa por todos eles.

Demonstração. Para encontrar o polinômio interpolador

y(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anxn

escrevemos, em notação matricial,
1 x0 x20 · · · xn0
1 x1 x21 · · · xn1
...
1 xn x2n · · · xnn



a0
a1
...
an

 =


y0
y1
...
yn


Temos então um sistema linear,

a3x
3
0 + a2x

2
0 + a1x0 + a0 = y0

a3x
3
1 + a2x

2
1 + a1x1 + a1 = y1

a3x
3
2 + a2x

2
2 + a1x2 + a2 = y2

a3x
3
3 + a2x

2
3 + a1x3 + a3 = y3.

Os pares (xi, yi) são dados (são os pontos que usamos para interpolar), e as incógnitas são os coeficientes
ai. Como os xi são todos distintos, o determinante da matriz de coeficientes – que é uma matriz de Van-
dermonde – é sempre diferente de zero, porque det(A) é o produto de diferenças entre xi, xj distintos, e o
sistema terá uma única solução não nula que descreve o polinômio interpolador. ■

A relevância do determinante aqui está na demonstração de que sempre há uma única solução para o
sistema descrito, e portanto sempre haverá o polinômio interpolador.
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Exemplo 5.70. Os pontos a seguir poderiam ter sido obtidos de algum experimento, e acreditamos poder
descrever a relação entre as duas grandezas por um polinômio.

(−5,−78)

(−1,−14)

(1, 6)

(10,−3)

Usando o que foi exposto anteriormente, temos1 −5 (−5)2 (−5)3

1 −1 (−1)2 (−1)3

1 1 12 13

1 10 102 103


a0a1
a2
a3

 =

−78
−14
6
−3

 .
A solução do sistema é a0 = −3, a1 = 10, a2 = −1, e a3 = 0. Como a3 = 0, verificamos que um dos
pontos era desnecessário – ou seja, uma parábola é suficiente para descrevê-los:

y = −x2 + 10x− 3 ◀

Exercícios

Ex. 143 — Calcule os determinantes das matrizes a seguir.

(
−1 2 1
x 0 x2

3 0 −1

) 2 1 1 −4
4 5 3 −2
0 2 −2 3
1 −1 1 −2


a b c 1
b 0 0 2
c 0 0 3
d −2 −3 4




1 3 2 −3
2 1 3/2 5

0 3 3/2 4

−1 1 0 −7




2 3 7 −1 0
22 12 3/2 15 −2

51 6 14 −2 0
10 3 3/2 34 −2

−91 16 0 0 0


Ex. 144 — Determine a tal que o volume do paralelepípedo gerado pelos vetores (0, a, 2a)T , (1, 0, 1)T e
(4, 4,−2)T em R3 seja 1.

Ex. 145 — Prove o Teorema 5.50

Ex. 146 —⋆ Verifique que a fórmula que demos para determinar uma circunferência passando por dois pon-
tos é naturalmente generalizada para quatro pontos e esferas. Depois demonstre que vale a generalização
para n+ 1 pontos e hiperesferas em Rn.

Ex. 147 —⋆ A fórmula para determinar a circunferência passando por tres pontos dá a equação daquela
circunferência a partir de um determinante

det
(
· · ·
)
= A(x2 + y2) + Bx+ Cy+D = 0,
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que depois pode ser transformada na forma usual,

(x− a)2 + (y− b)2 = r2.

Prove que aquele determinante nunca resultará em uma equação de circunferência com raio negativo.

Ex. 148 — Prove o Teorema 5.17.

Ex. 149 — Revise a notação que usamos paramatrizes elementares e calcule os determinantes dasmatrizes
a seguir. Diga também de que ordem, no mínimo, devem ser as matrizes para que as expressões façam
sentido. A, B, C são matrizes, e k é escalar.

i) det [E2L1I]
ii) det [E2,3E3,4E3L2A]
iii) det [E1,2E3,4E2L1AE2,3B(5C)]
iv) det [E2+3L4A(3B)E1,2C]

v) det
[
E4L1A(kB)E3,1(4C

−1)
]

vi) det
[
k−1AEkL2B

]
Ex. 150 — Resolva usando a regra de Cramer:

(a)


x1 + x2 + x3 = 0

x1 + x2 − x3 = 1

x1 − x2 + x3 = −1

(b)


x1 + x2 = 0

x2 − x3 = 1

2x1 + 3x3 = 2

(c)


−x1 + x3 + x4 = 1

x1 + 3x2 + x3 + x4 = 2

x2 + x3 = 2

2x1 − 3x2 − 6x4 = 1

Ex. 151 — SejaA uma matriz quadrada com detA = d, eA ′ = P1P2 . . . PkA, onde cada Pi é uma matriz
que permuta duas linhas adjacentes. Relacione o determinante deA ′ com k.

Ex. 152 — Demonstre o Lema 5.9.

Ex. 153 — Demonstre o Teorema 5.13.

Ex. 154 — Considere a operação de reversão de colunas em matrizes quadradas: a matriz
(
a1, a2, . . . , an

)
tem suas colunas listadas na ordem reversa,

(
an, an−1, . . . , a1

)
. Diga qual é o efeito desta operação no

determinante de uma matriz, e apresente uma demonstração.

Ex. 155 — A operação de reversão de colunas, exposta no exercício 154, é linear?

Ex. 156 — Sejam A e B duas matrizes quadradas de ordem n, tais que A e B não tem entradas não-nulas
em comum. Em que situação é possível termos detA = detB?

Ex. 157 — Prove o Teorema 5.26

Ex. 158 — Considere a matriz 3× 3

A =

a1,1 a1,2 a1,3
a2,1 a2,2 a2,3
a3,1 a3,2 a3,3

 .
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Selecione os quatro blocos 2× 2 de A que incluem a2×2:

A1 =

(
a1,1 a1,2
a2,1 a2,2

)
, A2 =

(
a1,2 a1,3
a2,2 a2,3

)
,

A3 =

(
a2,1 a2,2
a3,1 a3,2

)
, A4 =

(
a2,2 a2,3
a3,2 a3,3

)
,

Note que há sobreposição entre blocos.

i) Verifique que detA = detA1 detA4 − detA2 detA3.

ii) Tente generalizar para matrizes de qualquer ordem.

Ex. 159 — Se sempre tomarmos o módulo do determinante de uma matriz, teremos uma função que dá
o volume sem sinal – seria então diferente da função determinante que desenvolvemos neste Capítulo.
Explique porque esta função não é uma função determinante, e não contradiz, portanto, a unicidade da
função determinante.

Ex. 160 — Seja T(x, y, z)T = (2x, y, y− z). Prove que a matriz(
1 0 3
2 1 0

−2 0 −6

)

não pode representar T , em nenhuma base deR3.

Ex. 161 — O triângulo de Pascal pode ser definido da seguinte forma:

•Na primeira linha temos “1”.

•Nas linhas seguintes, cada elemento é a soma do elemento acima dele com o que está acima e à es-
querda.

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
...

O triângulo de Pascal pode ser naturalmente disposto na forma dematriz. Podemos, pode exemplo, definir
as matrizes Bn, Cn e Pn.

B4 =

1 0 0 0
1 1 0 0
1 2 1 0
1 3 3 1

 C4 =

1 1 1 1
0 1 2 3
0 0 1 3
0 0 0 1

 P4 =

1 1 1 1
1 2 3 4
1 3 6 10
1 4 10 20


B5 =


1 0 0 0 0
1 1 0 0 0
1 2 1 0 0
1 3 3 1 0
1 4 6 4 1

 C5 =


1 1 1 1 1
0 1 2 3 4
0 0 1 3 6
0 0 0 1 4
0 0 0 0 1

 P5 =


1 1 1 1 1
1 2 3 4 5
1 3 6 10 15
1 4 10 20 35
1 5 15 35 70


a) Prove que detPn = 1.
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b) Prove que se a matriz K tem todas as entradas iguais a um valor k, det(Pn + K) = 1+ k.

c) Mostre que asmatrizesPn são parte de uma família dematrizes tais que det(A+K) pode ser calculado
com apenas três operações aritméticas, desde que se conheça detA.

Ex. 162 — Na definição informal de orientação em R3, alinhamos o último vetor da base com e3. Mostre
que se tivéssemos alinhado com qualquer vetor não-nulo, as bases com orientação concordante seriam as
mesmas.

Ex. 163 — SejaA uma matriz 3× 3 com coeficientes emQ. Mostre que se d é um inteiro positivo tal que
d|a11a12a13, d|a21a22a23, d|a31a32a33, então d| det(A).

Ex. 164 — Demonstre o teorema de Sylvester: seA é n× k, e B é k× n, então

det(In +AB) = det(Ik + BA).

Ex. 165 — O permanente de uma matriz é uma função semelhante ao determinante, com uma diferença:
na fórmula de Leibniz, retiramos a multiplicação por sgn(σ). Que propriedades de determinante o perma-
nente também tem? E para que matrizes reais o permanente é igual ao determinante? (Tente caracterizar
as matrizes sem usar permutações.)

Ex. 166 — O permanente de uma matriz sempre será igual ao determinante quando as entradas pertence-
rem a um certo corpo. Qual?

Ex. 167 — Quais matrizes anti-simétricas são singulares?

Ex. 168 — Considere o conjunto das matrizes diagonais de ordem n. Defina a operação⊗ como

A⊗ B = det(AB)I

O conjunto das matrizes diagonais de ordem n com as operações de soma de matrizes e⊗ é um corpo? Se
não for, há como impor restrições adicionais sobre as matrizes para que obtenhamos um corpo?

Ex. 169 — Determinea para que os triângulos△1 e△2, cujos vértices são dados a seguir, tenham amesma
área.

△1 :(3, 1)T , (0, a)T , (2, 5)T

△2 :(1, a)T , (−1,−4)T , (0, 0)T

Ex. 170 — Considere as três funções f(x) = x, g(x) = ex e h(x) = e−x em C0. Responda:

•Estas funções são LI ou LD em R?
•E em algum intervalo qualquer [a, b] ⊆ R?

Ex. 171 — Em que intervalo as funções são LI?

i) cos(ex) e sen(ex).

ii) f(x) = 1, g(x) = x, e h(x) = ex.
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iii) xx e ex.

Ex. 172 — As funções f(x) = sen2(x), g(x) = cos2(x) e h(x) = 2 são LD (prove!). Verifique que seu
Wronskiano é zero.

Ex. 173 — Para pontos (x0, y0), . . ., (xn, yn), sempre é possível encontrar um polinômio interpolador de
grau menor ou igual a n. Determine uma fórmula para os coeficientes deste polinômio (para que não seja
necessário resolver o sistema linear exposto na seção 5.6.6).

Ex. 174 —⋆ Calcule o determinante da seguintematriz, cujas entradas pertencem aZ2. Reveja as operações
usadas no exemplo 1.23 (página 9). Lembre-se de que cada elemento é seu própio inverso aditivo, portanto
a+ b = a− b, que denotamos simplesmente por a⊕ b.(

1 1 0
0 1 1
1 0 0

)

Ex. 175 — Prove que se umamatriz tem todas as entradas pertencentes a um corpo, seu determinante será
necessariamente um elemento do mesmo corpo.

Ex. 176 — SejaA uma matriz com entradas inteiras. Determine em que situaçãoA pode ter inversa tam-
bém com entradas inteiras (lembre-se que os inteiros não são um corpo e por isso, de maneira geral, A
pode ter inversa com entradas não inteiras: tome por exemplo

(
+1 −1
+1 +1

)
, cuja inversa é

(
+1/2 +1/2

−1/2 +1/2

)
).

Ex. 177 —⋆ Resolva o sistema em Z2, usando a regra de Cramer: x1 ⊕ x2 ⊕ x3 = 0
x1 ⊕ x2 = 1

x2 ⊕ x3 = 1

Ex. 178 — No exercício 74, mostramos como representar números complexos como matrizes de ordem 2.
Se f(a+ bi) = A, quem é detA?

Ex. 179 — Para que uma matriz seja totalmente unimodular, que valores ela pode ter em suas entradas?

Ex. 180 — No teorema 5.45, mostramos que se A é quadrada e totalmente unimodular, e b é integral, a
solução para Ax = b é integral. Sabemos que se A não for quadrada, com mais colunas do que linhas,
o sistema tem infinitas soluções. Reescreva o teorema para este caso. Todas as soluções serão inteiras?
Parcialmente inteiras?

Ex. 181 —⋆ Há espaços vetoriais de dimensão finita onde todas as bases tem amesma orientação. Quais são
estes espaços?

Ex. 182 — Transformações lineares preservam volume?

Ex. 183 — Definimos a seguinte família de matrizes:

A1 = (1)
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A2 =

(
1 −1
1 1

)
A3 =

(
1 −1 0
1 1 −1
0 1 1

)

A4 =

1 −1 0 0
1 1 −1 0
0 1 1 −1
0 0 1 1


...

An =



1 −1 0 0 0 · · · 0 0
1 1 −1 0 0 0 0
0 1 1 −1 0 0 0
0 0 1 1 −1 0 0
0 0 0 1 1 0 0
...

. . .
...

...
0 0 0 0 0 · · · 1 −1
0 0 0 0 0 · · · 1 1


Ou seja, An tem uns na diagonal principal e imediatamente abaixo dela; e tem −1 imediatamente acima
da diagonal.
Seja (an) a sequência definida pelos determinantes destas matrizes. Determine a forma fechada para an.

Ex. 184 — Prove o Teorema 5.38.

Ex. 185 — Diga se as estruturas a seguir são grupos, quando usada a operação demultiplicação dematrizes:

i) As matrizesA de ordem n com detA = 0;

ii) As matrizesA de ordem n com detA = 1;

iii) As matrizesA de ordem n;

iv) As matrizesA de ordem n com determinante ímpar;

v) As matrizesA de ordem n com determinante par;

vi) As matrizesA de ordem n não-singulares.

Ex. 186 — Prove o Teorema 5.67.

Ex. 187 — Os seguintes pontos foram obtidos em um experimento:

(−3,−8)

(1, 20)

(13,−65)

(20, 9)

Presumimos que estes pontos são descritos por um polinômio. Determine, portanto, um polinômio que
passe por todos eles.
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Capítulo 6

Autovalores, Autovetores e
Diagonalização

Se a matriz de um operador linear T não é diagonal, muitas vezes podemos encontrar uma base diferente
da canônica em que a matriz de T é diagonal. Isso traz diversas vantagens, como veremos mais adiante. O
processo de determinar as matrizes de mudança de base a fim de obter uma representação diagonal de um
operador é chamado de diagonalização – este é o tema deste Capítulo.

Considere o operador linear

T =

(
−1 0
0 2

)
.

Temos portanto T(x, y)T resultando no vetor (−x, 2y)T . Há dois conjuntos de vetores interessantes rela-
cionados a este operador: os que ficam na reta x = 0 e os que ficam na reta y = 0.

w

v

Tw = 2w

Tv = −v

O operador T leva estes vetores em seusmúltiplos. Demaneira geral, um operador linear não leva qualquer
vetor em ummúltiplo seu. Quando isto acontece, dizemos que este é um autovetor do operador.

Os vetores da forma (x, 0)T , como v na figura, são autovetores da transformação, e dizemos que eles
pertencem ao autovalor−1, porque T(x, 0)T é igual a−1(x, 0)T . Já os vetores da forma (0, y)T , como o vetor

233
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w na figura, são também autovetores da transformação, mas pertencem ao autovalor 2, porque T(0, y)T =
2(0, y)T .

Definição 6.1 (Autovetor e autovalor). SejaA umoperador linear emumespaço vetorialV sobre um corpo
F. Um vetor v ̸= 0 é um autovetor deA se e somente se existe um escalar λ ∈ F tal queAv = λv. O escalar
λ é um autovalor deA, associado ao autovetor v.

O conjunto dos autovalores de um operador é o seu espectro. ♦

Exemplo 6.2. O operador (
2 −1
0 −3

)
tem autovalores−3 e 2.

Os vetores da forma (a, 5a)T são os autovetores pertencentes ao autovalor−3.(
2 −1
0 −3

)(
a
5a

)
=

(
2a− 5a
0− 3(5a)

)
=

(
−3a
−15a

)
= −3

(
a
5a

)
.

A figura a seguir ilustra geometricamente a atuação de T sobre estes vetores.

v

Tv = −3v

Os vetores da forma (b, 0)T são os autovetores pertencentes ao autovalor 2.(
2 −1
0 −3

)(
b
0

)
= 2

(
b
0

)
.

A figura a seguir ilustra geometricamente a atuação de T sobre estes vetores.

w Tw = 2w
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A mesma interpretação geométrica fará sentido em R3, e de maneira geral, em Rn. ◀

Da mesma forma que definimos posto e nulidade similarmente para transformações e matrizes, tam-
bém o fazemos para autovalores e autovetores: os autovalores e autovetores de uma matriz são os mesmos
da transformação que ela representa.

Exemplo 6.3. O operador (
4 0
0 −1

)
tem autovalores−1 e 4. O autovetor (0, 1)T é associado ao autovalor−1 e o autovetor (1, 0)T associado ao
autovalor 4, porque (

4 0
0 −1

)(
0
1

)
=

(
0

−1

)
,

(
4 0
0 −1

)(
1
0

)
=

(
4
0

)
.

Estes não são, no entanto, os únicos autovetores deste operador. É simples verificar que múltiplos de au-
tovetores também serão autovetores. ◀

Exemplo 6.4. O operador

A =

(
2 1

−1 0

)
tem somente o autovalor 1. Os autovetores associados a este autovalor são todos os vetores da forma
(x,−x)T :

A(x,−x)T = (x,−x)T . ◀

Exemplo 6.5. O operador (
1 1

−1 0

)
não tem autovalores reais (mas tem autovalores complexos – veremos adiante que, apesar de um operador
em Rn nem sempre ter autovalores reais, sempre terá autovalores complexos). ◀

Exemplo 6.6. SejaC∞ o espaço das funções contínuas e infinitas vezes diferenciáveis. A derivada segunda,
d2/dx2, é um operador linear neste espaço. Um autovetor deste operador é a função seno, já que

d2

dx2
sen(x) = − sen(x),

e o autovalor associado a este autovetor é−1. ◀

Exemplo 6.7. No espaçoC∞, das funções reais contínuas e infinitas vezes diferenciáveis, a função f(x) =
ex é um autovetor da transformação definida pela derivação, porque

d

dx
ex = ex.

O autovalor de ex neste espaço é 1.
Já a função g(x) = e2x é autovetor da operação de derivação, com autovalor 2, porque

d

dx
e2x = 2(e2x).
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A operação de derivação tem infinitos autovalores e autovetores: para todo k ∈ R, k é autovalor do auto-
vetor ekx.

Como a solução geral da EDO y ′ − ky = 0 é y = cekx, então dado um k ∈ R, para todo c ∈ R,

y = cekx

é autovetor associado ao autovalor k. ◀

Exemplo 6.8. No espaço R2[x], considere o operador

T(a0 + a1x+ a2x
2) = 2a0 + 3a1x+ 2a2x

2.

Este operador tem dois autovalores, 2 e 3.

• Os autovetores do autovalor 2 são os polinômios da forma a0+a2x2, porque T levará cada um deles
ao seu dobro,

T(a0 + a2x
2) = 2a0 + 2a2x

2 = 2(a0 + a2x
2).

• Os autovetores do autovalor 3 são os polinômios da forma a1x, porque T levará cada um deles ao seu
triplo:

T(a1x) = 3(a1x). ◀

Exemplo 6.9. Em Z2 temos apenas dois escalares, 0 e 1. Assim, estes são os únicos autovalores que um
operador pode ter. Por exemplo, o operador

T =

(
1 1
0 0

)
tem autovalor 1, com autovetor

[v] =

(
1
0

)
Verificamos: (

1 1
0 0

)(
1
0

)
= 1

(
1
0

)
O outro autovalor de T é zero, com autovetor

[v] =

(
1
1

)
Verificamos: (

1 1
0 0

)(
1
1

)
= 0

(
1
0

)
=

(
0
0

)
◀

Lema 6.10. SejaA um operador com autovetores v1, v2, . . . , vk e autovalores λ1, λ2, . . . , λk. Se os autovalores λi
são distintos, então os autovetores são linearmente independentes.
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Exemplo 6.11. Seja

A =

(
1 −9
−1 1

)
.

Os autovalores deA são−2 e 4, com autovetores(
a

a/3

)
para − 2,

(
−a
a/3

)
para 4.

Claramente, dois autovetores, um de cara autovalor, não podem ser LD. ◀

Definição 6.12 (subespaço próprio). Sejam V um espaço vetorial, T um operador linear em V e λ um
autovalor de T . Então os autovetores relacionados a λ formam um subespaço, chamado de espaço próprio
(ou autoespaço) de V . ♦

O Exercício 188 pede a demonstração de que o espaço próprio é realmente subespaço de V .
A quantidade de autovetores linearmente independentes tendo λ como autovalor associado é suamul-

tiplicidade geométrica, que também podemos definir da seguinte maneira.

Definição 6.13 (multiplicidade geométrica de autovalor). A multiplicidade geométrica de um autovalor λ é
a dimensão de seu espaço próprio. ♦

Exemplo 6.14. Considere a matriz (
1 −2 0

−2 1 0
0 0 3

)
.

Esta matriz tem autovalores 3 e−1.
O autovalor 3 tem como autovetores associados os vetores da forma(

a
−a
b

)
,

que são combinações lineares de vetores (
a

−a
0

)
e

(
0
0
b

)
Já o autovalor−1 tem autovetores da forma, (

c
c
0

)
O espaço próprio do autovalor 3 é gerado por dois vetores, (1,−1, 0)T e (0, 0, 1)T , portanto sua dimensão
é dois.

O espaço próprio do autovalor−1 é gerado por um vetor, (1, 1, 0)T , portanto sua dimensão é um.
Ou, equivalentemente, a multiplicidade geométrica do autovalor 3 é dois. A multiplicidade geométrica

do autovalor−1 é um. ◀

Exemplo 6.15. Como já exposto no exemplo 6.8, em R2[x], o operador dado por

T(a0 + a1x+ a2x
2) = 2a0 + 3a1x+ 2a2x

2.

tem autovalores 2 e 3.
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• Os autovetores do autovalor 2 são os polinômios da forma a0 + a2x2. Estes polinômios formam um
subespaço de dimensão dois, porque são gerados pelos dois polinômios

(1, x2).

• Os autovetores do autovalor 3 são os polinômios da forma a1x. Estes polinômios formam um subes-
paço de dimensão um, porque são gerados pelo polinômio x. ◀

Teorema 6.16. SejaA com autovetor v e autovalor associado λ. Então v e λ−1 são autovetor e autovalor deA−1.

Demonstração. SeAv = λv, então

Av = λv
v = A−1(λv) (multiplique porA−1)
v = λA−1v

λ−1v = A−1v, (multiplique por λ−1)

portanto v é autovetor deA−1 com autovalor λ−1. ■

Corolário 6.17. Se 0 é autovalor deA, entãoA é singular.

Exemplo 6.18. Seja

A =

(
2 −1

−1 2

)
tem autovalores λ1 = 1 e λ2 = 3.

• Os autovetores de λ1 = 1 são da forma (x, x)T :(
2 −1

−1 2

)(
x
x

)
= 1

(
x
x

)
• Os autovetores de λ1 = 3 são da forma (x,−x)T :(

2 −1
−1 2

)(
x

−x

)
= 3

(
x

−x

)
A inversa deA é

A−1 =
1

3

(
2 1
1 2

)
,

com autovalores η1 = 1 e η2 = 1/3:

• Os autovetores de η1 = 1 são da forma (x, x)T :

1

3

(
2 1
1 2

)(
x
x

)
= 1

(
x
x

)
• Os autovetores de η1 = 1/3 são da forma (x,−x)T :

1

3

(
2 1
1 2

)(
x

−x

)
=
1

3

(
x

−x

)
◀
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Exemplo 6.19. A matriz singular

A =

(
1 3

−2 −6

)
tem autovalores λ1 = 0 e λ2 = −5.

• Os autovetores de λ1 = 0 são da forma (x,−x/3)T :(
1 3

−2 −6

)(
x

−x/3

)
= 0

(
x

−x/3

)
= 0.

• Os autovetores de λ1 = −5 são da forma (x,−2x)T :(
1 3

−2 −6

)(
x

−2x

)
= −5

(
x

−2x

)
. ◀

Proposição 6.20. SeA não é singular, os autovalores deA eAT são os mesmos.

O traço da matriz de um operador linear é a soma de seus autovalores. Já o determinante da matriz é o
produto dos autovalores.

6.1 Polinômio característico

O polinômio característico de uma matriz nos permite determinar seus autovalores, e consequentemente
seus autovetores – e é uma importante aplicação de determinantes.

Se x e λ são um par de autovetor e autovalor de uma transformaçãoA, então por definição

Ax = λx.

Queremos encontrar valores para λ e x, com x ̸= 0.
Podemos reescrever esta equação, já que λx = λIx.

Ax = λIx.

Temos então

λIx−Ax = 0
(λI −A)x = 0.

Se (λI − A) não for singular (ou seja, se seu determinante for diferente de zero), o sistema acima terá
somente uma solução, com x = 0, porque

(λI −A)x = 0
x = (λI −A)−10 (λI −A não singular→ sua inversa existe)
x = 0.

Como queremos as outras soluções, com x ̸= 0, estamos procurando valores de λ para os quais a matriz
(λI −A) é singular

det(λI −A) = 0.

Esta equação é chamada de equação característica. e seu lado esquerdo é chamado de polinômio característico.
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Definição 6.21 (Polinômio característico). SejaA um operador emRn (ou umamatriz quadrada de ordem
n), com elementos de um corpo F. O polinômio característico deA é

det(xI −A). ♦

As raízes do polinômio característico de uma matrizA são os autovalores da transformação represen-
tada porA.

Note que poderíamos ter definido o polinômio característico como (A−λI) ao invés de (λI−A). Che-
garíamos ao mesmo polinômio característico, com sinal trocado. As raízes, no entanto, seriam as mesmas.

Exemplo 6.22. O polinômio característico do operador

A =

(
2 0 2
0 0 1
1 0 0

)

é det(xI −A), ou

det

[(
x 0 0
0 x 0
0 0 x

)
−

(
2 0 2
0 0 1
1 0 0

)]

= det

(
x− 2 0 −2

0 x −1
−1 0 x

)
= x3 − 2x2 − 2x.

As raízes deste polinômio são 0, 1 +
√
3 e 1 −

√
3. Estes são também os autovalores da transformação

representada pela matrizA. ◀

No último exemplo, o polinômio característico da matriz de ordem 3 era mônico (o coeficiente de x3

era 1) e de ordem 3. Na verdade, isto sempre acontece, conforme o Lema 6.23, cuja demonstração é o objeto
do Exercício 195.

Lema 6.23. O polinômio característico para uma matriz quadrada de ordem n sempre será mônico e de grau n.

No entanto, o polinômio característico de uma matriz de ordem n não necessariamente terá n + 1
termos.

Exemplo 6.24. O polinômio característico da matriz(
1 1
1 0

)
é x2 − x− 1, com três termos. Já o polinômio característico de(

1 1
1 1

)
é x2 − 2x – tem apenas dois termos. ◀

O traço e odeterminante deumamatriz podemser obtidos diretamente de seupolinômio caracetrístico,
como determina o Teorema 6.25, cuja demonstração é pedida no Exercício 191.



Ve
rs
ão
Pr
el
im
in
ar

Ál
ge
br
a L
in
ea
r

Je
rô
ni
m
o
Pe
lle
gr
in
i

6.1. POLINÔMIO CARACTERÍSTICO 241

Teorema 6.25. Seja
anx

n + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x+ a0

o polinômio característico de uma matrizM. Então

an−1 = −(−1)n TrM
a0 = detM

Corolário 6.26. Uma matriz é singular se e somente se o seu polinômio característico não tem termo independente.

Exemplo 6.27. O polinômio característico da matriz(
2 3
4 6

)
é x2 − 8x. Como a matriz é singular (a segunda linha é obviamente múltiplo da primeira), o determinante
(o termo independente do polinômio característico) da matriz é zero. ◀

Exemplo 6.28. O polinômio característico da matriz

A =

(
3 2
1 0

)
é x2 − 3x− 2, e percebemos claramente também que TrA = 3 e detA = −2.

Já o polinômio característico da matriz

B =

(
−1 2 3
−2 2 0
−3 5 1

)

é−x3 − 10x− 14. O determinante de B é 14, e seu traço é zero.
Como último exemplo, considere a matriz identidade de ordem n. Seu polinômio característico é

det


1− x 0 . . . 0
0 1− x
...

. . .
0 1− x

 = (1− x)n

= (−1)nxn − (−1n)nxn−1 + . . .− a1x+ 1,

e temos portanto o traço n e o determinante 1 nos coeficientes do polinômio característico. Concreta-
mente, o polinômio característico de I4 é

(1− x)4 = x4 − 4x3 + 6x2 − 4x+ 1,

com Tr I4 = −(−1)4(−4) = −(−4) = 4, e o de I5 é

(1− x)5 = −x5 + 5x4 − 10x3 + 19x2 − 5x+ 1,

com Tr I5 = −(−15)5 = −(−1)5 = 5. ◀
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Definição 6.29 (Multiplicidade algébrica de autovalor). Amultiplicidade algébrica do autovalor λ é sua mul-
tiplicidade enquanto raiz do polinômio característico deA. ♦

Exemplo 6.30. O polinômio característico do operador

A =

(
3 1
0 3

)
é

x2 − 6x+ 9 = (x− 3)2,

que tem duas raízes idênticas (a parábola toca o eixo horizontal exatamente uma vez), iguais a 3. A multi-
plicidade algébrica do autovalor 3 é, portanto, dois. ◀

Método 6.31 (Determinação de autovalores e autovetores). Para determinar os autovalores e autovetores
de uma matriz A, primeiro obtenha o polinômio caractetrístico de A. As raízes deste polinômio são os
autovalores deA.

Depois, resolvaAv = λv, para todos os autovalores λ, obtendo assim os autovetores deA.  

Exemplo 6.32. Já calculamos no exemplo 6.30 o polinômio característico da matriz
(
3 1
0 3

)
, que é igual a

(x− 3)2, tendo duas raízes iguais a 3.
Para determinar os autovetores da matriz, resolvemos

Ax = 3x(
3 1
0 3

)(
x1
x2

)
=

(
3x1
3x2

)
O sistema que queremos resolver é {

3x1 + x2 = 3x1

3x2 = 3x2
,

que é indeterminado e tem como soluções x2 = 0, e qualquer valor para x1. Assim, os autovetores são da
forma (

k
0

)
.

Como os autovetores são todos desta forma, o espaço próprio do autovalor 3 é gerado pela base{ (
1
0

) }
. ◀

Exemplo 6.33. Determinaremos os autovalores e autovetores de

A =

(
2 −1 0
0 3 0

−1 0 2

)
.

O polinômio característico deA é

det(A− λI) = det

(
2− λ −1 0

0 3− λ 0
−1 0 2− λ

)
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= −λ3 + 7λ2 − 16λ+ 12

= (λ− 2)2(λ− 3).

As raízes deste polinômio – e os autovalores de A – são portanto λ1 = 2 e λ2 = 3. Encontramos os
autovetores:

• Para λ1 = 2,

Av = λ1v(
2 −1 0
0 3 0

−1 0 2

)(
a
b
c

)
= 2

(
a
b
c

)
.

Disto obtemos o sistema

2a− b = 2a,

3b = 2b,

−a+ 2c = 2c,

e temos portanto os autovetores da forma (
0
0
p

)

• Para λ2 = 3,

Av = λ2v(
2 −1 0
0 3 0

−1 0 2

)(
a
b
c

)
= 3

(
a
b
c

)
.

Disto obtemos o sistema

2a− b = 3a,

3b = 3b,

−a+ 2c = 3c,

e temos portanto os autovetores da forma  q
−q
−q

 . ◀

Exemplo 6.34.⋆ Oberemos agora os autovalores e autovetores, em Z2, da matriz

A =

(
1 1 0
1 0 1
0 1 1

)
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O polinômio característico é

det(A− λI) =

(
1− λ 1 0
1 −λ 1
0 1 1− λ

)
= −(λ)(λ⊕ 1)(λ⊕ 1),

com raízes 0 e 1. Agora resolvemos, para λ1 = 0,(
1 1 0
1 0 1
0 1 1

)(
a
b
c

)
=

(
0
0
0

)
,

ou seja,

a⊕ b = 0

a⊕ c = 0
b⊕ c = 0

Chegamos a a = b = c, e os autovetores de λ1 são da forma1(
a
a
a

)

Para λ2 = 1, temos (
1 1 0
1 0 1
0 1 1

)(
a
b
c

)
=

(
a
b
c

)
,

ou seja,

a⊕ b = a

a⊕ c = b
b⊕ c = c

e obtemos b = 0, e a = c, e os autovetores de λ2 são da forma2(
a
0
a

)
. ◀

Teorema 6.35. Se duas matrizes quadradas de ordemn com elementos de ummesmo corpo são similares, então elas
tem o mesmo polinômio característico.

Demonstração. SeA e B são similares, então existe P tal que B = P−1AP. Então

det(xI − B) = det(xI − P−1AP)

= det(x[P−1I]P − P−1AP) (⋆)

1Como Z2 é finito, o autoespaço de λ1 só contém dois vetores, porque só há dois desta forma: (0, 0, 0)T e (1, 1, 1)T . Um deles
equivale a a = 0 e outro equivale a a = 1.

2Novamente, porque Z2 é finito, só há dois autovetores para λ2: (0, 0, 0)T e (1, 0, 1)T . Um para a = 0 e um para a = 1.
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= det(P−1xIP − P−1AP)

= det(P−1(xI −A)P)

= det(P−1) det(xI −A) det(P)
= det(P)−1 det(xI −A) det(P)
= det(xI −A).

Na passagem (⋆), observe que P−1I = P−1, logo (P−1I)P = P−1P = I . ■

A recíproca deste Teorema não é verdadeira (veja o Exercício 190).

Teorema 6.36. Os valores na diagonal de uma matriz triangular são seus autovalores.

Demonstração. Basta resolvermos det(λI −A) = 0 para uma matriz triangularA.

det


λ− a11 • • • •

λ− a22 • · · · •
. . .

...
. . . •

λ− ann


=(λ− a11)(λ− a22) · · · (λ− ann) = 0,

e portanto det(λI−A) será zero se e somente se λ for igual a umdosaii – ou seja, os elementos da diagonal
são os autovalores da matriz. ■

Teorema 6.37 (de Cayley-Hamilton). SejaA uma matriz e p seu polinômio característico. Então p(A) = 0.

Exemplo 6.38. Seja

A =

(
1 2

−1 3

)
O polinômio característico deA é

p(x) = x2 − 4x+ 5.

Calculamos então

p(A) = A2 − 4A+ 5I

=

(
−1 8
−4 7

)
+

(
−4 −8
4 −12

)
+

(
5 0
0 5

)
=

(
0 0
0 0

)
. ◀

O Teorema de Gershgorin nos dá um intervalo para os autovalores de uma matriz, sem a necessidade
de calculá-los.

Teorema 6.39 (de Gershgorin, para autovalores reais). SejaA uma matriz quadrada de ordemn com entradas
e autovalores reais. Seja

ri =
∑
j ̸=i

|aij|.

Então todos os autovalores deA pertencem ao intervalo⋃[
aii − ri, aii + ri

]
.
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Demonstração. Seja v um autovetor deA com autovalor λ – ou seja,Av = λv. Se abrirmos a expressãoAv,
temos ∑

j

aijvj = λvi, ∀i.

Ao retirarmos aii do somatório, obtemos∑
j̸=i

aijvj = λvi − aiivi, ∀i

= (λ− aii)vi.

Seja i o índice do elemento de maior valor absoluto em v, ou seja, para todo j, |vi| ≥ |vj|. Então

(λ− aii)vi =
∑
j̸=i

aijvj

λ− aii =
∑
j̸=i

aij
vj

vi
(dividimos por vi ̸= 0)

|λ− aii| =

∣∣∣∣∣∣
∑
j̸=i

aij
vj

vi

∣∣∣∣∣∣
≤
∑
j̸=i

|aij|

∣∣∣∣vjvi
∣∣∣∣

≤
∑
j̸=i

|aij| (porque |vi| ≥ |vj|)

= ri.

Ou seja, a distância entre λ e aii é ≤ ri. Isto vale para quaisquer pares de autovetores e autovalores, e
concluímos a demonstração. ■

Exemplo 6.40. Seja

A =

(
−4 1 2
0 −2 0
12 0 −9

)
.

Para esta matriz, temos

r1 = |a12|+ |a13| = 3

r2 = |a21|+ |a23| = 0

r3 = |a31|+ |a32| = 12

Os intervalos são

a11 ± 3 = [−7,−1]

a22 ± 0 = [−2,−2]

a33 ± 12 = [−21, 3]
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A união dos intervalos é [−21, 3]. Os autovalores deA são

λ1 = −1,

λ2 = −2,

λ3 = −12,

toodos dentro do intervalo. ◀

Exemplo 6.41. Notamos que nada impede que os intervalos sejam desconexos. Seja

A =

(
1 −1 0
0 20 1
0 0 −40

)
.

Obtemos

r1 = |− 1| = 1

r2 = |+ 1| = 1

r3 = 0

Assim, os autovalores devem estar nos intervalos

a11 ± r1 = [0, 2]

a22 ± r2 = [19, 21]

a33 ± r3 = [−40,−40] = {−40}

A união destes conjuntos é desconexa (não é um único intervalo), como ilustra a próxima figura.

−40 0 2 19 21

Os autovalores deA são 1, 20 e−40 (note queA é triangular, portanto podemos inspecionar seus autova-
lores em sua diagonal, sem a necessidade de cálculos). ◀

Corolário 6.42. Se uma matriz quadradaA tem uma linha ou coluna i em que todos os elementos são zero, exceto
o elemento aii que fica na diagonal, então aii é autovalor deA.

A forma do Teorema de Gershgorin que apresentamos, no entanto, não vale para matrizes com autova-
lores complexos, porque usamos módulo para mensurar os valores |λ− aii|. Além disso, a relação≤ não é
definida para complexos 3. Por exemplo, para a matriz(

−1 1
−2 1

)
teríamos

r1 = |a12| = 1

r2 = |a21| = 2,

obtendo os intervalos [−2, 0] e [−1, 3], mas os autovalores são +i e −i. Não podemos dizer que i ≤ x ou
i ≥ y.

3Podemos usar a norma do número complexo, mas isto nos daria discos, e não intervalos.
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6.1.1 Autovalores complexos
Como os autovalores de uma matriz de elementos reais são raízes de um polinômio com coeficientes reais,
pode ser que uma matriz de ordem n tenha menos de n autovalores reais. No entanto, toda matriz de
ordemn sempre terán autovalores complexos (porque todo polinômio de graun temn raízes complexas4),
contando as multiplicidades. Além disso, se o polinômio tem grau ímpar, ele tem ao menos uma raiz real.

Teorema 6.43. Um operador T em um epsaço de dimensão n, com n ímpar, sempre terá um autovalor real.

Demonstração. Pelo Lema 6.23, o polinômio característico deste operador será

xn + an−1x
n−1 + · · ·+ a0︸ ︷︷ ︸

grau menor que n

Quando x → ∞, o polinômio tende a +∞. Quando x → −∞, o polinômio tende a −∞. Assim, pelo
Teorema do Valor Intermediário, o polinômio tem pelo menos uma raiz real. ■

Exemplo 6.44. A matriz (
0 2

−2 0

)
tem como polinômio característico x2 + 4. Se a matrizA representar uma transformação linear deR2 em
R2, então a transformação não tem autovalores ou autovetores. Se A representar uma transformação de
C2 em C2, então a transformação tem os autovalores−2i e+2i. ◀

⋆ 6.1.2 Matrizes complexas Hermitianas
Definição 6.45. A matriz adjunta de uma matriz A, denotada5 AH, é a transposta da matriz que tem os
conjugados complexos dos elementos deA. Ou seja,

aHij = aji. ♦

Exemplo 6.46. A seguir mostramos tres matrizes e suas adjuntas.

A =

(
−1 −2i
2 3− i

)
B =

(
1+ 2i i 0
2− i 3 1

)
C =

(
i 0 0
1 2i 0
2 3 3i

)

AH =

(
−1 2
2i 3+ i

)
BH =

(
1− 2i 2+ 1

−i 3
0 1

)
CH =

(
−i 1 2
0 −2i 3
0 0 −3i

)
◀

Definição 6.47 (Matriz Hermitiana). Uma matrizA é Hermitiana ou auto-adjunta seA = AH. ♦

As entradas na diagonal de uma matriz Hermitiana devem necessariamente ser reais, porque devem
ser iguais a seus conjugados.

4Como todo polinômio de grau n com coeficientes complexos tem raízes em C, dizemos que C é um corpo algebricamente fechado.
Claramente, R não é algebricamente fechado, já que x2 + 1, com coeficientes em R, não tem raízes em R, mas sim em C.

5Também é comum denotar a adjunta porA∗ ouA†.



Ve
rs
ão
Pr
el
im
in
ar

Ál
ge
br
a L
in
ea
r

Je
rô
ni
m
o
Pe
lle
gr
in
i

6.1. POLINÔMIO CARACTERÍSTICO 249

Exemplo 6.48. A matriz

A =

(
1 2+ i 5

2− i −3 1− i
5 1+ i π

)
é Hermitiana, porque

AH = (A)T =

(
1 2− i 5

2+ i −3 1+ i
5 1− i π

)T

=

(
1 2+ i 5

2− i −3 1− i
5 1+ i π

)
,

eA = AH. ◀

Exemplo 6.49. A matriz

B =

(
1 2+ i 0

2− i 1+ i 3
0 3 7

)
não é Hermitiana, porque não é igual a BH:

BH = (B)T =

(
1 2− i 0

2+ i 1− i 3
0 3 7

)T

=

(
1 2+ i 0

2− i 1− i 3
0 3 7

)
.

B e BH diferem na posição (2, 2). ◀

Toda matriz real é também complexa, já queR ⊂ C. Desta forma, toda matriz real simétrica é também
Hermitiana.

Exemplo 6.50. A matriz

A =

(
−1 5 0
5 2 8
0 8 1

)
é Hermitiana, porqueAH = AT = A. ◀

Teorema 6.51. SeA é Hermitiana, seus autovalores são reais.

Demonstração. SejamA, λ e v ̸= 0, tais queA = λv.

Av = λv
(Av)H = (λv)H

vHAH = λvH

vHA = λvH (AH = A)
vHAv = λvHv
v(λv) = λvHv (A = λv)
λvHv = λvHv

λ = λ,

mas isto significa que λ ∈ R. ■
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Exemplo 6.52. Calculamos os autovalores da matriz

A =

(
1 2+ i

2− i −3

)
.

O polinômio característico deA é x2 + 2x− 8, cujas raízes são= −4 e 2. ◀

Corolário 6.53. Toda matriz Hermitiana, mesmo que com entradas complexas, tem determinante real.

Corolário 6.54. Toda matriz real simétrica tem autovalores reais.

6.2 Diagonalização de operadores

Quando uma transformação linear é representada por uma matriz diagonal, sua aplicação sobre um vetor
v consiste simplesmente na multiplicação de cada elemento da diagonal por um elemento de v (e não em
uma multiplicação completa de matriz por vetor). Assim, ao invés de trabalharmos com uma transforma-
ção arbitrária, cuja aplicação é o mesmo que a multiplicação de matriz por vetor, trabalhamos com uma
transformação da forma

D(x1, x2, . . . , xn)
T =


d1 0 · · · 0
0 d2 0
...

. . .
0 0 dn



x1
x2
...
xn


= d1x1 + d2x2 + · · ·+ dnxn.

Em muitas situações é útil mudar de base para realizar operações onde a transformação é diagonal, e pos-
teriormente voltar à base anterior.

Mesmo que a matriz de uma transformação linear não seja diagonal, pode ser que a mesma transfor-
mação possa ser representada por umamatriz diagonal em alguma base diferente. Nesta seção verificamos
quando um operador pode ser representado de forma diagonal, e como obter esta forma.

Definição 6.55 (Matriz diagonalizável). Uma matriz quadradaA é diagonalizável se é similar a uma matriz
diagonal – ou seja, se existe P tal que P−1AP é diagonal. ♦

Exemplo 6.56. Seja

A =

(
5 −4 4

−3 9 −7
−3 6 −4

)
.

A matrizA é diagonalizável, porque é similar a uma matriz diagonalD. TemosD = P−1AP, onde

D =

(
2 0 0
0 5 0
0 0 3

)
, P =

 1 −2 3
−1 2 −2
0 −1/2 1/2

 , P−1 =

(
0 −1 −4
1 1 −2
1 1 0

)
.

Observe que

P−1AP =

(
0 −1 −4
1 1 −2
1 1 0

)(
5 −4 4

−3 9 −7
−3 6 −4

) 1 −2 3
−1 2 −2
0 −1/2 1/2

 =

(
2 0 0
0 5 0
0 0 3

)
.

A matrizD é a representação deA como matriz diagonal, em base diferente.
Mais ainda, 2, 5 e 3 são os autovalores deA. ◀
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Teorema 6.57. Uma matriz quadrada de ordem n é diagonalizável se e somente se tem n autovetores linearmente
independentes.

Demonstração. (⇒) SeA é diagonalizável, existe P tal queD = P−1AP é diagonal:

D = P−1AP =


λ1 0 · · · 0

0
. . . 0

...
. . .

...
0 0 · · · λn

 .
EntãoAP = PD. Sejam p1, . . .pn as colunas de P. Mas

AP =

(
Ap1 Ap2 · · · Apn

)
,

PD =

(
λ1p1 λ2p2 · · · λnpn

)
.

Concluímos que:

i) AP = PD implica queApi = λipi, e

ii) como P tem inversa, suas colunas são não-nulas e LI.

Ou seja, as colunas de P são autovetores deA, e são LI.
(⇐) Sejam p1, . . . ,pn autovetores LI deA. Construa

P =

(
p1 p2 . . . pn

)
,

Então, para cada coluna pi,Api é a multiplicação deA por um de seus autovetores, que sabemos ser igual
a λipi. Assim,AP = PD, ondeD é a matriz diagonal com os autovalores λ1, . . . λn. Como as colunas de P
são LI, P tem inversa, e podemos multiplicar “AP = PD” à esquerda por P−1, obtendoD = P−1AP. ■

Método 6.58 (Diagonalização de matriz). Encontre n autovetores LI deA (denote-os v1, v2, . . . , vn). Seja
P a matriz tendo as colunas iguais a estes vetores – ou seja, P = (v1 v2 . . . vn). A matriz B = P−1AP é
diagonal e similar aA.  

Exemplo 6.59. Seja

A =

(
2 2
1 3

)
O polinômio característico deA é

det(A− λI) = det
[(
2 2
1 3

)
−

(
λ 0
0 λ

)]
= det

(
2− λ 2

1 3− λ

)
= −λ2 + 5λ− 4.
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As raízes deste polinômio são
λ1 = 1, λ2 = 4.

Para obter os autovetores associados a cada autovalor, resolvemos dois sistemas – um para λ1 e um para
λ2.

Para cada autovalor λ,

Av = λv(
2 2
1 3

)(
a
b

)
= λ

(
a
b

)
e o sistema é

2a+ 2b = λa

a+ 3b = λb

Com λ1 = 1, resolvemos

2a+ 2b = a

a+ 3b = b

e obtemos
b = −a/2.

Isto significa que os autovetores de λ1 = 1 são da forma(
a

−a/2

)
Com λ2 = 4, resolvemos

2a+ 2b = 4a

a+ 3b = 4b

e obtemos
b = a.

Isto significa que os autovetores de λ2 = 4 são da forma(
a
a

)
Agora, tomamos dois autovetores LI (um de cada autovalor) e, usando cada um deles como coluna de uma
matriz, montamos a matriz de mudança de base:

P =

(
1 1

−1/2 1

)
Os dois autovetores usados foram (1,−1/2)T , do autovalor 1, e (1, 1)T , do autovalor 4.
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Calculamos a inversa de P:

P−1 =
1

3

(
2 −2
1 2

)
E, finalmente, temos

A = PDP−1

A =

(
1 1

−1/2 1

)(
1 0
0 4

)
1

3

(
2 −2
1 2

)
. ◀

Exemplo 6.60. Seja

A =

(
−3 −

√
3

−
√
3 −1

)
.

Primeiro obtemos dois de seus autovetores LI, que são(
1

1/
√
3

)
,

(
1

−
√
3

)
.

Construímos então a matriz P e sua inversa:

P =

(
1 1

1/
√
3 −

√
3

)
, P−1 =

(
3/4

√
3/4

1/4 −
√
3/4

)
.

Temos então

P−1AP =

(
−4 0
0 0

)
. ◀

Podemos escolher qualquer conjunto de autovetores LI para diagonalizar uma matriz. Cada conjunto
diferente nos dará uma base diferente onde o operador pode ser escrito comomatriz diagonal. observe que
o que poderá mudar é a base, e consequentemente as matrizes de mudança de base – mas a matriz diagonal
que representa o operador é sempre a mesma, contendo em sua diagonal os autovalores do operador.

Exemplo 6.61. Seja

A =

(
1 −1 1

−1 1 1
0 0 −1

)
.

A matriz A tem autovalores 0, −1 e 2. Os autovetores pertencentes a 0 são da forma (x, x, 0)T ; os perten-
centes a−1 são da forma (y, y,−y)T ; os pertencentes a 2 são da forma (z,−z, 0)T .

Escolhemos então autovetores para as colunas da matriz de mudança de base: (1, 1, 0)T (1, 1,−1)T

(1,−1, 0)T . Portanto,

P =

(
1 1 1
1 1 −1
0 −1 0

)
, P−1 =

1/2 1/2 1

0 0 −1
1/2 −1/2 0

 ,
e

P−1AP =

(
0 0 0
0 −1 0
0 0 2

)
,
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Agora escolhemos autovetores diferentes para as colunas da matriz de mudança de base: (−2,−2, 0)T

(3, 3,−3)T (−1, 1, 0)T . Temos desta vez

Q =

(
−2 3 −1
−2 3 1
0 −3 0

)
, Q−1 =

−1/4 −1/4 −1/2

0 0 −1/3

−1/2 1/2 0

 .
E finalmente,

Q−1AQ =

(
0 0 0
0 −1 0
0 0 2

)
. ◀

Exemplo 6.62. A matriz

A =

(
2 1
0 2

)
tem polinômio característico (2−x)2, e com duas raízes iguais: o autovalor 2 temmultiplicidade algébrica
igual a dois. Este autovalor tem somente autovetores da forma(

a
0

)
e não podemos obter, portanto, dois autovetores linearmente independentes para construir umamatriz de
mudança de base. A matriz não é diagonalizável.

Na verdade, qualquer matriz da forma
k 1 0 · · · 0
0 k 1 0

0 0 k
...

...
. . . 1

0 0 · · · 0 k

 ,
com a constante k na diagonal e uns acima da diagonal terá n autovalores iguais a k, e o autoespaço de
todos terá dimensão um. Nenhuma destas matrizes é diagonalizável. ◀

Teorema 6.63. Autovetores pertencentes a diferentes autovalores são linearmente independentes.

6.3 Transformações lineares e matrizes não quadradas

Até o momento tratamos de operadores lineares e suas representações como matrizes quadradas. Nesta
seção mostramos um fato a respeito do espectro do produto de matrizes retangulares.

Teorema 6.64. SejamA e B duas transformações lineares,

A :Rm → Rn

B :Rn → Rm.

As duas transformações são representadas por matrizesA,n×m eBm×n. Assim, estão bem definidos os produtos

• AB, matriz quadrada de ordem n, e
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• BA, matriz quadrada de ordemm.

Os autovalores não nulos deAB e BA são os mesmos.

Demonstração. Seja v ̸= 0 autovetor deAB pertencente a um autovalor não nulo, ou seja,

ABv = λv, com λ ̸= 0.

Então

(B)ABv = Bλv
(BA)Bv = λ(Bv),

e temos Bv ̸= 0, porque ABv = λv ̸= 0. Assim, Bv é autovetor de BA pertencente ao mesmo autovalor
λ. ■

Exemplo 6.65. Sejam

A =

(
1 3 −1

−2 0 2

)
, B =

(
−1 −2
2 5
0 −1

)
Temos

AB =

(
5 14
2 2

)
, BA =

(
3 −3 −3

−8 6 8
2 0 −2

)
Os autovalores deAB são 9,−2. Os de BA são 0,−2, 9. ◀

⋆ 6.4 Diagonalização simultânea de dois operadores

Diagonalizar um operador é o mesmo que encontrar uma base na qual este operador é representado como
uma matriz diagonal. Podemos eventualmente precisar representar dois (ou mais) operadores na forma
diagonal, na mesma base.

Definição 6.66 (Operadores simultaneamente diagonalizáveis). Um conjunto de operadores {Ai} é simul-
taneamente diagonalizável se existe uma única matriz de mudança de base P tal que para todo operador
Ai do conjunto, P−1AiP é diagonal.

Em particular, dois operadoresA eB são simultaneamente diagonalizáveis se existe P não singular tal que
tanto P−1AP como P−1BP são diagonais. ♦

Lema 6.67. SejamA e B dois operadores lineares em ummesmo espaço vetorial (de dimensão finita ou infinita). Se
AB = BA, então o operador B é um operador linear no autoespaço deA (ou seja, se v está no autoespaço deA, Bv
também está).

Demonstração. Se v é autovetor de λ para o operadorA, então

Av = λv
BAv = Bλv

A(Bv) = λ(Bv),

portanto Bv também é autovetor de λ. ■
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Teorema 6.68. Dois operadoresA eB emRn (e em qualquer espaço vetorial de dimensão finita) são diagonalizáveis
simultaneamente se e somente seAB = BA.

Demonstração. (⇒) SeA e B são simultaneamente diagonalizáveis, então podemos escrever
A = P−1ADP

B = P−1BDP

O produtoAB é, portanto,

AB = P−1ADPP
−1BDP

= P−1ADBDP

= P−1BDADP (produto de diagonais é comutativo (Exercício 107))
= P−1BD(PP−1)ADP

= (P−1BDP)(P
−1ADP)

= BA.

(⇐) Sejam λ1, λ2, . . . , λk os autovalores deA. Seja d1, d2, . . ., dn uma base β formada por autovetores de
A, ordenada por autovalor – ou seja, os primeiros vetores pertencem ao primeiro autovalor λ1, em seguida
temos os vetores do autovalor λ2, e assim por diante. Pelo Lema 6.67, a matriz que representa B nesta base
é diagonal por blocos (leva autovetores de um autoespaço deA neste mesmo autoespaço):

[B]β =


B1 0 · · · 0
0 B2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · Bk

 .
Cada bloco i é uma matriz quadrada cuja ordem é a multiplicidade geométrica do autovalor λi deA.

Temos portanto uma base emqueB é descrito por umamatriz diagonal por blocos. Para obter umamatriz
diagonal, observamos que podemos diagonalizar cada bloco separadamente. Para isso, basta tomar cada
bloco Ai e obterm vetores LI (m é a multiplicidade geométrica de λi, todos no autoespaço de λi em A,
que também sejam autovetores de B. Estes vetores serão autovetores tando de B como de A (e em A, eles
pertencerão a λi). ■

Exemplo 6.69. Começamos com um exemplo onde as duas matrizes já tem os mesmos autoespaços, por-
tanto não precisamos diagonalizar blocos. Sejam

A =

(
−2 1
1 −2

)
, B =

(
1 −1

−1 1

)
os produtosAB e BA são iguais:

AB = BA =

(
−3 3
3 −3

)
Os autovalores e autovetores deA e B são

A : − 1, (x, x)T ; −3, (x,−x)T

B : 0, (x, x)T ; 2, (x,−x)T
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Assim, se usarmos os vetores (
1
1

)
,

(
1

−1

)
para construir a matriz de mudança de base, teremos diagonalizado os dois operadores! Construímos

P =

(
1 1
1 −1

)
, P−1 =

(
1/2 1/2

1/2 −1/2

)
,

e temos finalmente

A = P−1ADP =

(
1/2 1/2

1/2 −1/2

)(
−1 0
0 −3

)(
1 1
1 −1

)
=

(
2 1
1 2

)
B = P−1BDP =

(
1/2 1/2

1/2 −1/2

)(
0 0
0 2

)(
1 1
1 −1

)
=

(
1 −1

−1 1

)
Os dois operadores são diagonais quando descritos na base ordenada(

(1, 1)T , (1,−1)T
)
. ◀

Exemplo 6.70. SejamA e B dois operadores em R4:

A =

0 0 3 0
0 0 0 3
3 0 0 0
0 3 0 0

 , B

0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0


Estes operadores comutam:

AB = BA =

0 0 0 3
0 0 3 0
0 3 0 0
3 0 0 0

 .
DiagonalizamosA primeiro: seus autovalores são−3 e+3, cada um com multiplicidade algébrica 2.

Os autoespaços são:

E(−3) =


 1

0
−1
0

 ,
 0

1
0

−1


 , E(+3) =


10
1
0

 ,
01
0
1


 .

Temos então uma base β ondeA é diagonal,

P =

 1 0 1 0
0 1 0 1

−1 0 1 0
0 −1 0 1

 ,
e

P−1AP =

−3 0 0 0
0 −3 0 0
0 0 3 0
0 0 0 3

 .
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O operador B, descrito nsta base, é

P−1BP =

0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0

 =

(
B1 0
0 B2

)

Os dois blocos são

B1 = B2 =

(
0 1
1 0

)
e cada bloco tem autovalores−1 e 1. Os autovetores de B1 (e de B2) são(

1
1

)
,

(
−1
1

)
.

O primeiro autovetor tem as coordenadas 1 e−1, indicando que posemos tomar os dois primeiros autove-
tores d1 e d2 e usar d1 − d2 deve ser usado.

De acordo com o segundo autovetor, d1 + d2 deve ser usado em seguida.
O terceiro e quarto autovetores (de B2) nos dão d3 ± d4, portanto temos

Q =
(
d1 − d2, d1 + d2, d3 − d4, d3 + d4

)
=

 1 1 1 1
−1 1 −1 1
−1 −1 1 1
1 −1 −1 1


Temos

Q−1 =
1

4

1 −1 −1 1
1 1 −1 −1
1 −1 1 −1
1 1 1 1


Nesta base, tantoA como B são diagonais:

[A]γ = Q−1AQ =
1

4

1 −1 −1 1
1 1 −1 −1
1 −1 1 −1
1 1 1 1


0 0 3 0
0 0 0 3
3 0 0 0
0 3 0 0


 1 1 1 1
−1 1 −1 1
−1 −1 1 1
1 −1 −1 1

 =

−3 0 0 0
0 −3 0 0
0 0 3 0
0 0 0 3


[B]γ = Q−1BQ =

1

4

1 −1 −1 1
1 1 −1 −1
1 −1 1 −1
1 1 1 1


0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0


 1 1 1 1
−1 1 −1 1
−1 −1 1 1
1 −1 −1 1

 =

−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 1


Notamos que, como os autovalores são os mesmos em qualquer base (matrizes similares tem os mesmos
autovalores), podemos ver os autovalores deA e B nas suas representações diagonais na base γ. ◀

O Teorema 6.68 pode ser generalizado para espaços de dimensão infinita. Não o faremos aqui.

6.5 Cálculo de autovalores e autovetores

Os métodos que apresentamos para determinar os autovalores e autovetores de uma transformação são
úteis e eficientes para matrizes pequenas. Observe que se o polinômio característico de uma matriz tem
grau elevado, não temos sequer fórmula para obter suas raízes.
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Teorema 6.71. Qualquer método para a obtenção do valor exato dos autovalores de matrizes de ordem n pode ser
usado para obter as raízes de qualquer polinômio de grau n.

A relevância deste Teorema se faz clara quando consideramos também o Teorema de Abel-Ruffini, que
apresentamos sem demonstração.

Teorema 6.72 (Abel-Ruffini). Não existe como descrever as raízes de polinômios de grau cinco oumais alto, usando
apenas as operações aritméticas básicas (soma, subtração, multiplicação, divisão e extração de raiz n-ésima).

Isto não significa, no entanto:

• que seja impossível encontrar autovalores para famílias específicas dematrizes (o exemplomais sim-
ples é o das matrizes triangulares, onde sequer precisamos de “método”, já que o sautovalores ficam
expostos na diagonal);

• que não haja método para aproximar autovalores. Na verdade há muitos deles;

• que não haja método para a obtenção de autovalores exatos (o Teorema apenas diz que não podem
ser obtidos usando apenas aquelas operações).

Para grandes matrizes há diversos métodos de obtenção de autovalores, cujas descrições o leitor en-
contrará na literatura de Cálculo Numérico [Fra07].

6.6 Aplicações

Damos aqui uma pequena quantidade de aplicações dos conceitos apresentados neste Capítulo. No início
da seção 6.2, dissemos que “emmuitas situações é útil mudar de base para realizar operações onde a transformação
é diagonal, e posteriormente voltar à base anterior”. Grande parte das aplicações nesta Seção resume-se a isto.

6.6.1 Potência de matriz [ diagonalização ]
O cálculo da potênciaAn é muito simples quandoA é diagonal:

diag(a1, a2, . . . , ak)n = diag(an1 , a
n
2 , . . . , a

n
k ).

SeA não é diagonal, é necessário realizar uma grande quantidade de operações6,

An =

n−1 operações︷ ︸︸ ︷
AAA · · ·A

Teorema 6.73. SejaA diagonalizável comA = PDP−1, e n ∈ N. Então

An = PDnP−1.

6na verdade podemos calcular A2, depois A2A2 = A4, depois A4A4 = A8, depois A8A8 = A32, etc, acelerando o processo,
mas ainda assim a quantidade de operações pode ser arbitrariamente grande.
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Demonstração. Para demonstrar, simplesmente reescrevemosAn como produto de nmatrizes:

An =

n−1 operações︷ ︸︸ ︷
AAA · · ·A

= (PDP−1)(PDP−1) · · · (PDP−1)

= PD(P−1P)D(P−1P)D · · ·DP−1

= PDIDI · · ·DP−1

= PDnP−1. ■

SeA é diagonalizável en émuito grande, é vantajoso calcular a sua potência na base em que é diagonal,
fazendo assim uma quantidade fixa (e pequena) de operações.

Exemplo 6.74. Seja

A =

(
3 1/3

15 −1

)
.

A matrizA é diagonalizável:

A = QDQ−1 =

(
1 1

−15 3

)(
−2 0
0 4

)
1

6

(
1 −1

3

5 1
3

)
.

CalculamosA2 eA10.

A2 = A.A =

(
14 2/3

30 6

)
.

Poderíamos também ter calculado

A2 = QD2Q−1 =

(
1 1

−15 3

)(
4 0
0 16

)
1

6

(
1 −1

3

5 1
3

)
=

(
14 2/3

30 6

)
Para calcularA10, podemos computar as nove multiplicaçõesA.A · · ·A, mas é mais simples calcular

A10 = QD10Q−1 =

(
1 1

−15 3

)(
210 0
0 410

)
1

6

(
1 −1

3

5 1
3

)
=

(
29 1707 29 341

3

29 5115 29 343

)
. ◀

6.6.2 Relações de recorrência [ polinômio característico; diagonalização
]

Definição 6.75 (Relação de recorrência). Uma relação de recorrência de ordem k é uma definição de uma
sequência que descreve o n-ésimo termo como função dos k anteriores:

a1 = z1,

a2 = z2,
...

ak = zk
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an = f(an−1, an−2, . . . , an−k),

onde os valores iniciais zi são constantes. A definição da sequência deve incluir também k valores iniciais,
além da equação recursiva.

Uma recorrência é linear se é da forma

an = c1an−1 + · · ·+ ckan−k + g(n),

e é homogênea se g(n) = 0. ♦

Exemplo 6.76. A função fatorial é dada pela recorrência

f0 = 1,

fn = nfn−1,

que é linear e homogênea. ◀

Exemplo 6.77. Como visto no Exemplo 1.37, a sequência de Fibonacci pode ser definida pela recorrência

F1 = 1,

F2 = 1,

Fn = Fn−1 + Fn−2,

e seus primeiros termos são
F1 = 1 F5 = 5
F2 = 1 F6 = 8
F3 = 2 F7 = 13
F4 = 3 F8 = 21

◀

Estamos interessados no problema de, dada uma definição de sequência como recorrência, encontrar
uma forma fechada para ela.

Exemplo 6.78. Considere a sequência (an) definida recursivamente a seguir.

a0 = 1

an = 2an−1

Os primeiros termos desta sequência são

a0 = 1,

a1 = 2,

a2 = 4,

a3 = 8,
...

A forma fechada para o n-ésimo termo da sequência é

an = 2n,

que percebemos imediatamente apenas porque a sequência é familiar e muito simples. ◀
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Teorema 6.79. Uma equação recorrente de ordem k acompanhada de k valores iniciais define unicamente uma
sequência.

Se a equação estiver acompanhada de menos do que k valores iniciais, há mais de uma sequência que satisfaz a
relação.

Se a equação estiver acompanhada de menos do que k valores iniciais, uma de duas situações ocorrerá: ou a
recorrência definirá uma única sequência, ou nenhuma sequência satisfará a definição.

Definição 6.80 (Matriz associada a uma equação de recorrência linear). Uma equação de recorrência linear
de ordem k

an = c1an−1 + c2an−1 + · · ·+ ckan−k

pode ser descrita em forma matricial como

C︷ ︸︸ ︷
0 1 0 · · · 0
0 0 1 0

0 0 0
. . .

... 1
ck ck−1 ck−2 · · · c1



an
an+1

an+2
...

an+k

 =


an+1

an+2

an+3
...

an+k+1


A matriz C é chamada de matriz associada à equação de recorrência (an). ♦

Exemplo 6.81. Para ilustrar a construção da matriz associada usamos a seguinte equação de recorência:

an = 2an−1 − 3an−2 +
1

2
an−3 − an−4.

Os coeficientes da equação são (1,−3, 1/2,−1), e a matriz associada a esta equação é

C =

 0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

−1 1/2 −3 2

 ,
de forma que

C


an
an+1

an+2

an+3

 =


an+1

an+2

an+3

an+4

 ,
com an+4 = 2an+3 − 3an2

+ (1/2)an+1 − an, como esperado. ◀

Vemos que C transforma an, . . . , an+k em outro vetor coluna, com an+1, . . . an+k+1. Se aplicarmos
C novamente, obteremos os próximos k valores, e assim por diante.

an
an+1

an+2
...

an+k

 C−→

an+1

an+2

an+3
...

an+k+1

 C−→

an+2

an+3

an+4
...

an+k+2

 C−→ · · ·



Ve
rs
ão
Pr
el
im
in
ar

Ál
ge
br
a L
in
ea
r

Je
rô
ni
m
o
Pe
lle
gr
in
i

6.6. APLICAÇÕES 263

Assim, se pudermos calcular Cn e aplicar no vetor com os valores iniciais, teremos um valor com o valor
de an na primeira posição. 

a1
a2
a3
...
ak

 Cn

−−→

an+1

an+2

an+3
...

an+k


Calcular Cn é fácil se pudermos diagonalizá-la: determinamos a base em que C é diagonal, e calculamos
PDnP−1.

Assim, temos o seguinte método.

Método 6.82. SejaC umamatriz associada a uma relação de recorrência de ordem k. SeD é diagonalizáve,
sejam P e P−1 as matrizes de mudança de base tais queD = P−1CP é diagonal. Seja Z o vetor coluna com
os valores iniciais da recorrência,

Z =


z1
z2
z3
...
zk

 .
A forma fechada para o n-ésimo termo da recorrência é dada pela primeira entrada do vetor

PDn−1P−1Z.  

Antes de exemplificarmos este método, apresentamos alguns Teoremas que tornam sua aplicação mais
fácil.

Teorema 6.83. SejaC amatriz associada à equação de recorrência de uma sequênciaan. O polinômio característico
deC é

λk + ckλ
k−1 + ck−1λ

k−2 + · · ·+ c2λ+ c1.

C não tem autovalores zero, e para qualquer autovalor λ deC, an = λn é solução da recorrência an = Can−1.

Teorema 6.84. Seja λ o autovalor de uma matriz associada a uma relação de recorrência linear de ordem k. Então

(1, λ, λ2, . . . , λk−1)T

é autovetor pertencente a λ.

Exemplo 6.85. Considere a equação recorrente

a0 = 1,

a1 = 2,

an = −2an−1 + 3an−2.

A matriz associada a ela é (
0 1
3 −2

)
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com autovalores−3 e 1, e autovetores gerados por(
1

−3

)
,

(
1
1

)
A matriz de mudança de base e sua inversa são

P =

(
1 1

−3 1

)
, P−1 =

1

4

(
1 −1
3 1

)
.

O n-ésimo termo da sequência será dado por(
an
an+1

)
= PDn−1P−1Z

=

(
1 1

−3 1

)(
−3 0
0 1

)n
1

4

(
1 −1
3 1

)(
1
2

)
=

(
1 1

−3 1

)(
(−3)n 0

0 1

)
1

4

(
1 −1
3 1

)(
1
2

)
=
1

4

(
5− (−3)n

5− (−3)n+1.

)
e temos a forma fechada para o n-ésimo termo da sequência:

an =
5− (−3)n

4
. ◀

6.6.3 Solução de sistemas de equações de diferença [ diagonalização ]
Uma equação de diferenças é como uma equação diferencial, mas discreta. Uma equação de diferença, da
forma x(t) = αx(t− 1) representa a evolução de um processo em tempo discreto, e é muito usada em bi-
ologia, economia, engenharia e diversas outras áeras. Por exemplo, x(t) poderia representar a quantidade
de animais de uma certa espécie em um ecossistema, a quantidade de dinheiro em um fundo de investi-
mento ou empréstimo, ou qualquer outra quantidade que evolua ao longo do tempo, e que dependa da
quantidade em ummomento anterior.

Considere o sistema de equações de diferença

x1(t) = 2x1(t− 1)

x2(t) = (1/5)x2(t− 1)

Como as duas equações são independentes, podem ser resolvidas separadamente.
A primeira equação significa que a quantidade x1 sempre dobra a cada unidade de tempo. Após t uni-

dades de tempo, teremos portanto x1(0)multiplicado por 2t.
De acordo com a segunda equação, x2 cai para um quinto a cada unidade de tempo. No tempo t, por-

tanto, teremos x2(0)multiplicado por 5−t.
Já podemos agora calcular x1(t) e x2(t) a partir de seus valores iniciais:

x1(t) = 2
tx1(0)
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x2(t) = 5
−tx2(0)

Este sistema foi resolvido facilmente porque as equações são independentes – ou seja, se o representarmos
como uma matriz, na forma x(t) = Ax(t− 1), entãoA será diagonal:

A =

(
2 0
0 1/5

)
Sabemosque2 e5 são os autovalores destamatriz, e que seus autovetores sãoda forma (ax1, 0)T e (0, bx2)T .
Cada uma das duas equações é a expressão deAx = λx para um dos autovalores e um dos autovetores:

Quando as equações não são independentes, a matriz dos coeficientes do sistema não é diagonal. To-
mamos agora como exemplo o sistema a seguir.

x1(t) = 2x1(t− 1) + 2x2(t− 1)

x2(t) = 2x1(t− 1) + 5x2(t− 1)

Não conseguimos resolver as equações isoladamente, como fizemos antes, porque elas dependem uma da
outra. Se o descrevermos na forma matricial, a matriz dos coeficientes será

A =

(
2 2
2 5

)
.

Notamos, no entanto, queA é diagonalizável: seus autovalores são 6 e 1, comautovetores da forma (a, 2a)T

e (b,−b/2)T .
A matriz A descreve o sistema na base canônica C. Obtemos agora a matriz diagonal similar a A, ou

seja, a matriz diagonalD = [A]δ, que descreve o sistema em uma base δ, e as matrizes demudança de base:

P−1AP =

(
1/5 2/5

4/5 −2/5

)(
2 2
2 5

)(
1 1
2 −1/2

)
=

(
6 0
0 1

)
.

Isso significa que as matrizes P e P−1, de mudança de base, nos permitem levar vetores para a base δ onde
A é diagonal. Como usaremos a matriz na base δ, precisamos também descrever o vetor x nesta base. Seja

y = [x]δ.

Determinamos agora como escrever x em função de y e y em função de x. Para isso, aplicamos as matrizes
de mudança de base em ambos. Começamos por y = P−1x:

y =
(
1/5 2/5

4/5 −2/5

)(
x1
x2

)
=

(
(x1 + 2x2)/5

(4x1 − 2x2)/5

)
Assim,

y1 = (x1 + 2x2)/5

y2 = (4x1 − 2x2)/5

Agora calculamos Py:

x =

(
1 1
2 −1/2

)(
y1
y2

)
=

(
y1 + y2
2y1 − y2/2

)
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Ou seja,

x1 = y1 + y2

x2 = 2y1 − y2/2

Agora resolvemos o sistema

y1(t) = 6y1(t− 1)

y2(t) = y2(t− 1).

Este segundo sistema consiste de duas equações independentes, e verificamos facilmente que

y1(t) = 6
ty1(0)

y2(t) = y2(0).

Finalmente, conseguimos escrever x1(t) e x2(t) em função de x1(0) e x2(0):

x1(t) = y1(t) + y2(t)

= 6ty1(0) + y2(0)

= 6t
(
x1(0) − 2x2(0)

5

)
+

(
4x1(0) − 2x2(0)

5

)
x2(t) = 2y1(t) − y2(t)/2

= 2(6ty1(0)) − (1/2)y2(0)

= 2

[
6t
(
x1(0) + 2x2(0)

5

)]
−
1

2

(
4x1(0) − 2x2(0)

5

)

6.6.4 Exponencial de matriz [ diagonalização ]

Da mesma forma que a exponencial ex surge na solução de equações diferenciais, a exponencial eA, onde
A é uma matriz, também tem papel importante na solução de sistemas de equações diferenciais.

A exponencial ex para números x reais e complexos é definida como7

ex =

∞∑
i=0

xi

i!
.

A exponencial de uma matriz é definida exatamente da mesma forma, porque a definição só depende
de podermos calcular a n-ésima potência da matriz.

7Esta é a expansão de Taylor no zero (a série de Maclaurin),

ex =
exp(0)(x0)

0!
+
exp ′(0)x1

1!
+
exp ′′(0)x2

2!
+
exp ′′′′(0)x3

3!
+ · · ·

= 1 +
x

1!
+
x2

2!
+
x3

3!
+ · · ·
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Definição 6.86 (Exponencial dematriz). SejaA umamatriz quadrada. A exponencial deA é definida como

eA =

∞∑
i=0

Ai

i!
. ♦

Primeiro observamos que é fácil calcular eD para qualquer matriz diagonalD.

Teorema 6.87. SejaD uma matriz diagonal. Então

eD = diag(ed11 , ed22 , . . . , ednn).

Demonstração.

eD =

∞∑
i=0

Di

i!

=

∞∑
i=0

1

i!


d11

d22
. . .

dnn


i

=

∞∑
i=0


di

11

i!
di

22

i!
. . .

di
nn

i!



=


∑∞

i=0
di

11

i! ∑∞
i=0

di
22

i!
. . . ∑∞

i=0
di

nn

i!


=

e
d11

ed22

. . .
ednn

 . ■

Exemplo 6.88. Seja

D = diag(2, 4, 1) =

(
2 0 0
0 4 0
0 0 1

)
.

Então

eD =

(
e2 0 0
0 e4 0
0 0 e

)
. ◀

Agora tratamos de matrizes não diagonais, mas diagonalzáveis.

Teorema 6.89. SeA é diagonalizável, comA = PDP−1, então eA = PeDP−1.
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Demonstração. Usaremos o teorema 6.73, que nos garante queAn = PDnP−1.
Calculamos agora

eA =

∞∑
i=0

Ai

i!
=

∞∑
i=0

(PDP−1)i

i!
= P

( ∞∑
i=0

Di

i!

)
P−1 = PeDP−1. ■

Exemplo 6.90. Seja

A =

(
3 1
1 3

)
.

Calculamos eA a seguir. A matriz tem autovalores 4 e 2, e é diagonalizável: D = P−1AP é diagonal, com

P =
1

2

(
1 1
1 −1

)
, D =

(
4 0
0 2

)
, P−1 =

(
1 1
1 −1

)
Assim,

eD =

(
e4 0
0 e2

)
.

ComoA = PDP−1, temos

eA = PeDP−1

=

(
e4+e2

2
e4−e2

2
e4−e2

2
e4+e2

2

)

=
1

2

(
e4 + e2 e4 − e2

e4 − e2 e4 + e2

)
. ◀

Exemplo 6.91. Mencionamos que podemos precisar trabalhar com autovalores complexos, mesmo que
nossa matriz seja real. Este exemplo ilustra tal situação.

Seja

A =

(
0 1

−1 0

)
.

Calculamos eA a seguir. A matriz tem autovalores−i e i, e é diagonalizável: D = P−1AP é diagonal, com

P =

(
1 1

−i i

)
, D =

(
−i 0
0 i

)
Assim,

eD =

(
e−i 0
0 ei

)
Finalmente,A = PDP−1, portanto

eA = PeDP−1 =

(
1 1

−i i

)(
e−i 0
0 ei

)(
1/2 i/2

1/2 −i/2

)
=
1

2

(
ei + e−i ie−i − iei

iei − ie−i ei + e−i

)
◀

Teorema 6.92. SeA é uma matriz quadrada diagonalizável com autovalores λ1, λ2, . . ., λn, então os autovalores
de eA são eλ1 , eλ2 , . . ., eλn .
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Demonstração. Sabemos que seA é diagonalizável,A = PDP−1, ondeD é diagonal, e os elementos dii são
os autovalores deA. Também sabemos que

eD = diag(ed11 , . . . , enn).

P e P−1 são matrizes de mudança de base e não modificam os autovalores, e como

eA = PeDP−1,

os autovalores de eA são os mesmos que os deA. ■

Exemplo 6.93. Seja

A =

(
1 3
0 2

)
.

Seus autovalores são 1 e 2. A exponencial deA é

eA =

(
e 3e2 − 3e
0 e2

)
,

com autovalores e1 = e e e2.
Seja

B =

(
−1 2
2 −1

)
.

Seus autovalores são 1 e−3. A exponencial de B é

eB =
1

2

(
e−3(e4 + 1) e−3(e4 − 1)

e−3(e4 − 1) e−3(e4 + 1)

)
,

com autovalores e e e−3. ◀

6.6.5 Solução de sistemas de equações diferenciais [ diagonalização ]

Na seção 6.6.3 descrevemos um método para resolver sistemas de equações de diferença. Nesta seção tra-
tamos de sistemas de equações diferenciais. Uma resumida introdução às Equações Diferenciais é dada no
Apêndice δ.

Definição 6.94 (Sistema de equações diferenciais). Um sistema de equações diferenciais é um conjunto de
equações diferenciais. ♦

Dado um sistema de equações diferenciais, que contém equações envolvendo derivadas de várias fun-
ções diferentes, possivelmente compartilhando argumentos, queremos determinar a forma fechada para
estas funções em função de valores iniciais para elas.

Precisaremos neste exemplo do conceito de derivada de um vetor, que definimos a seguir. Também
definimos, por completude, integração de vetores.
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Definição 6.95 (Derivação e integração de vetor). Seja y um vetor de funções, ou seja,

y =


y1(x)

y2(x)
...

yn(x)

 .
Denotamos por yi a i-ésima função. A derivada de y, que denotamos y ′, é

y ′ =


y ′
1

y ′
2
...
y ′
n

 .
Definimos também a integral de y em um dado intervalo como

∫b
a

ydx =


∫b
a
y1dx∫b

a
y2dx
...∫b

a
yndx

 .
Integrais indefinidas são obtidas de forma semelhante. ♦

Exemplo 6.96. Seja

v =

x2 + ysen(x)
xy

 ,
onde y é uma constante (o vetor v contém funções de uma variável x). Temos

d

dx
v =

 d
dx

(x2 + y)
d
dx
sen(x)

d
dx
xy

 =

2xcos(x)
y

 .
Também podemos integrar o vetor:

∫
vdx =

∫ x2 + ydx∫
sen(x)dx∫
xydx

 =

x3

3
+ xy

− cos(x)
x2y
2

 . ◀

Considere o sistema de equações diferenciais lineares a seguir.
y ′
1 = a11y1 + a12y2 + · · ·+ a1nyn
y ′
2 = a21y1 + a22y2 + · · ·+ a2nyn
...

y ′
n = a11y1 + a22y2 + · · ·+ annyn
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Este sistema pode ser descrito em forma matricial, tendo as funções yi como incógnitas:

Ay = y ′,

onde

A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 a2n
...

. . .
an1 an2 · · · ann

 , y =


y1
y2
...
yn

 , y ′ =


y ′
1

y ′
2
...
y ′
n

 .
Lema 6.97. Seja x ∈ R eA uma matriz quadrada. Então

d

dx
exA = AexA.

Demonstração.

d

dx
exA =

d

dx

(
I +

xA

1!
+
x2A2

2!
+ · · ·

)
= A+

xA2

1!
+
x2A3

2!
+ · · ·

= A

(
I +

xA

1!
+
x2A2

2!
+ · · ·

)
= AexA.

■

Teorema 6.98. A solução geral para o sistema

d

dt
y(t) = Ay(t)

com n variáveis e n equações é
y(t) = etAy(0).

Demonstração. Suponha que
y(t) = etAy(0).

Derivamos ambos os lados da equação, obtendo

y ′(t) =
d

dt
etAy(0)

= AetAy(0)
= Ay(t), (porque presumimos que y(t) = etAy(0))

o que conclui a demonstração. ■

Para determinar a solução para um sistema de equações diferenciais lineares, calculamos etA da forma
descrita na seção 6.6.4.
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Exemplo 6.99. Considere o sistema dinâmico

y ′
1(t) = 2y1(t) + 3y2(t)

y ′
2(t) = 2y1(t) + y2(t).

A matriz de coeficientes é

A =

(
2 3
2 1

)
.

Os autovalores de A são 4 e −1, com autovetores (1, 2/3)T e (1,−1)T , respectivamente. Já podemos dia-
gonalizarA:

A =

(
1 1

2/3 −1

)
︸ ︷︷ ︸

P

(
4 0
0 −1

)
︸ ︷︷ ︸

D

1

5

(
3 3
2 −3

)
︸ ︷︷ ︸

P−1

.

A solução para d
dt
y(t)Ay(t) é y(t) = etAy(0), que calculamos agora:

etAy(0) = PetDP−1y(0)

=

(
1 1

2/3 −1

)(
e4t 0
0 e−t

)(
3/5 3/5

2/5 −3/5

)
y(0)

=
1

5

(
e−t(3e5t + 2) e−t(3e5t − 3)

e−t(2e5t − 2) e−t(2e5t + 3)

)
y(0)

=
1

5et

(
(3e5t + 2)y1(0) + (3e5t − 3)y2(0)

(2e5t − 2)y1(0) + (2e5t + 3)y2(0)

)
◀

O livro de Luiz Henrique Alves Monteiro [Mon02] é uma excelente introdução aos sistemas dinâmicos.

6.6.6 Cadeias de Markov [ autovalor; autovetor ]
Há uma descrição simplificada de Cadeias de Markov no apêndice α. Esta seção dá um tratamento mais
rigoroso ao assunto.

Um processo estocástico é umamaneira de descrever a evolução de diversas variáveis aleatórias ao longo
do tempo. Pode-se, por exemplo, descrever a evolução do DNA de uma população; do estado futuro de
máquinas em uma indústria; do crescimento de populações, e diversos outros sistemas.

Usaremos como exemplo a modelagem, extremamente simplificada, da evolução de uma doença. Su-
ponha que

Representamos o estado de um sistema em um processo estocástico como um vetor de estado. A evo-
lução do sistema é descrita por uma sequência de vetores de estado, onde cada um pode depender, proba-
bilisticamente, dos anteriores.

Definição 6.100 (cadeia deMarkov). Se um sistema pode ser descrito emumdadomomento t por umvetor
de estados, e o estado no momento t+ 1 depende apenas do estado no momento t e de probabilidades de
transição entre estados, então a sequência de vetores de estado desse sistema é uma cadeia de Markov. ♦

Definição 6.101 (matriz de transição). Se, para cada par de estados i, j, a probabilidade de transição de j
para i é pij, então a matriz de transição da cadeia de Markov é dada por (pi,j), ou

P =

p11 p12 p13
p21 p22 p23
p31 p32 p33

 ♦
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A definição de matriz estocástica implica que a soma de cada coluna da matriz deve ser igual a um, e
que os valores devem estar todos no intervalo [0, 1].

Exemplo 6.102. A matriz

P =

(
0.2 0.1 0.6
0.1 0.5 0.2
0.7 0.4 0.2

)

representa as probabilidades de transição em uma cadeia de Markov com tres estados. ◀

Um vetor estocástico é um vetor que representa uma distribuição de probabilidades.

Definição 6.103 (vetor estocástico). Um vetor v ∈ Rn é estocástico se
∑

i vi = 1, e todos os vi são não-
negativos. ♦

Exemplo 6.104. Os vetores (1, 0, 0)T , (1/2, 1/2, 0)T e (1/4, 0, 3/4, 0)T são estocásticos. ◀

Definição 6.105 (matriz estocástica). Uma matriz é estocástica se todas as suas linhas ou todas as suas
colunas forem vetores estocásticos.

Quando as linhas somam um, dizemos que a matriz é estocástica agindo à direita.
Quando as colunas somam um, dizemos que a matriz é estocástica agindo à esquerda.
Se tanto as linhas como as colunas de uma matriz são vetors estocásticos, dizemos que a matriz é du-

plamente estocástica. ♦

Os nomes “agindo à direita” e “agindo à esquerda” referem-se a como amatriz age de forma estocástica:
quando aplicada à esquerda de um vetor coluna (Pv) ou quando aplicada à direita de um vetor linha (vTP).
Embora textos básicos de Álgebra Linear usulmente trabalhem commatrizes agindo à esquerda em vetores
coluna, em textos tratando de processos estocásticos é comumque se use a abordagemoposta, comamatriz
agindo à direita de um vetor linha.

Nas matrizes estocásticas à esquerda, as somas das linhas precisam ser iguais a um; nas matrizes dupla-
mente estocásticas, tanto as somas das linhas como as das colunas deve ser um.

No resto deste Capítulo, usaremos somente matrizes agindo à esquerda.

Exemplo 6.106. A matriz de transição de qualquer cadeia de Markov é estocástica. Por exemplo, a matriz
do exemplo 6.102 é uma matriz estocástica agindo à esquerda, porque só tem entradas positivas e a soma
de cada coluna é um. ◀

As matrizes de transição são operadores lineares, e o teorema 6.107 nos mostra como podemos usá-las.

Teorema 6.107. Sejam A e B duas matrizes estocásticas, e p um vetor estocástico tais que os produtos AB e Ap
são bem definidos. EntãoAB também é uma matriz estocástica eAp é um vetor estocástico.

O teorema 6.108 nos dá a interpretação da multiplicação de uma matriz de transição por um vetor
estocástico.

Teorema 6.108. Seja T amatriz de transição de uma cadeia deMarkov, ep um vetor estocástico representando uma
distribuição de probabilidades sobre os estados da cadeia. A matriz T , quando usada como operador linear em p, leva
à distribuição de probabilidades depois de um estágio.
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Demonstração. Seuponha que T seja estocástica agindo à esquerda. A coluna j, portanto contém as pro-
babilidades de, estando no estado j, haver transição para cada um dos outros estados – ou seja, aij é a
probabilidade de haver transição para i quando o estado anterior era j. Então

Tp =


t11 t12 · · · t1n
t21 t22 t2n
...

. . .
tn1 tn2 tnn



p1
p2
...
pn



=


t11p1 + t21p2 + · · ·+ tn1pn
t12p1 + t22p2 + · · ·+ tn2pn

...
tn1p1 + tn2p2 + · · ·+ tnnpn



=


p1(t11 + t21 + · · ·+ tn1)

p2(t12 + t22 + · · ·+ tn2)
...

pn(t1n + t2n + · · ·+ tnn)


Se a matriz é estocástica nas linhas, pode-se repetir o argumento com o operador à direita, pT = p ′. ■

Fica claro então que podemos aplicar a matriz de transição T iteradamente para obter a distribuição de
probabilidade sobre os estados após k estágios:

(T(T · · · T(Tp) · · · ))︸ ︷︷ ︸
k aplicações

= (TT · · · T)p = Tkp.

Teorema 6.109. Toda matriz estocástica tem um autovalor igual a um, e todos os outros autovalores são menores
ou iguais a um.

O vetor estocástico cuja existência o teorema 6.109 garante é chamado de distribuição estacionária.
De maneira geral, uma cadeia de Markov pode ter mais de uma distribuição estacionária.

Exemplo 6.110. Se uma cadeia de Markov tem a matriz de transição(
1 0
0 1

)
,

verificamos facilmente que há dois autovalores iguais a um, e que seus autovetores são

(1, 0)T e (0, 1)T .

Assim, há duas distribuições estacionárias:(
1

2
, 0

)T

e
(
0,
1

2

)T

. ◀
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Exemplo 6.111. Na matriz de transição 
1 0 0
1
3
0 0

0 3
4

1
4

0 1
5

4
5


o autovalor 1 tem multiplicidade algébrica dois, com os autovetores

(1, 1, 0, 0)T e (0, 0, 1, 1)T .

Assim, as duas distribuições estacionárias são(
1

2
,
1

2
, 0, 0

)T

e
(
0, 0,

1

2
,
1

2

)T

. ◀

Para algumas cadeias de Markov, no entanto, a distribuição estacionária é única.

Definição 6.112 (matriz estocástica positiva). Uma matriz estocástica é positiva se todas as suas entradas
são diferentes de zero. ♦

Teorema 6.113. Uma matriz estocástica positiva tem uma única distribuição estacionária.

Definição 6.114 (matriz estocástica regular). Uma matriz estocástica P é regular se, para algum inteiro
positivo n, Pn é positiva. ♦

A definição de matriz regular é relevante porque nos interessa a aplicação iterada da da matriz, P · P ·
P · · ·Pv, que é o mesmo que Pkv para algum k. Assim, mesmo que umamatriz não seja positiva, ao aplicá-
la um determinado número de vezes, ela se torna regular – e passa a ter uma única distribuição estacionária,
o que significa que um processo de Markov que tenha uma matriz de transição regular pode, inicialmente,
ter várias distribuições estacionárias, mas após algum número de passos, terá somente uma.

Exemplo 6.115. A matriz

P =

(
0.7 1
0.3 0

)
não é positiva, mas

P2 =

(
0.79 0.7
0.21 0.3

)
é positiva, portanto P é regular. ◀

Exemplo 6.116. A matriz P, definida a seguir, não é positiva, mas P3 é:

P =

(
0.8 0.5 0
0 0 1.0

0.2 0.5 0

)
P2 =

(
0.64 0.4 0.5
0.20 0.5 0
0.16 0.1 0.5

)
P3 =

(
0.612 0.57 0.4
0.160 0.10 0.5
0.228 0.33 0.1

)

Portanto, P, P2 e Pk, para qualquer k inteiro positivo, são regulares. ◀

Apresentamos, sem demonstração, O Lema 6.117, que afirma que potências de matrizes estocásticas
regulares convergem para uma matriz com colunas iguais.
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Lema 6.117. Se P é uma matriz estocástica regular de ordem k, então

i) Pn se aproxima de alguma matrizM quando k→∞;
ii) as colunas deM são todas iguais;

O Teorema 6.118 nos garante que, após um número suficiente de iterações, a distribuição estacionária
de uma matriz estocástica será única.

Teorema 6.118. Se P é uma matriz estocástica regular de ordem k, então

i) para qualquer vetor de probabilidades v, Pnv converge para os mesmos valores das colunas deM quando
n→∞;

ii) o vetorm é o único autovetor do autovalor+1 da matrizM.

Damos um exemplo antes da demonstração.

Exemplo 6.119. A matriz

P =

(
0.4 0.4 0
0 0 1.0

0.6 0.6 0

)

é regular, porque P3 = P. Quando n→∞,
Pn → (

0.250 0.250 0.250
0.375 0.375 0.375
0.375 0.375 0.375

)
.

As colunas são todas iguais, os autovalores são 0 e 1, e o único autovetor de +1 é (1, 3/2, 3/2)T , que é
múltiplo de (0.25, 0.375, 0.375)T . ◀

Demonstração. Quando n → ∞, Pn → M, logo Pnv → Mv. Mas as colunas deM são todas iguais a
(m1,m2, . . . nk), portanto

Mv =


m1 m1 · · · m1

m2 m1 · · · m2
...

...
. . .

...
mk m1 · · · mk



v1
v2
...
vk

 =


m1(v1 + · · ·+ vk)
m2(v1 + · · ·+ vk)

...
mk(v1 + · · ·+ vk)

 =


m1

m2
...
mk


Se houver algum outro autovetorw de P para o autovalor+1, então Pnw = w, e Pnw→ w. Mas acabamos
de mostrar que este vetor w é igual às colunas deM, e portanto é único. ■

Cadeias de Markov são descritas na literatura de probabilidade e processos estocásticos – por exem-
plo, o livro de Robert Ash [Ash08] dá uma breve introdução; os livros de Erhan Çinlar [Çin13] e de Pierre
Bremaud [Bre08] tratam extensivamente do assunto.
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6.6.7 Classificação de relevância (pagerank) [ autovalor; autovetor ]

Nos primeiros anos da Internet, havia uma grande quantidade de páginas disponíveis ao público, e muitos
mecanismos de busca que indexavam estas páginas. Usuários podiam buscar palavras-chave e obter uma
lista de páginas relacionadas com tais palavras.

Um problema importante para aquelesmecanismos de busca era o de decidir em que ordem apresentar
a lista – idealmente, as páginas mais relevantes seriam apresentadas primeiro, mas não era fácil definir a
relevância de cada página.

O primeiro método a oferecer resultado satisfatório a este problema foi o algoritmo pagerank, cujo fun-
damento descrevemos a seguir.

Conceitualmente, a Internet pode ser vista comoum grafo dirigido – ou seja, umgrafo onde as arestas tem
direção. Neste tipo de grafo, não definimos arestas como conjuntos de dois nós, e sim como par ordenado:
a aresta (a, b) é diferente da aresta (b, a).

No grafo que representa a rede cada página é um nó, e uma aresta indo do nó a ao nó b significa que a
página a tem um link para a página b.

Uma página relevante deve receber muitos links, portanto sua pontuação deve, de alguma forma, de-
pender da quantidade de arestas que chegam a ela no grafo. O grafo a seguir é um exemplo, em pequena
escala.

1
2

3

4

5

No entanto, não queremos que uma página tenha grande influência sobre a relevância das outras so-
mente porque tem uma grande lista de links. Resolvemos isso determinando que, se uma página i tem k
links para outras, cada umdeles contribuirá comni = 1/k para as páginas para onde estiveremapontando.
Para o grafo mostrado na figura, temos

n1 = 1/2,

n2 = 1,

n3 = 1/3,

n4 = 1,

n5 = 1/2.

A classificação de cada página i será dada então por um valor xi, que é composto pela soma das influências
das outras páginas: ai1 é a influência da página 1 sobre i; ai2 é a influência da página 2 sobre i, e assim
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por diante. Para determinar a classificação das páginas, precisamos resolver o sistema a seguir.

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = x1
a21x2 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = x2

...
...

an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn = xn,

onde aij pode ser zero ou nj. Usando a representação do sistema como matriz, podemos perceber que o
que procuramos é um vetor x que satisfaça Ax = x – ou seja, um autovetor que pertença ao autovalor 1.
Sabemos determinar autovalores e autovetores, portanto só nos resta definir o que fazer se a matriz não
tiver o atovalor 1. Esta questão se resolve observando que cada coluna damatriz tem somatório igual a um.

O teorema 6.109 nos garante que sempre encontraremos o autovetor que contém a classificação (a de-
monstração é pedida no exercício 213).

A matriz de coeficientes do sistema para nosso exemplo é

A =


0 1 0 0 1/2

1/2 0 1/3 0 0

0 0 0 0 1/2

0 0 1/3 0 0

1/2 0 1/3 1 0

 .
O autovalor 1 deA tem o autovetor 1

8
(8, 5, 3, 1, 6)T . Este é o vetor de relevâncias.

x1 = 1,

x2 = 5/8 = 0.625,

x3 = 3/8 = 0.375,

x4 = 1/8 = 0.127,

x5 = 6/8 = 0.75.

O nó mais relevante é o de número um; o segundo mais relevante, o de número cinco. Observe que ao con-
trário do que acontece com cadeias de Markov, não é necessário que o vetor de relevância seja estocástico:
queremos apenas uma ordem de relevância entre os nós.

O algoritmo PageRank foi desenvolvido por Sergey Brin e Lawrence Page, fundadores da empresa Go-
ogle [Pag+99]. Há diversas modificações e ajustes feitas posteriormente para que o método funcione bem
na prática.

6.6.8 Cálculo de polinômio de matriz [ polinômio característico; teo-
rema de Cayley-Hamilton ]

Suponha que precisemos calcular o valor de um polinômio t cujo argumento é uma matriz,

t(A),

e com grau menor que o do polinômio característico deA.
Seja p o polinômio característico de A. Podemos usar o algoritmo de Euclides para dividir t por p,

obtendo q e r tais que
t(A) = p(A)q(A) + r(A).
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Como p(A) = 0, temos
t(A) = r(A),

mas o grau de r é necessariamente menor que o de t. Repetindo este procedimento, obteremos o resultado
mais rapiamente do que se tentássemos o cálculo direto.

Exemplo 6.120. Seja
t(x) = x6 − 6x5 + 15x4 − 13x3 + x.

e

A =

(
1 −1
4 3

)
,

Para calcularmos t(A), determinamos seu polinômio característico,

p(x) = det(A− xI) = x2 − 4x+ 7.

Agora dividimos t por p, e obtemos

t(x) = p(x)(x4 − 2x3) + x3 + x,

e portanto
t(A) = A3 +A.

Podemos dividir mais uma vez, e obtemos

t(A) = p(A)(A+ 4) + 10A− 28I.

Assim,

t(A) = 10A− 28I

=

(
−18 −10
40 2

)
. ◀

6.6.9 Inversãodematrizes [ polinômio característico; teoremadeCayley-
Hamilton ]

O teorema de Cayley-Hamilton nos permite, em algumas situações, encontrar a inversa de uma matriz de
maneira rápida, se pudermos facilmente isolarA−1.

Exemplo 6.121. Seja

A =

(
1 2

−3 −2

)
,

com poliômio característico
p(x) = x2 + x+ 4.

Pelo Teorema de Cayley-Hamilton, temos

A2 +A+ 4I = 0

A2 +A = −4I
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A+ I = −4A−1

−
1

4
(A+ I) = A−1.

Calculamos

−
1

4
(A+ I) = −

1

4

(
1 2

−3 −2

)
+

(
1 0
0 1

)
= −

1

4

(
2 2

−3 −1

)
.

E de fato, verificamos que

−
1

4

(
1 2

−3 −2

)(
2 2

−3 −1

)
=

(
1 0
0 1

)
.

◀

⋆ 6.6.10 Grafos [ autovalores ]
A partir da descriçãomatricial de um grafo é possível extrair uma grande quantidade de informações a res-
peito dele. O polinômio característico, autovalores e autovetores do grafo, particularmente importantes,
são objeto de estudo da Teoria Espectral de Grafos [Mie11; CDS80]. Nesta Seção apresentamos a matriz Lapla-
ciana, fundamental na Teoria espectral de Grafos, e mostramos uma de suas aplicações mais elementares.

Definição 6.122 (Matriz de adjacência de grafo). SejaG = (V, E) um grafo. Amatriz de ajdacência deG é a
matrizA tal que aij = 1 se e somente se existe aresta entre os vértices i e j. ♦

Exemplo 6.123. Considere o grafo a seguir.

v1

v2

v3

v4

v5

A matriz de ajdacencia deste grafo é 
0 0 1 1 0
0 0 1 0 1
1 1 0 0 1
1 0 0 0 0
0 1 1 0 0

 .
Como o grafo não é dirigido, a matriz é simétrica, já que (i, j) e (j, i) representam a mesma aresta. ◀

Definição 6.124 (Matriz Laplaciana de grafo). SejaG = (V, E) um grafo. A matriz Laplaciana deG é

LG = D−A,

ondeD é a matriz diagonal com dii igual ao grau do vértice i eA é a matriz de adjacência deG. ♦
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Exemplo 6.125. A seguir temos um exemplo de grafo.

1

2
3

4
5

A matriz de adjacência deste grafo é

A =


0 0 1 0 1
0 0 0 1 0
1 0 0 0 1
0 1 0 0 0
1 0 1 0 0


A diagonal com os graus é

D = diag(2, 1, 2, 1, 2) =


2 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 2 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 2


A matriz Laplaciana é, portanto,

L = D−A =


2 0 −1 0 −1
0 1 0 −1 0

−1 0 2 0 −1
0 −1 0 1 0

−1 0 −1 0 2

 ◀

Teorema 6.126. Todos os autovalores de qualquer grafo são não-negativos.

Teorema 6.127. A matriz Laplaciana de um grafo sempre tem zero como autovalor.

Demonstração. Cada linha i contém o grau do vértice i, d(i), na diagonal, mas também tem −1 repetido
d(i) vezes (uma para cada vizinho). Assim, a soma de cada linha é zero, e o Lema 4.29 nos garante que há
linhas LD, e consequentemente detLG = 0, nos garantindo que zero é autovalor. ■

Definição 6.128 (Componente conexo). Seja G = (V, E) um grafo. Um componente conexo de G é um
subgrafo de G onde, para quaisquer dois vértices diferentes v,w ∈ V , existe um caminho de v até w
formado por arestas neste subgrafo. ♦

Exemplo 6.129. Considere o grafo a seguir.

1

23

4

5 6



Ve
rs
ão
Pr
el
im
in
ar

Ál
ge
br
a L
in
ea
r

Je
rô
ni
m
o
Pe
lle
gr
in
i

282 CAPÍTULO 6. AUTOVALORES, AUTOVETORES E DIAGONALIZAÇÃO

Este grafo tem dois componentes conexos: um formado pelos vértices 1, 2, 3 e o outro pelos vértices 4, 5, 6.
◀

Definição 6.130 (Grafo conexo). Um grafo é conexo se tem somente um componente conexo. ♦

Teorema 6.131. SejaG um grafo. A quantidade de componentes conexos deG é igual à multiplicidade algébrica do
autovalor zero de LG.

Demonstração. Os vértices podem ser reordenados de forma que a matriz de adjacência seja diagonal por
blocos, onde cada bloco é a matriz de adjacência de um componente conexo.

A =


A1

A2
. . .

Ak


Cada Ak é a matriz de adjacência de um componente. A construção da Laplaciana não altera a estrutuda
dos blocos.

L =


L1

L2
. . .

Lk


Cada um dos blocos da matriz Laplaciana é, ele mesmo, uma matriz Laplaciana Li = Di −Ai de um grafo
conexo, e portanto cada bloco tem o autovalor zero com multiplicidade um. ■

Corolário 6.132. SeG é um grafo conexo, a multiplicidade algébrica do autovalor zero em LG é um.

Exemplo 6.133. O grafo a seguir tem um vértice isolado e dois outros ligados por uma aresta. Tem, por-
tanto, dois componentes conexos.

1

2

3

A matriz Laplaciana deste grafo é (
0 0 0
0 1 −1
0 −1 1

)
,

e seus autovalores são

0 (multiplicidade 2)
2 (multiplicidade 1).

Amultiplicidade do autovalor zero é dois, comoesperávamos, já que o grafo temdois componentes conexos.
◀
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Exemplo 6.134. O grafo a seguir, chamado de K3, é completo (ou seja, há arestas ligando cada vértice a
todos os outros) e portanto tem um único componente conexo:

1

2

3

A matriz Laplaciana deste grafo é (
2 −1 −1

−1 2 −1
−1 −1 2

)
,

e seus autovalores são

0 (multiplicidade 1)
3 (multiplicidade 2).

A multiplicidade do autovalor zero é um, já que o grafo tem um único componente conexo. ◀

Exercícios

Ex. 188 — Prove que o subespaço próprio da Definição 6.12 é de fato um subespaço de V .

Ex. 189 — Encontre os autovetores da matriz do exemplo 6.44.

Ex. 190 — Refute a recíproca do Teorema 6.35.

Ex. 191 — Demonstre o Teorema 6.25.

Ex. 192 — Identifique famílias de matrizes de ordem n cujos polinômios característicos tenham exata-
mente:

i) n+ 1 termos

ii) n termos

iii) n− 1 termos

Ex. 193 — Quais as matrizes de ordem 2 que tem autovalores reais?

Ex. 194 — Quando matrizes de rotação são diagonalizáveis com autovalores reais?

Ex. 195 — Prove o Lema 6.23.

Ex. 196 — Quais são os autovalores de uma matriz quadrada anti-simétrica de ordem 2, com pelo menos
uma entrada não-nula?
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Ex. 197 — Calcule os autovalores e autovetores das matrizes. Para cada uma, diga se (ou quando) é diago-
nalizável. (

−1 −1
−1 0

)
,

(
0 k

−k 0

)
,

(
1

√
3√

3 −1

)
,

(
1 1 1
0 2 1
1 0 0

)
,

(
a 1 0
0 a 1
0 0 a

)
,

(
a 1 0
0 a 1
0 0 b

)
,

(
a 0 0
1 a 0
0 1 b

)
,

(
a b 0
b a 0
0 0 a− b

) (
0 1 0
1 0 2
1 1 0

)
,

(
1 2 1
2 2 0
1 0 −1

)
.

Ex. 198 — Encontre uma matriz com autovalores −5 e 7, sendo que o autovalor −5 deve ter autovetores
da forma (1,−3/2)T , e o autovalor 7 deve ter autovetores da forma (1, 3/2)T .

Ex. 199 — Diga para que ângulos θ a matriz a seguir tem autovalores reais. Comente o significado geomé-
trico da matriz e dos autovalores reais que calculou.(

cos θ − sen θ
sen θ cos θ

)

Ex. 200 — Para cada matriz do exercício 197, diagonalize ou mostre porque não é possível.

Ex. 201 — Calcule os autovalores, os autovetores e diagonalize (se possível) os seguintes operadores line-
ares. A primeira é em Z2

2, e o segundo é em Z3
2.

A =

(
1 0
1 1

)
B =

(
1 0 0
0 0 1
1 0 1

)

Ex. 202 — Diga se os operadores são simultaneamente diagonalizáveis, e quando forem, mostre a base que
os torna diagonais.

i)

A =

(
2 0
0 2

)
, B =

(
3 −4
0 −1

)
ii)

A =

(
2 0
0 5

)
, B =

(
3 −4
0 −1

)

Ex. 203 — Determine x e y para queA e B sejam simultaneamente diagonalizáveis.

A =

(
−2 2
1 1

)
, B =

(
1 x
1 y

)
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Ex. 204 — Calcule os autovalores, os autovetores e diagonalize (se possível) os seguintes operadores line-
ares. A primeira é em C2, e o segundo é emQ[

√
2]2.

A =

(
i −1

−i 1

)
B =

(
1 −

√
2

0 2+ 2
√
2

)

Ex. 205 — Considere a sequência definida pela recorrência

a0 = 1,

a1 = 2,

a2 = 5,

an = an−1 − 2an−2 + 2an−3

Mostre a matriz associada a esta recorrência, o polinômio característico, e os autovetores.

Ex. 206 — Para cada sistema de equações de diferença, escreva x(t) em função de x(0):

x1(t) = 3x1(t− 1) − x2(t− 1)

x2(t) = −x2(t− 1) + 3x2(t− 1)

x1(t) = −2x1(t− 1) + x2(t− 1)

x2(t) = 3x2(t− 1) − 2x2(t− 1)

Ex. 207 — Dê a solução geral para os sistemas de equações diferenciais a seguir.

y ′
1 = 2y1 − 2y2

y ′
2 = −3y2 + y2

y ′
1 = 2y1 − 2y2

y ′
2 = −3y1 + y2 − y3

y ′
3 = −y1 − y2 − y3

Ex. 208 — Prove o teorema 6.107.

Ex. 209 — Prove (usando exemplos pequenos) que uma matriz estocástica pode ter:

i) Determinante zero

ii) Autovalores zero

iii) Determinante negativo

iv) Autovalores complexos
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Ex. 210 — Prove que uma matriz estocástica pode não ser diagonalizável.

Ex. 211 — Prove que uma matriz estocástica de ordem 2 com entradas estritamente positivas sempre tem
um autovalor menor que um (ou seja, a multiplicidade do autovalor um é exatamente um).

Ex. 212 — Fixado n, o conjunto das matrizes complexas de ordem n formam um espaço vetorial sobreC?
E sobre R?

Ex. 213 — Prove o teorema 6.109.

Ex. 214 — Prove que se amatriz de transição de uma cadeia deMarkov é simétrica, a distribuição uniforme
é estacionária.

Ex. 215 — Considere a cadeia de Markov com tres estados onde não acontecem transições de um estado a
outro: a probabilidade de se permanecer no mesmo estado é sempre 1. A matriz de transição desta cadeia
é I3, que tem somente o autovalor 1, com multiplicidade 3. Os autovetores são

(1, 0, 0)T

(0, 1, 0)T

(0, 0, 1)T ,

que são três distribuições estacionárias. No entanto, como a matriz de transição é igual à identidade,
qualquer outra distribuição também será estacionária. Explique porque só encontramos três distribuições
quando calculamos os autovetores.

Ex. 216 — Prove o Lema a seguir, que poderia ser usado para demonstrar a convergencia de matrizes re-
gulares.

Lema 6.135. Seja P uma matriz n × n onde todas as entradas são iguais a 1/n. Então Pk = p para todo inteiro
positivo k.

Ex. 217 — A matriz usada no pagerank (na seção 6.6.7) é uma matriz “estocástica”. Isso significa que deve
haver alguma interpretação probabilística para o vetor obtido pelo algoritmo. Descreva esta interpretação,
e diga o que teria que ser feito com os vetores de relevância.

Ex. 218 — Prove que se o maior grau de vértice um grafo G é k, então k é maior que o módulo do maior
autovalor da matriz de adjacência deG.

Ex. 219 — Prove que o conjunto de autovalores e uma base de autovetores determina completamente e
unicamente um grafo.

Ex. 220 — suponha que um grafo G seja regular (todos os vértices tem o mesmo grau). Prove que o vetor
(1, 1, . . . , 1)T é autovetor deG, e diga a que autovalor ele pertence.

Ex. 221 — Tente diagonalizar o operador do exemplo 4.16, e explicite as dificuldades que encontrar.

Ex. 222 — Escolha um operador linear no espaço de ciclos de um grafo com pelo menos 5 ciclos diferentes,
e tente diagonalizá-lo. Que semelhança este exercício tem com o exercício 221?
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Ex. 223 — Prove que

i) Se Z é a matriz zero, eZ = I .
ii) eAe−A = I .
iii) SeA e B são de mesma ordem eAB = BA, então eAeB = eBeA = e(A+B).

iv) Para toda matriz quadradaA, eA tem inversa.

v) Para toda matriz quadradaA, (eA)−1 = e−A.

Ex. 224 — Mostre que para qualquer matrizA complexa, det eA = eTr(A).

Ex. 225 — Mostre que para qualquer matriz realA, TrA = log(det(eA)).

Ex. 226 —⋆ Mostre que os autovalores deAH são os conjugados dos autovalores deA.

Ex. 227 —⋆ Seja G um grafo com n vértices. Mostre que a soma dos autovalores de LG é menor ou igual a
n.

Ex. 228 —⋆ Denotamos por Cn o grafo que consiste somente de um ciclo com n vértices. Por exemplo, C5

é mostrado a seguir.

1
2

3

4

5

Como é, de maneira geral, a matriz Laplaceana de Cn? O que se pode dizer sobre seus autovalores?

Ex. 229 — Prove que o Teorema de Gershgorin pode resultar em aproximações tão ruins quanto possível
(ou seja, os intervalos contendo os autovalores podem ser arbitrariamente grandes).

Ex. 230 —⋆ SejaA um operador em um espaço de dimensãon, diagonalizável e com umúnico autovalor (de
multiplicidade algébrica e geométrica iguais a n). Prove queA é diagonal em qualquer base.

Ex. 231 — Os exercícios 10 e 76 pediram a demonstração de que o conjunto

C =

{(
a −b
b a

)
: a, b ∈ R

}
é isomorfo ao dos números complexos. Sabemos que eiπ = −1. Calcule esta fórmula usando asmatrizes em
C (ou seja calcule o produto da matriz que representa i pela matriz que representa π, e faça a exponencial
da matriz resultante), e veja que a fórmula também vale em C.
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Capítulo 7

Produto Interno

Nos outros Capítulos trabalhamos com espaços vetoriais sobre corpos quaisquer. Neste Capítulo nos res-
tringimos a espaços sobre o corpo dos números reais (há uma seção que discorre muito brevemente sobre
a extensão dos conceitos abordados aqui para espaços complexos).

7.1 Produto interno e norma

Definição 7.1 (Produto interno). Um produto interno em um espaço vetorial V sobre R é uma função de
V × V em R, que denotamos por1 ⟨u, v⟩, com as propriedades a seguir.

• comutatividade (ou simetria): ⟨u, v⟩ = ⟨v,u⟩

• positividade: ⟨v, v⟩ ≥ 0, e ⟨0, 0⟩ = 0.

• bilinearidade: o produto interno é linear em seu primeiro argumento (e como é comutativo, é tam-
bém linear no segundo argumento) – para todo escalar k e vetores u, v, w,

⟨u+ w, v⟩ = ⟨u, v) + (w, v⟩
⟨kv,w⟩ = k ⟨v,w⟩ ♦

Exemplo 7.2. Em R2, é usual definir o produto de dois vetores como

⟨x, y⟩ = x1y1 + x2y2,

que geometricamente é o produto das magnitudes de x e y, e do cosseno do ângulo entre eles.

x

y
θ

1Também é comum denotar o produto interno por (u, v), ou por ⟨u|v⟩.

289
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⟨x, y⟩ = ||x|| ||y|| cos θ

Assim, o produto de (1,−2)T com (−1, 1)T é〈
(1,−2)T , (−1, 1)T

〉
= (1)(−1) + (−2)(1) = −3.

Podemos verificar que ⟨x, y⟩ definido desta forma é realmente produto interno:

• Claramente, ⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩.

• ⟨x, y⟩ é positivo:
⟨0, 0⟩ = 0× 0+ 0× 0 = 0.

e
⟨x, x⟩ = x1x1 + x2x2 = x21 + x

2
2 ≥ 0.

• É bilinear. Verificamos a multiplicação por escalar,

⟨ax, y⟩ = (ax1, ax2)
T (y1, y2)

= ax1y1 + ax2y2

= a(x1y1 + x2y2)

= a ⟨x, y⟩ ,

e a soma,

⟨x+ z, y⟩ = (x1 + z1, x2 + z2)
T (y1, y2)

= (x1 + z1)y1 + (x2 + z2)y2

= x1y1 + z1y1 + x2y2 + z2y2

= ⟨x, y⟩+ ⟨z, y⟩ . ◀

Este não é o único produto interno em R2.

Exemplo 7.3. Em R2, ⟨x, y⟩ = 2x1y1 + 3x2y2 também é produto interno.

i) é comutativo

ii) é positivo:

⟨x, x⟩ = 2x1x1 + 3x2x2
= 2x21 + 3x

2
2

≥ 0.

Além disso, ⟨0, 0⟩ = 0.

iii) é bilinear:

⟨kv,w⟩ = 2kv1w1 + 3kv2w2

= k(2kv1w1 + 3kv2w2)

= k ⟨v,w⟩ .
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E

⟨u+ v,w⟩ = 2(u1 + v1)w1 + 3(u2 + v2)w2

= 2u1w1 + 2v1w1 + 3u2w2 + 3v2w2

=
(
2u1w1 + 3u2w2

)
+
(
2v1w1 + 3v2w2

)
= ⟨u,w⟩+ ⟨v,w⟩ . ◀

Exemplo 7.4. Em Rn, uma função usual de produto interno é

⟨u, v⟩ = uTv =
∑
i

uivi.

Pode-se verificar facilmente que este produto é comutativo, bilinear e positivo. ◀

Exemplo 7.5. Em R2, ⟨v,w⟩ = (v1 +w1)(v2 +w2) não é produto interno.

i) é comutativo:

⟨v,w⟩ = (v1 +w1)(v2 +w2)

= (w1 + v1)(w2 + v2)

= ⟨w, v⟩

ii) não é positivo:

⟨v, v⟩ = (v1 + v1)(v2 + v2)

= 4v1v2,

que pode ser menor que zero.

iii) não é bilinear:
⟨kv,w⟩ = (kv1 +w1)(kv2 +w2),

que de maneira geral não é igual a k ⟨v,w⟩. ◀

Exemplo 7.6. Obteremos neste exemplo um produto interno para espaço de funções. Embora possamos
escolher qualquer produto interno que satisfaça a definição 7.1, construiremos uma definição de produto
interno particularmente interessante para espaços de funções – uma definição análoga à de produto in-
terno em Rn. Escolhemos para o exemplo o espaço C0(0, 1), das funções contínuas no intervalo aberto2

entre zero e um, embora seja claro que o desenvolvimento é tambémválido para outros espaços de funções,
em diferentes intervalos.

Sejam f e g funções em C0(0, 1). Podemos dividir o intervalo em n subintervalos de igual tamanho,
como em uma soma de Riemann, e sabemos que quando n→∞

n∑
i=1

f(xi)g(xi)∆x→ ∫1
0

f(x)g(x)dx,

2Nosso exemplo inclui a função 1/x, que não está definida no zero.
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com ∆x = x1 − xi−1 = 1/n.
Podemos reescrever f(i) = ai e g(i) = bi, e teremos dois vetores com os valores das funções em

1, 1+ δ, 1+ 2δ, . . ..

f∗ : (a1, a2, . . . , an)
T

g∗ : (b1, b2, . . . , bn)
T

O produto interno destes dois vetores é
∑
aibi, que é semelhante à soma de Riemann que resulta na

integral de f(x)g(x):

∆x

n∑
i=1

aibi → ∫1
0

f(x)g(x)dx.

Por isso seria interessante definir o produto interno em C0(0, 1) como

⟨f, g⟩ =
∫1
0

f(x)g(x)dx.

No entanto, esta integral pode ser divergente (por exemplo, se f(x) = x−1 e g(x) = 1, temos ⟨f, g⟩ =∫1
0

1
x
dx, que diverge).
Podemos usar este produto para o subespaço de C0(0, 1) composto pelas funções f tais que∫1

0

f(x)dx

não diverge. Este é de fato um subespaço, porque (i) a função constante zero é integrável em qualquer
intervalo; (ii) a multiplicação por escalar não pode fazer uma integral divergir, e (iii) se tanto f como g são
integráveis em algum intervalo, f+ g também é. ◀

O exemplo 7.6 é importante porque traz à luz uma dificuldade no trabalho com espaços vetoriais de
funções. Como qualquer função contínua emum intervalo fechado é integrável, o produto interno definido
ali, ⟨f, g⟩ =

∫b
a
f(x)g(x)dx poderá ser usado em qualquer intervalo [a, b]. Naquele exemplo, no entanto,

usamos a função f(x) = x−1, que não está bem definida em [0, 1], mas apenas em (0, 1) – e em (0, 1) esse
mesmo produto interno não pode ser usado porque a integral diverge. Por isso redefinimos o espaço vetorial
com que trabalhamos, excluindo as funções não integráveis naquele intervalo! É importante, portanto, verificar se
as funções que se pretende usar realmente estão definidas no domínio escolhido, e se são integráveis nele.

Há uma classe de espaços vetoriais, chamados de L2, contendo funções onde o produto interno ⟨f, g⟩ =∫b
a
f(x)g(x)dx sempre funciona, sem restrição ao tipo de intervalo – podendo inclusive não ser limitado,

incluindo toda a reta. A definição correta de espaço L2, no entanto, depende de Teoria da Medida, que não
presumimos ser de conhecimento do leitor3.

Exemplo 7.7. As funções f(x) = 2x e g(x) = cos(x) são definidas no espaço de funções contínuasC[0, π].
O produto interno destas funções neste espaço é

⟨f, g⟩ =
∫π
0

2x cos(x)dx

3Um espaço L2 é o espaço das funções f : X→ R, em um certo domínio X, que sãomensuráveis e cujo quadrado é integrável emX.
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= 2(x sen x+ cos x)
∣∣∣π
0

= −4.

Veja que se mudarmos o intervalo para, por exemplo,C[0, π/2], teremos mudado o espaço vetorial em que
trabalhamos, e o produto interno também muda:

⟨f, g⟩ =
∫π/2
0

2x cos(x)dx

= 2(x sen x+ cos x)
∣∣∣π/2
0

= π− 2. ◀

Exemplo 7.8. No espaçoMn×n, o produto de Frobenius, denotadoA : B, é um produto interno:

⟨A,B⟩ = A : B =
∑
i

∑
j

aijbij.

Se

A =

(
1 −2
3 3

)
B =

(
1 1
0 −2

)
então

⟨A,B⟩ = A : B = (1)(1) + (−2)(1) + (3)(0) + (3)(−2) = −7. ◀

Exemplo 7.9.⋆ No espaçoMn×n,

⟨A,B⟩ = maior autovalor de ATB

é produto interno:

i) comutatividade: os autovalores de AT e A são os mesmos, assim como os de BT e B. Desta forma, os
autovalores deATB e de BTA também são os mesmos

ii) positividade: seja Z a matriz zero. Então ZTZ = Z, que só tem autovalores zero. Além disso, os
autovalores deATA são todos positivos.

iii) bilinearidade: vemos claramente que como

(A+ C)TB = ATB+ CTB,

e os autovalores da soma de dois operadores são as somas dos autovalores, temos

⟨A+ C,B⟩ = ⟨A,B⟩+ ⟨C,B⟩ .

Também observamos que
(kA)TB = k(ATB).

Como a multiplicação do operador por k também multiplica todos seus autovalores por k, temos
⟨kA,B⟩ = k ⟨A,B⟩. ◀



Ve
rs
ão
Pr
el
im
in
ar

Ál
ge
br
a L
in
ea
r

Je
rô
ni
m
o
Pe
lle
gr
in
i

294 CAPÍTULO 7. PRODUTO INTERNO

Exemplo 7.10. No espaço Mn×n, a multiplicação de matrizes não é produto interno, porque (i) não é
função deMn×n ×Mn×n em R; e (ii) porque a operação não é comutativa. ◀

Exemplo 7.11. No espaçoMn×n, a função f(A,B) = det(AB) não é produto interno. Verificamos as
propriedades:

i) vale a comutatividade: det(AB) = det(A) det(B) = det(BA).

ii) vale a positividade: det(AA) = det(A) det(A) = [det(A)]2 > 0, e det(0 · 0) = 0.

iii) a função não é bilinear:

⟨kA,B⟩ = det(kAB)
= det(kA) det(B)
= kn det(A) det(B)
= kn ⟨A,B⟩ . ◀

Exemplo 7.12. Damos agora um exemplo de dois produtos internos diferentes no mesmo espaço vetorial.
No espaço Rn[x], de polinômios com grau menor ou igual a n, sejam

p(x) = anx
n + an−1xn−1 + · · ·+ a1x1 + a0

q(x) = bnx
n + bn−1xn−1 + · · ·+ b1x1 + b0.

Definimos os dois produtos

⟨p, q⟩1 =

n∑
i=0

aibi

⟨p, q⟩2 =

∫1
0

p(x)q(x)dx

Os dois são de fato produtos internos, porque são comutativos, positivos e bilineares, mas são completa-
mente diferentes.

Exemplificamos com dois polinômios em R2[x]:

p = x2 − x

q = 4x2 + 2

Então,

⟨p, q⟩1 = (0)(2) + (−1)(0) + (1)(4) = 4

⟨p, q⟩2 =

∫1
0

p(x)q(x)dx = −
8

15
. ◀

Exemplo 7.13. Considere o conjunto de todas as sequências (an) tais que

∞∑
i=1

|ai|
2
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converge (observe que usamos |ai|2, e não simplesmente a2i , porque ai pode ser complexo). Chamamos
este espaço de ℓ2. Este conjunto é umsubespaço do espaço de sequências. Por exemplo, considere a sequên-
cia

an = 1/n.

Podemos verificar facilmente que |(an)|2 converge:

∞∑
i=1

|ai|
2 =

π2

6
,

portanto (an) ∈ ℓ2.
ℓ2 tem dimensão infinita, porque as sequências tem comprimento (quantidade de termos) infinito.

Apesar disso, podemos identificar uma base para este espaço: o conjunto (infinito) de sequências

(1, 0, 0, . . .)

(0, 1, 0, . . .)

(0, 0, 1, . . .)

...

ou seja, as sequências onde somente um termo é igual a um, e os outros são zero.
A sequência an = x2, por exemplo, pode ser expressa como a combinação linear infinita

1 (1, 0, 0, 0, . . .)

+ 4 (0, 1, 0, 0, . . .)

+ 9 (0, 0, 1, 0, . . .)

+
...

Em ℓ2, definimos

⟨(an), (bn)⟩ =
∞∑
i=1

aibi,

que é produto interno.
Exemplificamos com duas sequências:

(an) =
1

n!

(bn) =
1

2n

O produto interno das duas sequências é

⟨(an), (bn)⟩ =
∞∑
i=1

aibi =

∞∑
i=1

1

n!2n
=

√
e− 1. ◀
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Exemplo 7.14. No espaço de ciclos de umgrafo (definido no exemplo 1.42, página 21), definimos o produto
interno de dois grafos de ciclos disjuntos da seguinte maneira. Sejam c e d os vetores característicos dos
dois grafos. Então

⟨C,D⟩ =
∑

ci ∧ di,

onde a soma é em R, não em Z2. Claramente, f dá o número de arestas em comum dos dois grafos.
SejamG eH os grafos a seguir.

V = {a, b, c, d, e, f, g}

E(G) = {(a, b), (b, c), (c, a), (d, e), (e, f), (f, g), (g, d)}

E(H) = {(a, b), (b, d), (d, g), (g, f), (f, c), (c, a)}

a

b

c

d

f

e g

G

a

b

c

d

f

e g

H

Os vetores característicos de arestas deG,H, e o valor de gi ∧ hi são

aresta G H gi ∧ hi

{a, b} 1 1 1

{a, c} 1 1 1

{a, d} 0 0 0

{a, e} 0 0 0

{a, f} 0 0 0

{a, g} 0 0 0

{b, c} 1 0 0

{b, d} 0 1 0

{b, e} 0 0 0

{b, f} 0 0 0

{b, g} 0 0 0

{c, d} 0 0 0

{c, e} 0 0 0

{c, f} 0 1 0

{c, g} 0 0 0

{d, e} 1 0 0

{d, f} 0 0 0

{d, g} 1 1 1

{e, f} 1 0 0

{e, g} 0 0 0

{f, g} 1 1 1



Ve
rs
ão
Pr
el
im
in
ar

Ál
ge
br
a L
in
ea
r

Je
rô
ni
m
o
Pe
lle
gr
in
i

7.1. PRODUTO INTERNO E NORMA 297

O produto deG comH é, portanto,

⟨G,H⟩ =
∑
i

gi ∧ hi = 4. ◀

Teorema 7.15 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz-Bunyakovsky). Seja V um espaço vetorial com produto in-
terno, e v,w ∈ V . Então

⟨v,w⟩2 ≤ ⟨v, v⟩ ⟨w,w⟩ .

Demonstração. Seja k um escalar. Então

⟨kv+ w, kv+ w⟩ ≥ 0

Mas

⟨kv+ w, kv+ w⟩ = ⟨kv, kv+ w⟩+ ⟨w, kv+ w⟩
=
(
⟨kv, kv⟩+ ⟨kv,w⟩

)
+
(
⟨w, kv⟩+ ⟨w,w⟩

)
= k2 ⟨v, v⟩+ 2k ⟨v,w⟩+ ⟨w,w⟩ .

Temos então
⟨v,w⟩k2 + 2 ⟨v,w⟩k+ ⟨w,w⟩ ≥ 0.

O lado esquerdo da equação define um polinômio do segundo grau, com a = ⟨u,u⟩, b = 2 ⟨u,w⟩ e c =
⟨w,w⟩. Como a desigualdade determina que este polinômio tenha valor maior que zero, ele não pode
ter soluções diferentes (a parábola pode tocar o eixo das abscissas, mas não pode ter pontos abaixo dele).
Assim, seu discriminante, b2 − 4ac, não pode ser positivo:

(2 ⟨u,w⟩)2 − 4(⟨u,u⟩ ⟨w,w⟩) ≤ 0
⟨u,w⟩2 − ⟨u,u⟩ ⟨w,w⟩ ≤ 0

⟨u,w⟩2 ≤ ⟨u,u⟩ ⟨w,w⟩ . ■

Proposição 7.16. A desigualdade de Cauchy-Schwarz-Bunyakovsky se reduz a uma igualdade se e somente se os
vetores são LD.

Exemplo 7.17. Os vetores

v =

(
2
1

−3

)
, w =

(
1
0

−2

)

são LI. De acordo com a desigualdade de Cauchy-Schwarz-Bunyakovsky,

⟨v,w⟩2 < ⟨v, v⟩ ⟨w,w⟩
[(2)(1) + (1)(0) + (−3)(−2)]

2
<
[
22 + 12 + (−32)

][
12 + 02 + (−2)2

]
82 < (4+ 1+ 9)(1+ 4)

64 < 70. ◀
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Exemplo 7.18. Os vetores

v =

(
2
1

−1

)
, w =

(
4
2

−2

)
são LD. A desigualdade de Cauchy-Schwarz-Bunyakovsky nos dá

⟨v,w⟩2 = ⟨v, v⟩ , ⟨w,w⟩
[(2)(4) + (1)(2) + (−1)(−2)]

2
=
[
22 + 12 + (−12)

][
42 + 22 + (−2)2

]
144 = (4+ 1+ 1)(16+ 4+ 4)

144 = 144. ◀

Exemplo 7.19. Em C[0, π], as funções sen(x) e 3 sen(x) são LD. Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz-
Bunyakovsky,

⟨sen(x), 3 sen(x)⟩2 = ⟨sen(x), sen(x)⟩ , ⟨3 sen(x), 3 sen(x)⟩(∫π
0

sen(x)3 sen(x)dx
)2

=

∫π
0

[sen(x)]2dx
∫π
0

[3 sen(x)]2dx(
3π

2

)2

=
(π
2

)(9π
2

)
. ◀

Exemplo7.20. EmC[0, π], as funçõesx e sen(x) são LI. Pela desigualdadedeCauchy-Schwarz-Bunyakovsky,

⟨x, sen(x)⟩2 < ⟨x, x⟩ , ⟨sen(x), sen(x)⟩(∫π
0

x sen(x)dx
)2

<

∫π
0

x2dx

∫π
0

[sen(x)]2dx

π2 <

(
π3

3

)(π
2

)
π2 <

π4

6

9.8696 < 16.2348. ◀

Definição 7.21 (Norma). A norma de um vetor4 v, denotada por ||v||, é igual a
√
⟨v, v⟩. ♦

Exemplo 7.22. Em Rn, se usarmos o produto usual, ⟨x, y⟩, a norma será

||x|| =
√
xTx

=
√
x21 + x

2
2 + · · ·+ x2n. ◀

Exemplo 7.23. No espaçoC0(0, 1) de funções contínuas com o produto definido no exemplo 7.6, a norma
de uma função é

||f|| =

√∫1
0

(f(x))
2
dx. ◀

4Na verdade esta é apenas uma norma. Pode-se definir várias outras, como por exemplo ||x||p = p
√∑n

1 |xi|p, para p > 0.
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Exemplo 7.24. Se o produto for dado por ⟨A,B⟩ =
∑

i

∑
j aijbij como no exemplo 7.8, temos a norma de

Frobenius,

||A|| =

√∑
i

∑
j

a2ij. ◀

Exemplo 7.25.⋆ No espaço de matrizes quadradas com entradas complexas, se usarmos o produto interno

⟨A,B⟩ = maior autovalor de AHB,

teremos a norma
||A||2 =

√
maior autovalor de AHA.

Para matrizes reais podemos usarAT ao invés deAH. ◀

Exemplo 7.26. Sejam

A =

(
1 0
1 −2

)
, B =

(
−1 1
1 1

)
Os autovalores das matrizes são:

A : −2, 1 ATA : 3−
√
5, 3+

√
5

B : −
√
2, +

√
2 BTB : 2, 2

Para calcular a norma de Frobenius, temos

||A|| =
√
12 + 22 + (−1)2 =

√
6.

||B|| =
√
(−1)2 + 12 + 32 + 12 =

√
12 = 2

√
3.

As normas são, portanto,

||A||2 = 14+ 6
√
5 ||A|| =

√
6

||B||2 =
√
2 ||B|| = 2

√
3

◀

Exemplo 7.27.⋆ Usando o produto interno do exemplo 7.14, facilmente verificamos que a norma nos dá a
quantidade de arestas no grafo de ciclos. ◀

Exemplo 7.28.⋆ Em ℓ2, usaremos o produto interno

⟨(an), (bn)⟩ =
∞∑
i=1

aibi.

Calculamos a norma da sequência (bn) do exemplo 7.13.

(bn) =
1

2n

A norma de (bn) é √√√√ ∞∑
i=1

b2i =

√√√√ ∞∑
i=1

(2−i)2 =
1√
3
. ◀
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Definição 7.29 (Distância entre vetores). A distância entre dois vetores v e w, é d(v,w) = ||v− w||. ♦

Fica evidente que d(v, v) = 0.

Exemplo 7.30. Usando o produto usual em Rn, a distância é dada por

d(x, y) =
√
(x− y)T (x− y). ◀

Exemplo7.31. NoespaçoC0(0, 1)de funções contínuas comoprodutodefinidono exemplo 7.6, a distância
entre duas funções é

d(f, g) =
√
⟨f− g, f− g⟩

=

√∫1
0

(f(x) − g(x))
2
dx.

Mais concretamente, se f(x) = x e g(x) = ex, então

d(f, g) =

√∫1
0

(f(x) − g(x))
2
dx

=

√∫1
0

(x− ex)
2
dx

=

√
3e2 − 13

6

= 1.236066900616086 . . . ◀

Exemplo 7.32. Com o produto (A,B) = A : B =
∑

i

∑
j aijbij do exemplo 7.8, a distância entre duas

matrizes é

d(A,B) =
√
(A− B) : (A− B)

=

√∑
i

∑
j

(aij − bij)2.

Para um exemplo concreto, tomemos

A =

(
1 0 4

−3 1 0
2 1 5

)
, B =

(
3 0 3
2 0 1

−5 1 5

)
.

Primeiro calculamos∑
i

∑
j

(aij − bij)
2 = (1− 3)2 + (4− 3)2 + (−3− 2)2 + (1− 0)2 + (0− 1)2 + (2+ 5)2

= 4+ 1+ 25+ 1+ 1+ 49 = 81.

A distância entreA e B é, portanto,√∑
i

∑
j

(aij − bij)2 =
√
81 = 9. ◀
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Exemplo 7.33.⋆ Sejam

A =

(
2 0 0
0 4 1
1 −1 3

)
, B =

(
1 0 0
2 3 1

−1 −2 −3

)
CalculamosA− B:

C = A− B =

(
1 0 0

−2 1 0
2 1 0

)
Com o produto (A,B) = A : B =

∑
i

∑
j aijbij do exemplo 7.8, calculamos a distância entreA e B, que é

a norma de C:

d(A,B) = ||A− B|| =
√
⟨A− B,A− B⟩

=

√∑
i

∑
j

c2ij

=
√
1+ 0+ 0+ (−2)2 + 1+ 0+ 22 + 1+ 0

=
√
1+ 4+ 1+ 4+ 1

=
√
11.

Agora calculamos a distância novamente, mas usando outro produto interno: temos

CTC =

(
9 0 0
0 2 0
0 0 0

)
,

e os autovalores de C = A− B são portanto 0, 2 e 9. A distância é

d(A,B) = ||A− B||2 =
√

⟨A− B,A− B⟩
=
√
max {0, 2, 9}

=
√
9 = 3. ◀

Exemplo 7.34.⋆ No espaço de ciclos de um grafo, a distância entre dois grafos é a raiz quadrada da quanti-
dade de arestas não comuns dos grafos.

Usamos os mesmos grafosG eH do exemplo 7.14, cuja descrição apresentamos novamente a seguir.

V = {a, b, c, d, e, f, g}

E(G) = {(a, b), (b, c), (c, a), (d, e), (e, f), (f, g), (g, d)}

E(H) = {(a, b), (b, d), (d, g), (g, f), (f, c), (c, a)}

a

b

c

d

f

e g

G

a

b

c

d

f

e g

H
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A distância entreG eH é

d(G,H) = ||G−H||

=
√
⟨G−H,G−H⟩

O grafo G − H é formado subtraindo os vetores característico das arestas – ou seja, uma aresta está em
G−H se está em um grafo mas não no outro. Os vetores característicos de arestas deG,H eG−H são

aresta G H G −H

{a, b} 1 1 0

{a, c} 1 1 0

{a, d} 0 0 0

{a, e} 0 0 0

{a, f} 0 0 0

{a, g} 0 0 0

{b, c} 1 0 1

{b, d} 0 1 1

{b, e} 0 0 0

{b, f} 0 0 0

{b, g} 0 0 0

{c, d} 0 0 0

{c, e} 0 0 0

{c, f} 0 1 1

{c, g} 0 0 0

{d, e} 1 0 1

{d, f} 0 0 0

{d, g} 1 1 0

{e, f} 1 0 1

{e, g} 0 0 0

{f, g} 1 1 0

Como em Z2, tanto a soma como a subtração são o ou exclusivo,√
⟨G−H,G−H⟩ =

√∑
i

(gh)i ∧ (gh)i

=
√
5. ◀

Definição 7.35 (matriz de Gram). Seja {v1, v2, . . ., vn} um conjunto de vetores. A matriz de Gram deste
conjunto é a matrizG de ordem n tal que

gij = ⟨vi, vj⟩ ,

ou seja,

G =


⟨v1, v1⟩ ⟨v1, v2⟩ · · · ⟨v1, vn⟩
⟨v2, v1⟩ ⟨v2, v2⟩ · · · ⟨v2, vn⟩
...

...
. . .

...
⟨vn, v1⟩ ⟨vn, v2⟩ · · · ⟨vn, vn⟩

 . ♦
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Se os vetores pertencem a Rn são dispostos como colunas de uma matriz V , então a matriz de Gram é
VTV . Se pertencem a Cn, a matriz de Gram é VHV .

Exemplo 7.36. Em R3, usando o produto interno usual, a matriz de Gram dos vetores

v1 =

(
1
2
0

)
, v2 =

(
−1
0
3

)
, v3 =

(
4
4
8

)

é

G =

⟨v1, v1⟩ ⟨v1, v2⟩ ⟨v1, v3⟩
⟨v2, v1⟩ ⟨v2, v2⟩ ⟨v2, v3⟩
⟨v3, v1⟩ ⟨v3, v2⟩ ⟨v3, v3⟩

 =

(
5 −1 12

−1 10 20
12 20 96

)
. ◀

Exemplo 7.37. EmF , no intervalo [−π,+π] e usando o produto interno usual (
∫π
−π
f(x)g(x)dx), a matriz

de Gram de
f1(x) = sen(x), f2(x) = cos(x), , f3(x) = x

é

G =

⟨v1, v1⟩ ⟨v1, v2⟩ ⟨v1, v3⟩
⟨v2, v1⟩ ⟨v2, v2⟩ ⟨v2, v3⟩
⟨v3, v1⟩ ⟨v3, v2⟩ ⟨v3, v3⟩

 =


∫π
−π
sen2(x)dx

∫π
−π
sen(x) cos(x)dx

∫π
−π
x sen(x)dx∫π

−π
sen(x) cos(x)dx

∫π
−π
cos2(x)dx

∫π
−π
x cos(x)dx∫π

−π
x sen(x)dx

∫π
−π
x cos(x)dx

∫π
−π
x2dx


=

(
π 0 2π
0 π 0
2π 0 2π3/3

)
. ◀

Exemplo 7.38. A seguir temos três matrizes 2× 2.

A =

(
1 −1

−1 1

)
, B =

(
0 2
2 0

)
, C =

(
−2 0
1 1

)
Se usarmos o produto de Frobenius, a matriz de Gram destas matrizes é

G =

(
A : A A : B A : C
B : A B : B B : C
C : A C : B C : C

)
=

(
4 −4 −2

−4 8 2
−2 −2 6

)
◀

Teorema 7.39. Um conjunto de vetores é LI se e somente se sua matriz de Gram tem determinante diferente de zero.

Exemplo 7.40. A seguir temos dois vetores LD em R3:

v =

(
1
2
0

)
, w =

(
−3
−6
0

)

A matriz de Gram destes vetores é(
⟨v, v⟩ ⟨v,w⟩
⟨v,w⟩ ⟨w,w⟩

)
=

(
5 −15

−15 45

)
= (45)(5) − (−15)2 = 0. ◀
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Exemplo 7.41. Os dois vetores a seguir são LI:

v =

(
1
2
0

)
, w =

(
3

−6
0

)

A matriz de Gram destes vetores é(
⟨v, v⟩ ⟨v,w⟩
⟨v,w⟩ ⟨w,w⟩

)
=

(
5 −9

−9 45

)
= (45)(5) − (−9)2 = 144. ◀

Exemplo 7.42. Em C[0, π], as funções cos(x) e 2x são LI. Sua matriz de Gram é(
⟨cos(x), cos(x)⟩ ⟨cos(x), 2x⟩

⟨cos(x), 2x⟩ ⟨2x, 2x⟩

)
=

(∫π
0
(cos x)2dx

∫π
0
(cos x)(2x)dx∫π

0
(cos x)(2x)dx

∫π
0
(2x)2dx

)
=

(
π
2

−4

−4 4π3

3

)
,

cujo determinante é (2π4/3− 16), diferente de zero. ◀

Exemplo 7.43. Em C(0, 1), as funções 2x e 3x são LD. Sua matriz de Gram é(
⟨2x, 2x⟩ ⟨2x, 3x⟩
⟨2x, 3x⟩ ⟨3x, 3x⟩

)
=

(∫1
0
(2x)2dx

∫1
0
(2x)(3x)dx∫1

0
(2x)(3x)dx

∫1
0
(3x)2dx

)
=

(
4/3 2

2 3

)
,

com determinante zero. ◀

7.2 Ângulos e ortogonalidade

O produto interno de dois vetores pode ser arbitrariamente grande. Podemos obter valores em um inter-
valo limitado se dividirmos o produto interno pelo produto das normas dos vetores. Com isso temos o
cosseno do ângulo destes vetores, que sempre estará entre−1 e 1.

Definição 7.44 (Ângulo entre dois vetores). O ângulo entre dois vetores v e w é o número θ tal que

cos θ =
⟨v,w⟩
||v|| ||w||

,

ou

θ = arccos
(

⟨v,w⟩
||v|| ||w||

)
. ♦

Exemplo 7.45. Em R2, o ângulo entre os vetores (0, 1)T e (1, 0) é

θ = arccos

( 〈
(1, 0)T , (0, 1)T

〉
||(1, 0)T || ||(0, 1)T ||

)
= arccos

〈
(1, 0)T , (0, 1)T

〉
= arccos(0) =

π

2
.
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Já entre os vetores (3, 5) e (−1, 0) o ângulo é

θ = arccos

( 〈
(3, 5)T , (−1, 0)T

〉
||(3, 5)T || ||(−1, 0)T ||

)

= arccos
−3√
34

= 2.11121582706548 . . . ◀

Exemplo 7.46. O ângulo entre os vetores v = (2, 4, 1,−5)T e w = (1, 0,−3,−3)T é

θ = arccos
(

⟨v,w⟩
||v|| ||w||

)
= arccos

(
(2, 4, 1,−5)(1, 0,−3,−3)T

||(2, 4, 1,−5)T || ||(1, 0,−3,−3)T ||

)
= arccos

(
14√
46
√
19

)
= 1.07747129721464 . . . ◀

Exemplo 7.47. No espaço C0(0, 1) das funções contínuas definidas no intervalo (0, 1), o ângulo entre as
funções f(x) = x3 − x e g(x) = x2 − x é

θ = arccos
(

⟨f, g⟩
||f|| ||g||

)

= arccos

 ∫1
0
f(x)g(x)dx√∫1

0
f(x)2dx

∫1
0
g(x)2dx


= arccos

 ∫1
0
(x3 − x)(x2 − x)dx√∫1

0
(x3 − x)2dx

∫1
0
(x2 − x)2dx


= arccos

(
1/20

2/15
√
7

)
= arccos

(
3
√
7

8

)
= 0.12532783116806 . . . ◀

Teorema 7.48 (Teorema de Pitágoras generalizado). Emumespaço vetorial comproduto interno, para quaisquer
dois vetores v ew com ângulo θ,

||v+ w||2 = ||v||2 + ||w||2 + 2||v|| ||w|| cos θ.

Exemplo 7.49. No exemplo 7.47 calculamos o ângulo entre as funções f(x) = x3 − x e g(x) = x2 − x no
espaço C0(0, 1), cujo cosseno é 3

√
7

8
. A norma de (f+ g)(x) = x2 + x3 − 2x é, portanto,

||f + g||2 = ||f ||2 + ||g||2 + 2||f || ||g|| cos θ
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= ||x3 − x||2 + ||x2 − x||2 + 2||x3 − x|| ||x2 − x||

(
3
√
7

8

)

=

√∫1
0

(x3 − x)2dx

2

+

√∫1
0

(x2 − x)2dx

2

+ 2

√∫1
0

(x3 − x)2dx

√∫1
0

(x2 − x)2dx

(
3
√
7

8

)

Calculamos as integrais, e obtemos ∫1
0

(x3 − x)2dx = 8/105∫1
0

(x2 − x)2dx = 1/30

Continuamos:

||f + g||2 =

(√
8

105

)2

+

(√
1

30

)2

+ 2

√(
8

105

)(
1

30

)(
3
√
7

8

)

=
23

210
+
6

8

√
8

105

1

30

√
7

=
23

210
+
6

8

√
(8)(7)√

(30)(105)

=
23

210
+
6

8

√
4√
225

=
23

210
+
6

8

2

15

=
22

105

Sem o Teorema de Pitágoras, calculamos o mesmo valor:

||f + g||2 = ||x2 + x3 − 2x||2

=

√∫1
0

(x2 + x3 − 2x)2dx

2

=

(√
22

105

)2

=
22

105
. ◀

Há uma noção de ortogonalidade emR2 eR3, que aqui estendemos para todos os espaços vetoriais com
produto interno.

Definição 7.50 (Vetores ortogonais). Dois vetores v ew em um espaço com produto interno são ortogonais
se ⟨v,w⟩ = 0. ♦
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Claramente, o ângulo entre vetores ortogonais éπ/2, porque é arccos[0/(||x|| ||y||)] = arccos(0) = π/2.

Exemplo 7.51. Em R3 com o produto usual, os vetores (2, 3, 4)T e (1,−2, 1)T são ortogonais. ◀

Exemplo 7.52. Em Rn com o produto usual, quaisquer dois vetores da base canônica são ortogonais. ◀

Exemplo 7.53. Em C[−π, π], o espaço de funções contínuas definidas entre −π e π, o produto interno
pode ser dado por

⟨f, g⟩ =
∫π
−π

f(x)g(x)dx. ◀

Neste espaço, os vetores (funções) cos(x) e sen(x) são ortogonais, porque∫π
−π

cos(x) sen(x)dx = 0.

Exemplo 7.54. EmM2×2 as matrizes

A =

(
2 3

−1 0

)
e B =

(
1 −2

−4 −2

)
são ortogonais se usarmos o produto de Frobenius, porqueA : B = 0. ◀

Exemplo 7.55.⋆ Usando o produto interno definido no exemplo 7.14, está claro que dois grafos de ciclos são
ortogonais quando não há arestas comuns entre os dois grafos. ◀

Teorema 7.56. Em um espaço com produto interno, sen vetores v1, . . . , vn diferentes de 0 são ortogonais entre si,
então também são LI.

Demonstração. Suponha que v1, . . . , vn diferentes de 0 são ortogonais e LD. Então existem ai tais que

a1v1 + · · ·+ anvn = 0

com a1 ̸= 0. Tomamos o produto da equação por v1:

⟨v1, a1v1 + · · ·+ anv1vn⟩ = ⟨v1, 0⟩
⟨v1, a1v1⟩ = 0
a1 ⟨v1, v1⟩ = 0,

e como presumimos que a1 ̸= 0, concluímos que v1 = 0. ■

Corolário 7.57. Em um espaço de dimensão n, quaisquer n vetores ortogonais formam uma base.

Corolário 7.58. Em um espaço de dimensão n, há no máximo n vetores ortogonais entre si.

Exemplo 7.59. EmR2, quaisquer dois vetores ortogonais são LI, e não há como obter mais de dois vetores
ortogonais em R2.

v : (1, 2)w : (−2, 1)
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Na figura acima, v = (1, 2)T e w = (−2, 1)T . Os dois vetores são ortogonais, e claramente LI (não são
colineares). Além disso, não se pode obter um terceiro vetor no plano que não seja combinação linear
destes. ◀

Exemplo 7.60. Os vetores dos exemplos 7.51 e 7.52, que ali mostramos serem ortogonais, são claramente
LI.

Os vetores do exemplo 7.53 também são LI: não há como descrever seno como múltiplo de cosseno.
As matrizes do exemplo 7.54 são LI: podemos verificar que aA+ bB = 0 implica em a = b = 0:

a

(
2 3

−1 0

)
+ b

(
1 −2

−4 −2

)
= 0

implica em 
2a+ b = 0

3a− 2b = 0

−a− 4b = 0

− 2b = 0

,

cuja única solução é a = b = 0. ◀

Exemplo 7.61. Damos um contraexemplo para a recíproca do teorema 7.56. Os vetores (1, 2)T e (1, 3)T

em R2 são LI, mas não são ortogonais, porque (1, 2)T (1, 3) = 1+ 6 = 7. ◀

Observe que de acordo com o teorema 7.56 é necessário que haja algum produto interno para os quais
os vetores sejam ortogonais, como mostra o próximo exemplo.

Exemplo 7.62. Considere o espaçoR2[x] com o produto interno ⟨p, q⟩ =
∫+1

−1
p(x)q(x)dx. Os polinômios

p(x) = x2 − 2/6, q(x) = x e r(x) = 1 são ortogonais:∫+1

−1

p(x)q(x)dx =

∫+1

−1

(
x2 −

2

6

)
xdx = 0∫+1

−1

p(x)r(x)dx =

∫+1

−1

xdx = 0∫+1

−1

q(x)r(x)dx =

∫+1

−1

x2 −
2

6
dx = 0.

Pelo teorema 7.56 os tres polinômios são também LI, e portanto uma base para R2[x].
Suponha que

p(x) = a2x
2 + a1x+ a0

q(x) = b2x
2 + b1x+ b0

r(x) = c2x
2 + c1x+ c0

Neste mesmo espaço, com o produto interno ⟨p(x), q(x)⟩ = a2b2 + a1b1 + a0b0, temos

⟨p(x), r(x)⟩ = (1, 0,−2/6)T (0, 0, 1)T = −
2

6
̸= 0,

e os vetores não são ortogonais. Ainda assim, são LI. ◀
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Exemplo 7.63. Considere o espaçoC[−π, π], com o produto interno ⟨f, g⟩ =
∫+π

−π
f(x)g(x)dx. As funções

f(x) = x e g(x) = sen2(x) são ortogonais neste espaço, e portanto LI:∫+π

−π

x sen2(x)dx = 0

Estas funções são base para um subespaço deC[−π,+π]. Neste subespaço estão as funçõesax+b sen2(x).
Se incluirmosh(x) = x+cos2(x)−1 teremos o conjunto

{
x, sen2(x), x+ cos2(x) − 1

}
. Este conjunto

não é LI, porque
sen2(x) + (x+ cos2(x) − 1) = x.

De acordo com o teorema 7.56, as funções não podem ser todas ortogonais. E realmente, sen2(x) e x +
cos2(x) − 1 não são ortogonais com o produto interno dado:∫+π

−π

sen2(x)(x+ cos2(x) − 1)dx = −
3π

4
. ◀

Teorema 7.64. Em um espaço com produto interno, se n vetores v1, . . . , vn são ortogonais a um outro vetor w,
então todas as combinações lineares dos vetores vi também são ortogonais aw.

Demonstração. As combinações lineares dos vi sãoα1v1+ · · ·+α2vn. O produto de uma combinação linear
dos vi com w é

⟨α1v1 + · · ·+ α2vn,w⟩
= ⟨α1v1,w⟩+ · · ·+ ⟨αnvn,w⟩
= α1 ⟨v1,w⟩+ · · ·+ αn ⟨vn,w⟩

que é zero, porque todos os produtos são zero. ■

Exemplo 7.65. Em R3 com o produto interno usual, os vetores

v1 = (2, 0, 0)T

v2 = (0, 1, 0)T

são ortogonais ao vetor v3:
v3 = (0, 0, 3)T .

Qualquer combinação linear de v1 e v2 também será ortogonal a v3:

av1 + bv2 = (2a, b, 0)T .

Verificamos que o produto interno de v3 com (2a, b, 0)T é zero:〈
(0, 0, 3)T , (2a, b, 0)T

〉
= (0, 0, 3)T (2a, b, 0)T

= (0)(2a) + (0)(b) + (3)(0)

= 0.

Geometricamente, temos v1 e v2 no plano por onde passam os eixos x e y:
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O vetor v3 está sobre o eixo z. Algumas combinações lineares de v1 e v2 são mostradas na figura – são os
vetores tracejados. Claramente, todas ficam no mesmo plano, perpendicular a v3. ◀

Definição 7.66 (Base ortogonal). Uma base para um espaço vetorial com produto interno é ortogonal se
seus vetores são todos ortogonais entre si. ♦

Exemplo 7.67. Os vetores (−2, 1)T e (2, 4)T formam uma base ortogonal para R2. ◀

Definição 7.68 (Base ortonormal). Uma base para um espaço vetorial com produto interno é ortonormal se
é ortogonal e todos os seus vetores tem norma igual a um. ♦

Exemplo 7.69. A base canônica em Rn é ortonormal. ◀

A base canônica não é a única base ortonormal, como mostra o exemplo a seguir.

Exemplo 7.70. Os vetores (
− 1√

2
1√
2

)
e

(
1√
2
1√
2

)
são claramente LI (e portanto base para R2).

Os dois vetores são ortogonais: (
−
1√
2
,

1√
2

)( 1√
2
1√
2

)
= 0

Finalmente, a norma de ambos é igual a um:√√√√(− 1√
2
,

1√
2

)(
− 1√

2
1√
2

)
= 1

√√√√( 1√
2
,

1√
2

)( 1√
2
1√
2

)
= 1,

e portanto os dois vetores formam uma base ortonormal. ◀

Teorema 7.71. Se B = {b1, b2, . . . , bn} é uma base ortonormal para um espaço V , então para todo v ∈ V ,

v =
∑
i

⟨v, bi⟩ bi.



Ve
rs
ão
Pr
el
im
in
ar

Ál
ge
br
a L
in
ea
r

Je
rô
ni
m
o
Pe
lle
gr
in
i

7.3. PROJEÇÕES 311

Exemplo 7.72. Seja B = {(0, 0, 1)T , (0, 1, 0)T , (0, 0, 1)T }. Então o vetor (2, 4, 5)T é

(2, 4, 5)T =
〈
(0, 0, 1)T , (2, 4, 5)T

〉
(0, 0, 1)T

+
〈
(0, 1, 0)T , (2, 4, 5)T

〉
(0, 1, 0)T

+
〈
(1, 0, 0)T , (2, 4, 5)T

〉
(1, 0, 0)T

= (5, 0, 0)T + (0, 4, 0)T + (1, 0, 0)T . ◀

Exemplo 7.73. Seja

B =

{
1√
2

(
1
1

)
,

(
−1
1

)}
.

Então o vetor (−2, 5)T é

(−2, 5)T =

〈(
1√
2
,
1√
2

)T

, (−2, 5)T

〉(
1√
2
,
1√
2

)T

+

〈(
−1√
2
,
1√
2

)T

, (−2, 5)T

〉(
−1√
2
,
1√
2

)T

=

(
3

2
,
3

2

)T

+

(
−
7

2
,
7

2

)T

. ◀

7.3 Projeções

Em Geometria Analítica definimos a projeção de um vetor v sobre uma reta r como o vetor v ′ tal que
u = v− v ′ é perpendicular a r (ou ainda, o vetor u é paralelo a uma reta s perpendicular a r).

Mas sabemos que uma reta é um subespaço deR2, e que nessa definição de projeção, vetores de r e s são
ortogonais entre si (o ângulo entre eles será sempre π/2). Como cada um desses subespaços tem dimensão
um, e a interseção deles é somente a origem, concluímos que R2 é soma direta desses dois subespaços.

Assim, revisamos o conceito de projeção: falamos agora de projeção de um vetor de um espaço V em
um subespaço de V .

Definição 7.74 (Projeção). Sejam V um espaço vetorial, eW subespaço de V . Um operador linear em T
definido em V é uma projeção emW se e somente se, para todo v ∈ V , T(v) ∈W. ♦

Exemplo 7.75. Em R2, o operador linear

T(x, y)T = (x, 3x)T

é uma projeção no subespaço igual à reta y = 3x. Todo vetor em R2 pode ser escrito como soma

(x, 3x)T + (0, a)T ,

e o operador T sempre nos dará o componente (x, 3x)T . Geometricamente: temos um vetor qualquer, por
exemplo, (2, 2)T . A transformação levará em (2, 6)T , que fica sobre a reta (x, 3x)T :
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v : (2, 2)

w : (2, 6)

u

◀

Exemplo 7.76. Em R4, O operador T(x1, x2, x3, x4)T = (x1, x2, 0, 0)
T é uma projeção no subespaço de

R4 gerado por (a, b, 0, 0)T . ◀

Exemplo 7.77. EmR4[x], o de polinômios de grau 4, o operador T que elimina o termo com coeficiente x4

é uma projeção. Sabemos que
R4[x] = R3[x]⊕ {ax4 : a ∈ R},

e o operador descrito leva qualquer polinômio de grau 4 no componente em R3. Por exemplo,

3x4 − 2x3 + 1 =
(
3x4
)
+
(
− 2x3 + 1

)
.

O operador T leva o polinômio à sua componente de grau 3:

T(3x4 − 2x3 + 1) = −2x3 + 1. ◀

Exemplo 7.78. Em R2, o operador T(x, y)T = (y, x)T não é projeção, porque vetores diferentes podem
ser projetados em subespaços diferentes:

T

(
2
3

)
=

(
3
2

)
T

(
1
2

)
=

(
2
1

)

O vetor (3, 2)T pertence ao subespaço da reta y = 2x/3 e o vetor (2, 1)T pertence ao subespaço y =
x/2. ◀

Uma vez que um vetor tenha sido projetado em um subespaço, o operador de projeção não mais o
modificará. Similarmente, se um vetor não é modificado pelo operador de projeção, ele já deve pertencer
ao subespaço onde o operador projeta.

Teorema 7.79. Um operador linear T é uma projeção se e somente se T = T ◦ T (ou, na formamatricial, T = T2).
Também dizemos que T é idempotente.
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Exemplo 7.80. O operador

T =

(
1 0
1 0

)
é idempotente:

T2 =

(
1 0
1 0

)(
1 0
1 0

)
=

(
1 0
1 0

)
.

Também podemos verificar que T é uma projeção: seja v = (x1, x2)
T . Então

Tv =
(
1 0
1 0

)(
x1
x2

)
=

(
x1
x1

)
,

e vetores são projetados por T na reta (x, x)T . ◀

Exemplo 7.81. No Exemplo 7.78, observamos que o operador T(x, y)T = (y, x)T não é projeção. A matriz
deste operador é

T =

(
0 1
1 0

)
.

Verificamos agora que T ̸= T2:

T2 =

(
0 1
1 0

)(
0 1
1 0

)
=

(
1 0
0 1

)
,

que é diferente de T . ◀

Exemplo 7.82. O operador definido no espaço R4[x], no Exemplo 7.77 é, em forma matricial,

T =


0 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

 .
Para aplicar T em um polinômio a4x4 + a3x3 + a2x2 + a1x+ x0, usamos suas coordenadas:

T(a4x
4 + a3x

3 + a2x
2 + a1x+ x0) = T(a4, a3, a2, a1, a0)

T

=


0 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1



a4
a3
a2
a1
a0

 =


0
a3
a2
a1
a0

 ,
que são as coordenadas de 0x4 + a3x3 + a2x2 + a1x+ x0.

Verificamos que a matriz do operador é idempotente:

T2 =


0 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1



0 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

 =


0 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

 = T. ◀
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Definição 7.83 (Complemento ortogonal). Seja V um espaço vetorial eW um subespaço de V . O comple-
mento ortogonal deW é o subespaço denotadoW⊥ tal que todo vetor deW é ortogonal a todo vetor de
W⊥. ♦

Exemplo 7.84. Em R2, o subespaço U gerado por (x, 3x)T é uma reta. Seu complemento ortogonal é o
subespaço V gerado por (x,−x/3)T – que é a reta perpendicular aU.

U : (x, 3x)

V : (x,−x/3)

Quaisquer duas retas perpendiculares emR2 passando pela origem formamumexemplo de subespaço com
complemento ortogonal. ◀

Exemplo 7.85. EmR3, o complemento ortogonal de uma reta é um plano, e o de um plano é uma reta. ◀

Se uma projeção de um vetor v1 em outro vetor v2 é kv2, dizemos que esta projeção é ortogonal quando
v2 e v1 − kv2 são ortogonais

Definição 7.86 (Projeção ortogonal). Seja v1 um vetor em um espaço vetorial. Se

v1 = v3 + kv2,

com v3 e v2 ortogonais, dizemos kv2 é a projeção ortogonal de v1 em v2. ♦

A definição é ilustrada no Exemplo 7.87.

Exemplo 7.87. Na figura a seguir, v1 = (4, 2)T e v2 = (7, 8)T .

v1

v2

v3

Projv1(v2)

v2

v3

↑
Projv1(v2)v1
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O vetor tracejado, exibido como se indo de v3 até v2 na figura da esquerda, é a projeção ortogonal de v2 em
v1. Ele pertence aomesmo subespaço que v1, embora esteja representado de forma paralela a ele, longe da
origem – a figura da direita mostra que este vetor é de fato a projeção de v2 em v1, formando um ângulo
reto. Observe que

• v3 = v2 − 11
5
v1, e

• ⟨v1, v3⟩ = 0 (são ortogonais). ◀

Exemplo 7.88 (Projeção não ortogonal). Em R2, a matriz

T =

(
1 0
2 1

)

é projeção:

T

(
x
y

)
=

(
0 0
2 1

)(
x
y

)
=

(
0

2x+ y

)
.

A projeção do vetor (x, y)T é (0, 2x + y): este operador projeta sobre a reta x = 0. Também podemos ve
que T é projeção porque T2 = T :

T2 =

(
1 0
2 1

)(
1 0
2 1

)
=

(
1 0
2 1

)
.

No entanto, T não é projeção ortogonal: v− Tv não é ortogonal a Tv:

〈(
x
y

)
−

(
0 0
2 1

)(
x
y

)
,

(
0 0
2 1

)(
x
y

)〉
=

〈(
x
y

)
,

(
x
y

)
−

(
0

2x+ y

)〉
=

(
x
2x

)
̸=
(
0
0

)

A figura a seguir ilustra a projeção de vetores na reta x = 0. Apenas porque estamos trabalhando no espaço
R2, podemos verificar graficamente que os ângulos não são retos (em geral isto não é possível em um espaço vetorial
qualquer, já que nem sempre há a identificaçõa de vetores subespaços com elementos gráficos.)
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(−2, 2) (1, 2)

(0,−2)

(0, 4)

A projeção de (1, 2)T é (0, 4)T , e a de (−2, 2) é (0,−2)T . ◀

Teorema 7.89. Para todo v ew ̸= 0 em um espaço vetorial, existe uma projeção ortogonal de v emw, dada unica-
mente por

Projw(v) =
⟨w, v⟩
⟨w,w⟩

w.

Demonstração. Primeiro verificamos que v− Projw(v) de fato resulta em vetor ortogonal a w.

u = v− Projw(v)

= v−
⟨w, v⟩
⟨w,w⟩

w

⟨w,u⟩ = ⟨w, v⟩− ⟨w, v⟩
⟨w,w⟩

⟨w,w⟩ (produto interno com w)

= ⟨w, v⟩− ⟨w, v⟩ = 0.

Para verificar que esta forma é única, observamos que v = u + kw. Calculando o produto interno com w,
obtemos

(v,w) = (u,w) + k(w,w),

mas como u e w são ortogonais, temos

(v,w) = k(w,w)
(v,w)
(w,w)

= k,

determinando unicamente k. ■
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Exemplo 7.90. No exemplo 7.87, obtemos a projeção ortogonal usando a fórmula dada no teorema:

v3 =v2 − Projv1(v2)

=v2 −
⟨v1, v2⟩
⟨v1, v1⟩

v1

=(7, 8)T −
11

5
(4, 2)T

=
1

5
(−9, 18)T . ◀

Exemplo 7.91. Em R3, sejam
w = (1, 2, 0)T , v = (2, 1, 1)T

Os vetores não são ortogonais (seu produto interno é 4).
Usando a projeção ortogonal de v em w obtemos

u = v− Projw(v)

= v−
⟨w, v⟩
⟨w,w⟩

w

= (2, 1, 1)T −

〈
(1, 2, 0)T , (2, 1, 1)T

〉
⟨(1, 2, 0)T , (1, 2, 0)T ⟩

(1, 2, 0)T

= (2, 1, 1)T −
4

5
(1, 2, 0)T

=

(
6

5
,−
3

5
, 1

)T

.

Então v = p+ kw, e como podemos verificar, p e w são ortogonais:

(u,w) =

〈(
6

5
,−
3

5
, 1

)T

, (1, 2, 0)T

〉
= 0. ◀

Exemplo 7.92. NoespaçoC0[−1, 1]das funções contínuas entre−1 e 1, podemos definir o produto interno
como

(f, g) =

∫1
−1

f(x)g(x)dx.

Neste espaço, as funções f(x) = x2 e ln(x+ 2) não são ortogonais, porque∫1
−1

x2 ln(x+ 2)dx = 2 ln(3) −
26

9
.

Podemos obter uma função ortogonal a g. Basta calcular a projeção ortogonal de f em g:

h = f −
⟨g, f⟩
⟨g, g⟩

g = x2 −

〈
x2, ln(x+ 2)

〉
⟨ln(x+ 2), ln(x+ 2)⟩

ln(x+ 2)

= x2 −
2 ln(3) − 26/9

3 ln2(3) − 6 log(3) + 4
ln(x+ 2). ◀
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O exercício 249 pede a demonstração do teorema 7.93, que afirma que todo subespaço tem um comple-
mento ortogonal.

Teorema 7.93. SejaW subespaço de um espaço vetorial V . Então V =W ⊕W⊥.

Até aqui tratamos de projeções ortogonais de vetores em vetores. Definiremos agora a projeção ortogonal
de um vetor em um subespaço.

Definição 7.94 (Projeção ortogonal em subespaço). SejaW subespaço de um espaço vetorial V , e v ∈ V
um vetor. A projeção ortogonal de v em W é o único vetor w tal que v − w ∈ W⊥ projeção de um vetor
w ∈W. ♦

O Teorema 7.95 mostra como obter a projeção ortogonal de um vetor em um subespaço.

Teorema 7.95. SejaW subespaço de um espaço vetorial V , e {w1, w2, . . ., wk} uma base ortogonal deW. O
operador

ProjW(v) =
⟨w1, v⟩
⟨w1,w1⟩

w1 + · · ·+ ⟨wk, v⟩
⟨wk,wk⟩

wk

realiza a projeção ortogonal de um vetor v ∈ V pelo subespaçoW: v− ProjW(v) ∈W⊥.

Exemplo 7.96. Seja b1 = (0, 1, 0)T , b2 = (2, 0, 0)T uma base para um subespaçoW deR3 com dimensão
2. Considere o vetor v = (3, 3, 4)T em R3. Calculamos agora sua projeção emW.

Antes de começarmos, pré-calculamos:

⟨b1, b1⟩ = 1
⟨b2, b2⟩ = 4.

Calculamos agora a projeção de v.

ProjW(v) =
⟨b1, v⟩
⟨b1, b1⟩

b1 +
⟨b2, v⟩
⟨b2, b2⟩

b2

=
〈
(0, 1, 0)T , (3, 3, 4)T

〉
b1 +

〈
(2, 0, 0)T , (3, 3, 4)T

〉
4

b2

= 3b1 +
3

2
b2

= (0, 3, 0)T + (3, 0, 0)T

= (3, 3, 0)T .

Definimos
u = v− ProjR2(v) = (3, 3, 4)T − (3, 3, 0)T = (0, 0, 4)T .

Verificamos que (0, 0, 4)T é ortogonal a todos os vetores deW. Vetores emW são da forma

w = ab1 + b2
= (0, a, 0)T + (2b, 0, 0)T

= (2b, a, 0)T

O produto interno de (0, 0, 4)T com w ∈W será sempre igual a 0 · (2b) + 0a+ 0 · 4 = 0. ◀
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7.4 Ortogonalização

A partir de uma base não ortogonal, podemos obter uma base ortogonal usando o processo de ortogonalização
de Gram-Schmidt.

Teorema 7.97. Todo espaço vetorial de dimensão finita tem uma base ortogonal.

Demonstração. Todo espaço vetorial de dimensão finita tem uma base. Presumimos que seja dada uma base
não ortogonal, b1, b2, . . ., bn para um espaço vetorial. Para obter uma base ortogonal c1, c2, . . ., cn, co-
meçamos incluíndo b1 na nova base:

c1 = b1

Agora suponha que já temos k vetores ortogonais. O k-ésimo vetor ck deve ser ortogonal a todos os an-
teriores, c1, c2, . . ., ck−1. Escrevemos uma combinação linear destes vetores que já temos na base com
bk:

ck = bk + a1c1 + a2c2 + · · ·+ ak−1ck−1. (7.1)

Queremos que ci e ck sejam ortogonais, portanto

⟨c1, ck⟩ = 0 (7.2)
⟨c2, ck⟩ = 0

...

⟨ck−1, ck⟩ = 0

Substituímos ck, como definido na equação 7.1, nas equações 7.2:

⟨c1, bk + a1c1 + a2c2 + · · ·+ ak−1ck−1⟩ = 0
⟨c2, bk + a1c1 + a2c2 + · · ·+ ak−1ck−1⟩ = 0

...

⟨ck−1, bk + a1c1 + a2c2 + · · ·+ ak−1ck−1⟩ = 0

Tomamos uma destas equações. Temos

⟨ci, bk + a1c1 + a2c2 + · · ·+ ak−1ck−1⟩ = 0
⟨ci, bk⟩+ ⟨ci, a1c1⟩+ ⟨ci, a2c2⟩+ · · ·+ ⟨ci, ak−1ck−1⟩ = 0
⟨ci, bk⟩+ a1 ⟨ci, c1⟩+ a2 ⟨ci, c2⟩+ · · ·+ ak−1 ⟨ci, ck−1⟩ = 0

⟨ci, bk⟩+ ai ⟨ci, ci⟩ = 0,

porque os k− 1 vetores anteriores são ortogonais entre si. Com isso obtemos

ai = −
⟨ci, bk⟩
⟨ci, ci⟩

.

Podemos agora substituir os valores de ai na equação 7.1. Determinamos portanto que o vetor ck é

ck = a1c1 + a2c2 + · · ·+ ak−1ck−1 + bk

= bk −
⟨c1, bk⟩
⟨c1, c1⟩

c1 −
⟨c2, bk⟩
⟨c2, c2⟩

c2 − · · ·− ⟨ck−1, bk⟩
⟨ck−1, bk−1⟩

ck−1. ■
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A demonstração do teorema 7.97 é construtiva, e nos dá ummétodo para conseguir uma base ortogonal
a partir de uma base qualquer.

Método 7.98 (Ortogonalização de Gram-Schmidt). Sejam b1, . . . , bk uma base qualquer para um espaço
vetorial. Podemos calcular, um a um, os vetores de uma base ortogonal para o mesmo espaço usando o
processo de Gram-Schmidt:

c1 = b1

c2 = b2 −
⟨c1, b2⟩
⟨c1, c1⟩

c1

c3 = b3 −
⟨c2, b3⟩
⟨c2, c2⟩

c2 −
⟨c1, b3⟩
⟨c1, c1⟩

c1

...

ck = bk −
∑
i<k

⟨ci, bk⟩
⟨ci, ci⟩

ci

Se quisermos uma base ortonormal, calculamos

c1 =
c1
||c1||

c2 =
c2
||c2||

...

ck =
ck
||ck||

 

Observe que

bk −
⟨c1, bk⟩
⟨c1, c1⟩

c1 −
⟨c2, bk⟩
⟨c2, c2⟩

c2 − · · ·− ⟨ck−1, bk⟩
⟨ck−1, bk−1⟩

ck−1.

é o mesmo que

bk − Projc1
(bk) − · · ·− Projck−1

(bk).

Ocorre que, ao determinar o vetor ck, olhamos para os outros vetores c1, . . . , ck−1, que geramum subespaço,
e obtemos um vetor no complemento ortogonal desse subespaço – que é o que estamos calculando na fórmula
acima.

Exemplo 7.99. Em R2, sejam b1 = (3, 3/2)T , b2 = (1, 3)T . A figura a seguir ilustar o procedimento de
ortogonalização em um único vetor (b2).



Ve
rs
ão
Pr
el
im
in
ar

Ál
ge
br
a L
in
ea
r

Je
rô
ni
m
o
Pe
lle
gr
in
i

7.4. ORTOGONALIZAÇÃO 321

c1 = b1

← b2

c2 →

O processo de ortogonalização é:

c1 = b1 = (3, 3/2)T

c2 = b2 −
⟨b1, b2⟩
⟨b1, b1⟩

b1

= b2 −

〈
(3, 3/2)T , (1, 3)T

〉
⟨(3, 3/2)T , (3, 3/2)T ⟩

b1

= b2 =
2

3
b1

= (1, 3)T −
2

3
(3, 3/2)T

= (1, 3)T − (2, 1)T

= (−1, 2)T .

O vetor que vai de c2 a b2 na figura é b2 − c2 – o que está de acordo com o método:

c2 = b2 −
⟨b1, b2⟩
⟨b1, b1⟩

b1

b2 − c2 =
⟨b1, b2⟩
⟨b1, b1⟩

b1,

e b2 − c2 é a projeção de b2 em c1. ◀

Exemplo 7.100. Usaremos o algoritmo de Gram-Schmidt na seguinte base não ortogonal de R3:

b1 = (1, 0,−2)T

b2 = (2,−2, 2)T

b3 = (1,−1, 0)T

O primeiro vetor da base ortogonal será igual a b1:

c1 = b1 = (1, 0,−2)T
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O segundo vetor é

c2 = b2 −
⟨c1, b2⟩
⟨c1, c1⟩

c1

= (2,−2, 2)T −

〈
(1, 0,−2)T , (2,−2, 2)T

〉
⟨(1, 0,−2)T , (1, 0,−2)T ⟩

(1, 0,−2)T

= (2,−2, 2)T −
−2

5
(1, 0,−2)T

= (2,−2, 2)T +

(
2

5
, 0,−

4

5

)T

=

(
12

5
,−2,

6

5

)T

.

O terceiro vetor é

c3 = b3 −
⟨c2, b3⟩
⟨c2, c2⟩

c2 −
⟨c1, b2⟩
⟨c1, c1⟩

c1

= (1,−1, 0)T −

〈
(2,−2, 2)T , (1,−1, 0)T

〉
⟨(2,−2, 2)T , (2,−2, 2)T ⟩

(2,−2, 2)T −

〈
(1, 0,−2)T , (1,−1, 0)T

〉
⟨(1, 0,−2)T , (1, 0,−2)T ⟩

(1, 0,−2)T

= (1,−1, 0)T −
22/5

56/5

(
12

5
,−2,

6

5

)T

+
1

5
(1, 0,−2)T

= (1,−1, 0)T −
11

28

(
12

5
,−2,

6

5

)T

+

(
1

5
, 0,−

2

5

)T

= (1,−1, 0)T −

(
33

35
,−
11

14
,
33

70

)T

+

(
1

5
, 0,−

2

5

)T

=

(
−
1

7
,−

3

14
,−

1

14

)T

.

Verificamos que os vetores são de fato ortogonais:

⟨c1, c2⟩ = (1, 0,−2)(12/5,−2, 6/5)T = 12/5+ 0− 12/5 = 0.

⟨c1, c3⟩ = (1, 0,−2)(−1/7,−3/14,−1/14)T = −1/7+ 0+ 2/14 = 0.

⟨c2, c3⟩ = (12/5,−2, 6/5)(−1/7,−3/14,−1/14)T = −12/35+ 3/7− 3/35 = 0.

Se quisermos uma base ortonormal,

d1 =
c1
||c1||

=
1√
5
(1, 0,−2)T =

(
1√
5
, 0,−

2√
5

)T

d2 =
c2
||c2||

=

√
5

2
√
14

(
12

5
,−2,

6

5

)T

=

(
6√
5
√
14
,−

√
5√
14
,

3√
5
√
14

)T

d3 =
c3
||c3||

=
√
14

(
−
1

7
,−

3

14
,−

1

14

)T

=

(
−

√
14

7
,−

3√
14
,−

1√
14

)T

◀
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Exemplo 7.101. No espaço C0(0, 1), as funções f1(x) = x e f2(x) = ex são base para um subespaço,
contendo as funções da forma ax + bex. Esta base, no entanto, não é ortogonal se usarmos o produto
interno que definimos anteriormente para funções:

⟨x, ex⟩ =
∫1
0

xexdx = 1.

Usamos o processo de ortogonalização de Gram-Schmidt para obter uma base ortogonal. O primeiro vetor
será g1(x) = f1(x) = x. O segundo vetor é

g2(x) = f2(x) −
⟨g1(x)f2(x)⟩
⟨g1(x), g1(x)⟩

g1(x)

= ex −
⟨x, ex⟩
⟨x, x⟩

x

= ex −

∫1
0
xexdx∫1

0
x2dx

x

= ex −
1

1/3
x = ex − 3x.

Agora verificamos que as funções g1(x) e g2(x) são ortogonais:

⟨g1, g2⟩ = ⟨x, ex − 3x⟩ =
∫1
0

x(ex − 3x)dx = 0. ◀

7.5 Diagonalização de matrizes simétricas

Matrizes reais simétricas (e complexas Hermitianas) tem propriedades importantes relacionadas à sua di-
agonalização e ortogonalidade. Estas propriedades são relevantes, por exemplo, no estudo de formas qua-
dráticas realizado no Capítulo 12.

Teorema 7.102. Os autovalores de uma matriz real simétrica são todos reais.

Exemplo 7.103. Os autovalores da matriz (
1 4
4 −5

)
são 3 e−7, ambos reais. A matriz (

−3 2 1
2 −3 1
1 1 1

)

tem autovalores−
√
3,
√
3,−5. ◀

Definição 7.104 (matriz ortogonalmente diagonalizável). Uma matrizA é ortogonalmente diagonalizável se
A = PDP−1, comD diagonal e P ortogonal. ♦

Teorema 7.105. Uma matriz é ortogonalmente diagonalizável se e somente se é simétrica.
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Demonstração. (⇒ apenas) Seja A uma matriz ortogonalmente diagonalizável, com A = PDP−1. Usando
o fato de que P−1 = PT , mostramos queA é simétrica

A = PDPT = PDTPT = (PT )DTPT = (PDPT )T = AT . ■

Exemplo 7.106. A matriz

A =

(
−2 1
1 0

)
é simétrica, e portanto diagonalizável. De fato,A = PDP−1,

A =

(
1 1

1−
√
2 1+

√
2

)(
−
√
2− 1 0
0

√
2− 1

)(√
2+1

2
√
2

− 1

2
√
2√

2−1

2
√
2

1

2
√
2

)
. ◀

As colunas da matriz P são ortogonais:

(
1 1−

√
2
)(

1
1+

√
2

)
= 0.

Corolário 7.107. Toda matriz simétrica é diagonalizável.

Se umamatriz simétricaA = PDP−1, nem sempre as colunas de P obtidas imediatamente do processo
de diagonalização serão ortogonais. Duas colunas serão ortogonais quando pertencerem a autovalores
distintos.

Teorema 7.108. SejaA uma matriz simétrica. Quaisquer dois autovetores pertencentes a autovalores distintos de
A são ortogonais entre si.

Podemos, no entanto, usar o processo de ortogonalização de Gram-Schmidt para obter umanovamatriz
ortogonal que também diagonaliza a mesma matriz simétrica.

Teorema 7.109. SejaA uma matriz simétrica, comA = PDP−1. Seja R o resultado do processo de Gram-Schmit
aplicado nas colunas deA. Seja S a matriz obtida de R pela normalização dos vetores em cada coluna. Então

A = RDR−1 = RDRT

= SDS−1 = SDST .

⋆ 7.6 Produto interno em espaços complexos

Nesta seção tratamos brevemente de espaços sobre corpos complexos. Será necessário relembrar, por-
tanto, a definição e notação para conjugado.
Definição 7.110 (Conjugado de binômio e de número complexo). Seja a+ z um binômio. Seu conjugado é
a − z. Se a é real e z = bi imaginário, então a + z = a + bi é complexo, e o conjugado de x = a + bi é
x = a− bi. ♦

No início do Capítulo demos a definição de produto interno para espaços vetoriais sobre o corpo dos
reais. Em espaços complexos definimos produto interno de forma mais geral: o produto não precisa ser
comutativo, mas deve respeitar a seguinte regra de simetria:
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• simetria: ⟨u, v⟩ = ⟨v,u⟩.

• positividade: ⟨v, v⟩ ≥ 0, e ⟨0, 0⟩ = 0.

• linearidade: para todo escalar k e vetores u, v, w,

⟨u+ w, v⟩ = ⟨u, v⟩+ ⟨w, v⟩
⟨ku, v⟩ = k ⟨u, v⟩

Observamos que para números a + bi onde b = 0, esta definição equivale àquela que demos para
espaços reais. O produto interno deve ser linear somente no primeiro argumento. Para espaços reais, isso
implica na linearidade tambémno segundo argumento, porque nesses espaços o produto é comutativo. Em
espaços complexos, o produto não é comutativo.

Exemplo 7.111. Em Cn,
⟨x, y⟩ = x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn

é produto interno. ◀

Exemplo 7.112. No espaço de funções contínuas de C em C definidas no intervalo (0, 1),

⟨f, g⟩ =
∫b
a

f(x)g(x)dx

é produto interno. ◀

Teorema 7.113. SejamA umamatriz complexam×n, x ∈ Cn, y ∈ Cm, e seja ⟨·, ·⟩ o produto interno complexo
definido no exemplo 7.112. Então

⟨Ax, y⟩ =
〈
x, AHy

〉
.

7.7 Aplicações

7.7.1 Solução de sistemas lineares emínimos quadrados [ distância; pro-
jeção ]

Se um sistema Ax = b é incompatível, podemos querer encontrar algum vetor x tão próximo quanto
possível de uma solução para o sistema. Definimos que um vetor z é o mais próxima possível de uma
solução seminimiza o quadrado do erro. O erro de que falamos é a distância entre b eAz, ou seja, queremos
minimizar d(b, Az). Mas isto é o mesmo que minimizar o quadrado desta distância,

d(b, Az)2 = ||b−Az||2

=
(√

⟨b−Az, b−Az⟩
)2

= ⟨b−Az, b−Az⟩
=
∑

[bi − (Az)i]2.

Definição 7.114 (Solução minimizando quadrados). Uma solução minimizando quadrados para o sistema
Ax = b é o vetor z que minimiza ||b−Az||. ♦
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Suponha que Ax = b é incompatível, e queW é o espaço coluna de A. Certamente b /∈ W, de outra
forma b seria combinação linear das colunas de A, e os coeficientes desta combinação linear nos dariam
uma solução para o sistema.

Tendo definido a noção de distância neste espaço, no entanto, observamos que no espaço coluna deA
podemos tomar o vetor mais próximo a b: este será obtido a partir da projeção ortogonal de b emW.

Teorema 7.115. SejaW o espaço coluna de A. b − ProjW(b) é solução minimizando quadrados para o sistema
Ax = b.

Demonstração. Seja w um vetor no espaço coluna deW. Então

b− w = b
(
− Projw(b) + Projw(b)

)
− w

b− w = (b− Projw(b)) + (Projw(b) − w)︸ ︷︷ ︸
∈W

Projw(b) − w ∈ W (é projeção em w somada a −w), e sabemos que b − Projw(b) − w é ortogonal a esta
projeção. Assim, os dois termos no lado direito da igualdade são ortogonais. Pelo Teorema de Pitágoras,

||b− w||2 = ||(b− Projw(b))||2 + ||(Projw(b) − w)||2

Como w ̸= Projw(b), o último termo é necessariamente maior que zero. Mas isso significa que

||b− w||2 > ||b− Projw(b)||2

||b− w|| > ||b− Projw(b)|| (porque norma é positiva)

Como demonstramos que d(b, Projw(b)) é menor que d(b,w), para qualquerw, temos que b− ProjW(b) é
solução minimizando quadrados para o sistema. ■

O Teorema 7.116 permite determinar de maneira simples uma solução minimizando quadrados.

Teorema 7.116. Qualquer solução minimizando quadrados paraAx = b é uma solução para o sistemaATAx =
ATb, e qualquer solução paraATAx = ATb é solução minimizando quadrados paraAx = b.

Demonstração. SemaW o espaço coluna deA. Pelo Teorema 7.115, podemos calcular uma projeção de b em
W, e depois resolver

Ax = ProjW(b). (7.3)

Há no entanto outra forma de obter o mesmo resultado. Reescrevemos este sistema:

b−Ax = b− ProjW(b)
AT (b−Ax) = AT (b− ProjW(b))
AT (b−Ax) = 0 (∗)

ATAx = ATb

O passo (∗) é verdade porque b− ProjW(b) é o vetor ortogonal aW, o espaço-linha deA – que é o espaço-
coluna deAT .

Como o vetor x aqui é o mesmo x da equação 7.3, temos que as soluções para ATAx = ATb são as
mesmas soluções do sistema 7.3 – ou seja, são soluções minimizando quadrados paraAx = b. ■
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Exemplo 7.117. O sistema (
−1 1
2 −1
1 0

)
x =

(
2
3
1

)
é incompatível. Para encontrarmos uma solução minimizando quadrados, calculamos

ATA =

(
6 −3

−3 2

)
,

e resolvemosATAx = ATb: (
6 −3
−3 2

)
x =

(
5
−1

)
e obtemos a solução

x =

(
7/3

3

)
,

que é solução minimizando quadrados para o sistema original. ◀

7.7.2 Covariância e correlação [ produto interno; ângulo ]
O conjunto de todas as variáveis aleatórias relacionadas a um mesmo experimento que tenham variância
finita formam um espaço vetorial com as operações usuais de soma de variáveis aleatórias e multiplicação
de uma variável por número real. (veja o exemplo 1.40 e o exercício 40). A esperança de uma variável
aleatória é uma transformação linear que podemos usar para determinar o valor ao redor do qual uma
variável aleatória flutua – mas a esperança não nos diz quão distantes os valores podem ser entre si. Nos
interessa, então, a distância entre a variável aleatória e sua esperança, E(|X − E(X)|). Como a função
módulo impõe certas dificuldades, usamos a raiz quadrada do quadrado de X− E(X), e definimos o desvio
padrão.

Definição 7.118 (Desvio padrão). Seja X uma variável aleatória. Então o desvio padrão de X é

σX = +

√
[E(X− E(X))]2 ♦

Exemplo 7.119. ◀

SejamX eY duas variáveis aleatórias relacionadas aomesmoexperimento. Definimos oproduto interno

⟨X, Y⟩ = E(XY) =
∑
x

∑
y

xy Pr[X = x] Pr[Y = y].

Exemplo 7.120. ◀

Estamos agora interessados em quão semelhante é a variação de duas variáveis aleatórias – se valores
altos de uma correspondem com os valores altos da outra, e vice-versa. Usamos novamente a distância
entre a variável e sua esperança,X−E(X) eY−E(Y). Intuitivamente, se o produto interno dessas distâncias
for grande, então X e Y são fortemente correlacionadas. Se for zero, as variáveis não são correlacionadas.
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Definição 7.121 (Covariância e Variância). A covariância entre X e Y é o produto interno da variável alea-
tória X− E(X) com a variável aleatória Y − E(Y):

cov(X, Y) = ⟨X− E(X), Y − E(Y)⟩
= E

[
(X− E(X))(Y − E(Y))

]
A variância de uma variável aletória X, que denotamos por σ2X, é a covariância de X com ela mesma.

cov(X,X) = ⟨X− E(X), X− E(X)⟩
= E

[
(X− E(X))(X− E(X))

]
= σ2X ♦

Covariância zero não implica, no entanto, em independência, como ilustrado no exemplo 7.122.

Exemplo 7.122. SejamA, B e C variáveis aletórias definidas da seguinte forma:

Pr[A = 0] =
1

2
, Pr[A = 1] =

1

2

Pr[B = −1] =
1

2
, Pr[B = 1] =

1

2

C = AB

É fácil verificar que cov(A,B) = 0 (obseve que a esperança de A é 1/2, e a de C é 0). No entanto, por
definição, para queA e C sejam independentes seria necessário que

Pr[C = c|A = a] = Pr[C = c],

para todos a e c. Se tomarmos a = 0 e c = 1,

Pr[C = 1|A = 0] = Pr[AB = 1|A = 0] = 0

Pr[C = 1] = Pr[AB = 1] =
1

4
,

e as variáveisA e C não são independentes, embora tenham covariância zero. ◀

A magnitude da covariância não é fácil de interpretar, portanto faz sentido que normalizemos para
obter um valor entre−1 e 1, como observamos ao definir ângulos na seção 7.2.

Definição 7.123 (Coeficiente de correlação). Se definirmos ∆X = (x1 − E(X), . . . , xn − E(X)) e ∆Y =
(y1 − E(Y), . . . , yn − E(Y)), o coeficiente de correlação entre X e Y é o cosseno do ângulo5 entre ∆X e ∆Y .

ρ(X, Y) =
⟨X− E(X), Y − E(Y)⟩
||X− E(X)|| ||Y − E(Y)||

=
⟨X− E(X), Y − E(Y)⟩√

⟨X− E(X), X− E(X)⟩
√
⟨Y − E(Y), Y − E(Y)⟩

=
E [(X− E(X))(Y − E(Y))]√

E(X− E(X))2
√

E(Y − E(Y))2

5Há diversas maneiras de interpretar o coeficiente de correlação. Um artigo de Josph Lee Rogers e W. Alan Nicewander mostra
treze delas [RN88].
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=
E [(X− E(X))(Y − E(Y))]

σXσY

=
cov(X, Y)
σXσY

. ♦

Além de interpretar o coeficiente de correlação como ângulo entre os vetores de dados, podemos ob-
servar outro significado para ele. Regressão linear é uma forma de modelar a relação entre duas variáveis a
partir de dados observados, quando supomos que as duas variáveis são relacionadas, e que esta relação é
linear. Uma linha de regressão linear é uma equação da forma

Y = a+ bX.

Pode-se obter por exemplo a reta que melhor se ajusta aos dados usando o método dos mínimos quadrados
(ou seja, minimizando a soma dos quadrados das distâncias de cada ponto até a reta, na direção vertical).

Se obtivermos uma linha de regressão que nos permita predizer X a partir de Y e outra que nos per-
mita predizer Y a partir de X, o coeficiente de correlação é o cosseno do ângulo entre estas duas linhas de
regressão (a+ bX e α+ βY).

⋆ 7.7.3 Covariância [ produto interno; matriz de Gram ]
Se X é um vetor onde cada elemento é uma variável aleatória, chamamos a matriz de Gram de X de

matriz de covariância:

Σij = cov(Xi, Xj) = ⟨Xi, Xj⟩ = E[(Xi − E(Xi))(Xj − E(Xj))].

Desta forma, temos

Σ =


E[(X1 − E(X1))(X1 − E(X1))] (X1 − E(X1))(X2 − E(X2)) · · · (X1 − E(X1))(Xn − E(Xn))

E[(X2 − E(X2))(X1 − E(X1))] (X2 − E(X2))(X2 − E(X2)) · · · (X2 − E(X2))(Xn − E(Xn))
...

...
. . .

...
E[(Xn − E(Xn))(X1 − E(X1))] (Xn − E(Xn))(X2 − E(X2)) · · · (Xn − E(Xn))(Xn − E(Xn))


A diagonal da matriz de covariância claramente nos informa as variâncias: Σii = cov(Xi, Xi) = σ

2(Xi).

⋆ 7.7.4 Otimização linear (affine scaling) [ projeção, núcleo, escala ]
(Esta seção é apenas um rascunho)
Este exemplo trata de otimização linear, já abordada na seção 4.8.2 (naquela seção pode-se encontrar a

definição de prblema de otimização linear – definição 4.117 – e um exemplo).
Há um método para resolução de problemas de programação linear no qual a operação de projeção é

essencial.
A idéia é seguir o gradiente do objetivo até chegar a uma solução ótima. Suponha que inicialmente

temos uma solução inicial x0. Observe que por solução viável entendemos uma solução do sistema

Ax = b.

Os pontos x são os pontos dentro da região viável.



Ve
rs
ão
Pr
el
im
in
ar

Ál
ge
br
a L
in
ea
r

Je
rô
ni
m
o
Pe
lle
gr
in
i

330 CAPÍTULO 7. PRODUTO INTERNO

O método de affine scaling começa com uma solução inicial x0, muda a escala do problema, mudando
também a escala de x0 e obtendo y0. Em seguida obtem uma solução melhor y1. Desfaz a mudança de
escala e obtem uma nova solução x1 para o problema original.

Usaremos um exemplo prático no desenvolvimento. Queremos resolver o seguinte problema:

max 2x1 + x2
sujeito a x1 − x2 ≤ 2

x1 + 2x2 ≤ 8
x2 ≤ 3
x ≥ 0.

Podemos expressá-lo na formaAx = b, já que

a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn ≤ b

é o mesmo que
a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn + s = b, s ≥ 0

Temos portanto

max 2x1 + x2
sujeito a x1 − x2 + x3 = 2

x1 + 2x2 + x4 = 8

x2 + x5 = 3

x ≥ 0,

e temos

A =

(
1 −1 1 0 0
1 2 0 1 0
0 1 0 0 1

)
, b =

(
2
8
3

)
.

O problema com o qual iniciamos envolvia apenas duas variáveis, e por isso podíamos reprsentá-lo facil-
mente no plano. Mantendo em mente que x3, x4, x5 são variáveis de folga podemos, mesmo na forma de
igualdade, visualizar as restrições no plano.

Suponha que tenhamos começado com a solução x1 = 1/2, x2 = 5/2. Para representar este ponto
com variáveis de folga, escrevemos

x0 =


1/2

5/2

4
5/2

1/2

 ,
com x3 = 4, x4 = 5/2, e x5 = 1/2. Estas são as folgas de cada desigualdade quando x1 = 1/2 e x2 = 5/2,
porque

x1 − x2 + x3 = 2

(1/2) − (5/2) + x3 = 2

x3 = 4

x1 + 2x2 + x4 = 8

(1/2) + 2(5/2) + x4 = 8

x4 = 5/2

x2 + x5 = 3

(5/2) + x5 = 3

x5 = 1/2
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Podemos calcular o gradiente da função objetivo, ∇f, que é um vetor, e somá-lo a x0 para tentar chegar
mais perto da solução ótima. No entanto, se x0 estivermuito perto da borda, seguir o gradiente do objetivo
poderá não ser útil:

x0

Mudamos a escala de x0 e das restrições, de forma a transformar o ponto x0 no ponto (1, 1, . . . , 1)T . Para
isto usamos a matriz de escala

D = diag(x1, x2, . . . , xn) =


x1 0 · · · 0
0 x2 0
...

. . .
...

0 0 · · · xn

 .
O ponto modificado é y0 = D−1x0, logo

y0 = D−1


1/2

5/2

4
5/2

1/2

 =


1
1
1
1
1


Como aplicamos a transformação no ponto, podemos reescreverAx = b comoA(Dy) = b, ou

(AD)y = b.

Renomeamos

Q = AD =
1

2

(
1 −5 8 0 0
1 10 0 5 0
0 5 0 0 1

)
Como x = Dy, a função objetivo passa a ser

cTx = (2, 1, 0, 0, 0)x
= (2, 1, 0, 0, 0)(Dy)
=
[
(2, 1, 0, 0, 0)D

]
y

= (1, 5/2, 0, 0, 0)y.
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e temos um novo problema de otimização

max y1 +
5

2
y2

sujeito a Qy = b
y ≥ 0

Assim como x0 era viável, y0 também é para este novo problema.
As restrições do novo sistema são

y1 − 5y2 + 8y3 = 4

y1 + 10y2 + 5y4 = 16

5y2 + y5 = 6

ou,
substituindo

z3 = 8y3

z4 = 5y4,

y1 − 5y2 + z3 = 4

y1 + 10y2 + z4 = 16

y2 + z5 = 6/5

Se tratarmos z3, z4, z5 como variáveis de folga, estas restrições definem a região representada na figura a
seguir.

y0

Como x0 = Dy, o gradiente de cTx0 é

∇cTx0 = ∇cTDy
= cTD

= (2, 1)

(
1/2 0

0 5/2

)
= (1, 5/2).

O operador que projeta no kernel deA é

P = I −DAT
(
AD2AT

)−1
AD.

Agora sim, um passo na direção do gradiente do objetivo certamente será benéfico. Há, no entanto, um
problema: não sabemos que tamanho de passo podemos dar! Se o passo for muito longo, poderemos obter
um ponto fora da região viável.

Uma solução para isto é não andar diretamente na direção do gradiente. Primeiro projetamos o gradi-
ente no espaço nulo (núcleo) deA:

d = ProjnulA
(
∇f
)
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Agora temos uma direção d (um vetor pode ser encarado como uma “direção”) para a qual podemosmover
nossa solução. Esta projeção terá a mesma direção do gradiente, portanto melhorará a solução. Mas como
foi projetada no espaço nulo de A, o novo vetor continuará sendo solução para Ax = b, porque o vetor
projetado no espaço nulo é solução de Ax = 0 (por definição de espaço nulo), e a soma de uma solução
do sistema homogêneo com uma solução do sistema não-homogêneo continua sendo solução para o não-
homogêneo.

x0

Exercícios

Ex. 232 — Mostre que são ou que não são produtos internos:

a) Em C1[0, 1], ⟨f, g⟩ =
∫1
0
f ′(x)g ′(x)dx.

b) Em C1[0, 1], ⟨f, g⟩ =
∫1
0
f ′(x)g(x)dx.

c) Em C1[0, 1], ⟨f, g⟩ = f ′(x)g ′(x).

d) Em C1[0, 1], ⟨f, g⟩ = (fg) ′(x).

e) Em C1[0, 1], ⟨f, g⟩ = f ′(x)g ′(x)
∫1
0
f(x)g(x)dx.

f) Em C0[0, 1], ⟨f, g⟩ = (f+ g)2.

g) Em C0[0, 1], ⟨f, g⟩ =
∫1
0
sen(x)f(x)g(x)dx.

h) Em C0[0, 1], ⟨f, g⟩ = ef(x)+g(x).

i) Em C0[0, 1], ⟨f, g⟩ = ef(x) + eg(x).
j) EmMn×n, ⟨A,B⟩ = det(A) + det(B).

k) EmMn×n, ⟨A,B⟩ = Tr(AB).

l) EmMn×n, ⟨A,B⟩ =
∏
aijbji (note que os índices emA e B são trocados: ai,j e bj,i).

m) Em Rn[x], ⟨p(x), q(x)⟩ = r(x), onde

p(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ b0
q(x) = bnx

n + bn−1x
n−1 + · · ·+ b1x+ b0

r(x) = anb1x
n + an−1b2x

n−1 + · · ·+ a1bn−1x+ a0bn
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n) Em Rn[x], ⟨p(x), q(x)⟩ = r(x), onde

p(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ b0
q(x) = bnx

n + bn−1x
n−1 + · · ·+ b1x+ b0

r(x) =

n∏
i=0

aibix
n +

n−1∏
i=0

aibix
n−1 + · · ·+ a1a0b1b0x+ a0b0

o) Em Rn[x], ⟨p(x), q(x)⟩ = r(x), onde

p(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ b0
q(x) = bnx

n + bn−1x
n−1 + · · ·+ b1x+ b0

r(x) = |anbn|x
n + |an−1bn−1|x

n−1 + · · ·+ |a1b1|x+ |a0b0|

p) Em Rn, ⟨x, y⟩ = θxTy, onde θ é o ângulo entre x e y.
q) Em Rn, ⟨x, y⟩ = αxTy, onde α é uma constante.
r) Em Rn, ⟨x, y⟩ = det(xyT ) + det(yxT ).

s) Em Cn, ⟨x, y⟩ = det(xyT ).

t) Em Rn, ⟨x, y⟩ = Tr(xyT ).

Ex. 233 — As sequências reais convergentes formam um espaço vetorial. Neste espaço, defina o produto
interno

f
(
(an), (bn)

)
= (AB)2,

quando (an)→ A e bn → B. Determine se f é produto interno.

Ex. 234 — Para que valores de z o conjunto de funções {sen zπx
L

}, definidas em [0, L], é ortogonal?

Ex. 235 — Prove que em qualquer espaço vetorial, os vetores ||u||v+ ||v||u e ||u||v− ||v||u são ortogonais.

Ex. 236 — Demonstre a proposição 7.16.

Ex. 237 — Demonstre o teorema 7.48.

Ex. 238 — Explique como encontrar qualquer quantidade de vetores ortogonais em C[−π, π] usando o
produto interno usual

∫π
−π
f(x)g(x)dx.

Ex. 239 — SejaA uma matriz diagonalizada (suas entradas diagonais são seus autovalores, o resto da ma-
triz tem zeros). Que matrizes serão ortogonais aA se usarmos o produto de Frobenius?

Ex. 240 — Seja
F = {1, cos x, sen x, cos2 x}

um conjunto de funções reais.

i) Prove que F é um conjunto LI.
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ii) F gera um espaço vetorial. Encontre para este espaço uma base ortonormal com relação ao produto

⟨f, g⟩ = 1

2π

∫2π
0

f(x)g(x)dx.

Ex. 241 — Como a base do exemplo 7.70 foi obtida? (Que relação ela tem com a base canônica?)

Ex. 242 — Use o processo de ortogonalização de Gram-Schmidt para obter uma base para o espaço das
matrizes 2× 2, a partir da base (

1 0
0 0

)
,

(
1 2
0 0

)
,

(
1 2
3 0

)
,

(
1 2
3 4

)

Ex. 243 — EmC0[1, e], as funções f1(x) = x−1, f2(x) = cos(x) e f3(x) = ln(x) geram um subespaço. Use
o processo de ortogonalização de Gram-Schmidt para obter uma base ortonormal para este subespaço.

Ex. 244 — Na demonstração da proposição 7.95 dissemos que Proj ◦ Proj = Proj. Demonstre.

Ex. 245 — Se uma matriz T representa uma projeção, é verdade que TT também é um operador de proje-
ção?

Ex. 246 — O espeçoR5[x] pode ser decomposto emdois outros espaços: R3[x] eU, tal queU contémo zero
e os polinômios de grau 4 e 5. A derivada segunda sempre levará qualquer membro deR5[x] emR3[x]. No
entanto, a derivada não é idempotente:

d2

dx2
x5 = 20x3,

mas quando a aplicamos novamente, obtemos d2/dx2(20x3) = 120x. Explique. Depois, exiba uma verda-
deira projeção de R5[x] em R3[x] usando diferenciação.

Ex. 247 —⋆ Seja (an) a sequência das potências de dois, ou seja, an = 2n:

a1 = 1/2

a2 = 1/4

a3 = 1/8

...

Encontre uma sequência ortogonal a esta.

Ex. 248 — Seja r uma reta em R2. Mostre que há infinitos operadores que fazem projeção em r.

Ex. 249 — Demonstre o teorema 7.93.

Ex. 250 — No espaço de funções contínuas definidas no intervalo [−a, a], qual é o complemento ortogonal
do subespaço das funções constantes?
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Ex. 251 — Encontre duas funções LI em ℓ2, obtendo assim um subespaço S. Depois use o processo de Gram-
Schmidt para encontrar uma base ortogonal para S.

Ex. 252 — Definimos espaço vetorial no primeiro Capítulo com duas operações – uma entre vetores (soma)
e uma entre vetor e escalar (multiplicação). Agora considere um espaço vetorial qualquer com produto
interno. Defina “produto de dois vetores” como

v⊗ w = ⟨v,w⟩ [v+ w]

Um espaço vetorial com as operações de soma de vetores e o produto⊗ é um corpo?

Ex. 253 — Considere o espaçoC0[a, b], das funções reais contínuas no intervalo [a, b]. Seja h uma função
neste espaço (e portanto contínua em [a, b]). Determine se são produto interno nesse espaço:

a)
∫b
a
f(x)g(x)h(x)dx

b)
∫b
a
h(y)

(∫b
a
f(x)g(x)dx

)
dy

c)
∫b−ε

a+ε
h(y)

(∫b
a
f(x)g(x)dx

)
dy, com ε < b− a.

d) f(b)g(b) − f(a)g(a).

e) f(g(a+b
2

)) + g(f(a+b
2

))

f) limx→∞ f(x)g(x)
f(x)+g(x)

g) limx→∞ f(x)g(x)
|f(x)|+|g(x)|

h) limx→∞ f(x)g(x)
|f(x)|+|g(x)|+1

Ex. 254 — Determine a projeção ortogonal de f(x) = x em g(x) = sen(x), e mostre a função ortogonal a
sen(x) que se obtém desta forma.

Ex. 255 — Podemos definir espaços de funções contínuasC[a, b] para qualquer intervalo [a, b]. Considere
as funções

f(x) = x

g(x) =
1

x
− 1

Determinea e b tais que f e g sejam ortogonais emC[a, b], usando o produto interno usual
∫b
a
f(x)g(x)dx.

Ex. 256 — No exemplo 7.14 exibimos umproduto interno empara espaços de ciclos emumgrafo. Podemos
criar outro produto interno, trocando a soma emR pela soma emZ2 (ou seja, trocando soma usual por ou-
exclusivo). Qual passaria a ser o significado desse produto interno? E o significado de dois grafos serem
ortogonais?

Ex. 257 — Releia a definição de matriz de Pascal no Exercício 161 (página 229) e dê uma forma fechada
para o produto de duas de suas colunas i e j, em termos apenas dos índices i e j.
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Ex. 258 — Mostre que ângulo e distância medem, de maneiras diferentes, o mesmo conceito em grafos:
dados grafos A,B,C,D, prove que se o ângulo entre A e B é maior que o ângulo entre C e D, então
d(A,B) > d(C,D).

Ex. 259 — Prove que qualquer isometria central é a composição de no máximo tres reflexões.

Ex. 260 — Prove que qualquer isometria (central ou não) com um ponto fixo é uma rotação ou uma refle-
xão.

Ex. 261 — Sejam A e B dois grafos de ciclos disjuntos, não ortogonais. Quem é o grafo ortogonal a A que
você consegue obter através de uma projeção ortogonal? Qual seria o resultado do processo de ortogona-
lização de Gram-Schmidt em grafos de ciclos?

Ex. 262 —⋆ Verifique que o Teorema 12.21 vale para matrizes complexas.

Ex. 263 — SejaA uma matriz quadrada qualquer com colunas a1, . . . , an. Mostre que

| detA| ≤
∏

||ai||

Ex. 264 —⋆ Leia as seguintes definições.

Definição 7.124 (combinação positiva). Uma combinação positiva de um conjunto de vetores é uma combi-
nação linear destes vetores, tendo coeficientes não negativos. ♦

Definição 7.125 (cone convexo). O cone convexo gerado por um conjunto de vetores é o conjunto de todas
as combinações positivas daquele conjunto. ♦

Usando estas definições, prove o Lema de Farkas para R2, usando argumento geométrico6.

Lema 7.126 (de Farkas). SejamA umamatriz e b um vetor, sendo que o número de linhas deA é igual à quantidade
de elementos de b. Então exatamente um dos dois sistemas a seguir tem solução.

i)Ax = b, para algum x ≥ 0.

ii) yTA ≥ 0 para algum y tal que bTy < 0.

6O Lema de Farkas é válido em Rn, mas a demonstração é mais difícil do que a pedida aqui para R2
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Capítulo 8

Operadores Ortogonais e Normais

Este Capítulo está incompleto

8.1 Operadores Ortogonais

Estudamos agora os operadores lineares que preservam distâncias e normas de vetores, e que portanto
representam movimentos rígidos.

Definição 8.1 (isometria). Em um espaço V com produto interno, uma função f : V → V é uma isometria
se preserva distâncias, ou seja,

d(v,w) = d(Tv, Tw).

Uma isometria T é central se preserva a origem, isto é, se T(0) = 0, e é não central caso contrário.
Isometrias são também chamadas de operadores ortogonais. ♦

Trivialmente, como isometrias preservam distâncias, devem também preservar a distância entre um
vetor e a origem (ou seja, sua norma).

Proposição 8.2. Isometrias preservam norma de vetores, ou seja, se T é uma isometria em um espaçoV , então para
todo v ∈ V ,

⟨v, v⟩ = ⟨Tv, Tv⟩ .

Teorema 8.3. Isometrias centrais são transformações lineares. Isometrias não centrais não são transformações line-
ares.

Demonstração. Demonstramos somente a segunda parte do enunciado, que é trivialmente verificada: uma
função que leve zero em algo diferente de zero não pode ser linear. ■

Exemplo 8.4. No espaço das funções contínuas em [0, 1] com o produto interno usual, o operador que
muda o sinal de uma função é uma isometria: sejam f e g funções em R.

d(−f,−g) =

√∫1
0

(−f+ g)2dx = d(g, f) = d(f, g).

Esta é também uma isometria central, porque não modifica a função constante zero. ◀

339
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Exemplo 8.5. Dado um ângulo θ, o operador de rotação por θ em R2, cuja matriz é(
cos θ − sen θ
sen θ cos θ

)
,

é uma isometria (porque toda rotação preserva distâncias entre vetores), e é central porque a rotação não
modifica a origem. ◀

Exemplo 8.6. A matriz

R =
1√
2

(
1 −1/2

1/2 1

)
representa uma isometria quando aplicada em vetores de R2: preserva norma de vetores. Assim, R é uma
isometria quando usada como operador emR2.

No entanto, esta matriz também representa um operador emM2×2, mas neste espaço, usando o pro-
duto de Frobenius, este operador não preserva norma de matrizes, porque o produto interno é diferente
daquele usado em R2: seja

A =

(
1 0

−2 5

)
A norma de Frobenius paraA é

12 + (−2)2 + 52 = 30.

Aplicando a isometria, temos

RA =
√
2

(
1 −5/4

−3/4 5/2

)
,

cuja norma é

√
2
2
+ (−2

√
2)2 + (−3

√
2)2 + (5

√
2)2

=2+ 4 · 2+ 9 · 2+ 25 · 2
=78.

Embora anormade Frobenius sejamuito parecida comoproduto internousual para vetores, ela é diferente!
◀

Exemplo 8.7. A transofmração

R =

(
0 1
−1 0

)
é isometria quando aplicada emM2×2: se

A =

(
a b
c d

)
,

temos ||A|| = a2 + b2 + c2 + d2. Mas

RA =

(
c d

−a −b

)
,

com ||RA|| = ||A||. ◀
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Exemplo 8.8. No espaço ℓ2, de sequências convergentes, a transformação f(an) = −(an) é isometria. O
produto interno é preservado por esta transformação:

⟨f(an), f(bn)⟩ =
∞∑
1

(−ai)(−bi) =

∞∑
1

(ai)(bi) = ⟨(an), (bn)⟩ . ◀

Exemplo 8.9. ◀

Teorema 8.10. Em um espaço vetorial com dimensão finita, a matriz de um operador representando uma isometria
tem determinante±1.
Demonstração. Se o determinante do operador for diferente de ±1, ele modificaria a norma de vetores, e
portanto mudaria a distância da origem até o vetor. ■

Definição 8.11 (rotação própria e imprópria). As isometrias com determinante+1 são rotações próprias; as
que tem determinante−1 são rotações impróprias. ♦

As rotações impróprias são aquelas que mudam a orientação de um conjunto de vetores.

Exemplo 8.12. O operador que troca as coordenadas de ambos os eixos, levanto (x, y)T em (y, x)T , tem a
matriz (

0 1
1 0

)
.

v

w

−→

v

w

Este operador é uma isometria central, e uma rotação imprópria; a matriz tem determinante−1.
Claramente este operador muda a orientação de uma base, já que ele é exatamente a matriz de permu-

tação de colunas. ◀

Exemplo 8.13. O operador que reflete no eixo y é(
1 0
0 −1

)
.

v

w

−→ v

w
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Este operador é uma rotação imprópria, e seu determinante é−1. ◀

Exemplo 8.14. No exemplo 8.4 mencionamos que o operador que muda o sinal de uma função em C[0, 1]
é uma isometria central. Este operador é uma rotação imprópria. ◀

Exemplo 8.15. O operador

A =
1√
2

(
−1 1
1 1

)
é ortogonal: sejam

v =
(
v1
v2

)
, w =

(
w1

w2

)
.

Então
⟨v,w⟩ = v1w1 + v2w2.

Mas

⟨Av, Aw⟩ =
〈
1√
2

(
−1 1
1 1

)(
v1
v2

)
,
1√
2

(
−1 1
1 1

)(
w1

w2

)〉
=

〈
1√
2

(
v2 − v1
v2 + v1

)
,
1√
2

(
w2 −w1

w2 +w1

)〉
=

(v2 − v1)(w2 −w1)

2
+

(v2 + v1)(w2 +w1)

2

= v1w1 + v2w2. ◀

O exercício 265 pede a demonstração da proposição 8.16.

Proposição 8.16. SeA é um operador ortogonal em R2, entãoA realiza (i) uma rotação, ou (ii) uma reflexão por
alguma reta passando pela origem.

Tendo identificado operadores ortogonais e algumas de suas propriedades, olhamos agora para matri-
zes ortogonais.

Definição 8.17. Umamatriz ortogonal é toda matriz quadrada cujas colunas formam um conjunto ortonor-
mal. ♦

Exemplo 8.18. A base canônica paraRn é uma matriz ortogonal, já que seus vetores são todos ortogonais
entre si, e cada um deles tem norma igual a um. ◀

Exemplo 8.19. A matriz
1√
5

(
2 1
1 −2

)
é ortogonal, porque

||(2/
√
5, 1/

√
5)T || = 1

||(1/
√
5,−2/

√
5)T || = 1〈

(2/
√
5, 1/

√
5)T , (1/

√
5,−2/

√
5)T
〉
= 0. ◀
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Teorema 8.20. Umamatriz realA é ortogonal se e somente seA tem inversa eAT = A−1. Ou, equivalentemente,
ATA = I .

Demonstração. (⇒) As colunas deA são as linhas deAT :

A =
(
a1, a2, . . . , an

)
, AT =


(a1)T

(a2)T
...

(an)T

 .
Calculamos

ATA =


(a1)T

(a2)T
...

(an)T

(a1, a2, . . . , an)

=


(a1)Ta1 (a1)Ta2 · · · (a1)Tan

(a2)Ta1 (a2)Ta2 · · · (a2)Tan
...

(an)Ta1 (an)Ta2 · · · (an)Tan

 =


〈
a1, a1

〉 〈
a1, a2

〉
· · ·

〈
a1, an

〉〈
a2, a1

〉 〈
a2, a2

〉
· · ·

〈
a2, an

〉
. . .〈

an, a1
〉 〈

an, a2
〉

· · · ⟨an, an⟩


Mas como colunas diferentes são ortogonais, então

〈
ai, aj

〉
= 0 quando i ̸= j. Por outro lado, como as

colunas são ortonormais, sabemos que a norma de cada uma delas é um, portanto
〈
ai, ai

〉
= 1, e fica então

claro que

ATA =

1 0 · · · 0
0 1 0
...

. . .
0 0 · · · 1

 .
(⇐) SeAT = A−1, entãoAAT = I . Seguindo omesmo raciocínio usado anteriormente nesta demonstra-
ção, verificamos que os produtos internos

〈
ai, aj

〉
devemnecessariamente zero quando i ̸= j, e um quando

i = j. ■

Já mostramos que o determinante de um operador ortogonal deve ser ±1. O Corolário 8.21 trata do
determinante de matrizes ortogonais.

Corolário 8.21. SeA é ortogonal, detA = ±1.

Demonstração. SeAT = A−1, então

detAT = detA−1

detA = detA−1

detA = (detA)−1

detA = ±1. ■

Interpretamos este corolário: as matrizes ortogonais preservam volume: seA é ortogonal, então volX =
volAX.
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Exemplo 8.22. A matriz

1

3

(
2 −1 2
2 2 −1

−1 2 2

)
é ortogonal, porque suas colunas formam um conjunto ortogonal, e seu determinante é+1. ◀

A recíproca do coroário 8.21 não é verdadeira, como mostra o exemplo 8.23.

Exemplo 8.23. A matriz (
1 1
0 1

)
tem determinante+1, mas suas colunas não são ortogonais. ◀

Já definimos operadores ortogonais e matrizes ortogonais. Agora mostramos que, como se pode espe-
rar, as matrizes ortogonais são exatamente as matrizes que representam os operadores ortogonais.

Teorema 8.24. Um operador é uma isometria se e somente se sua matriz é ortogonal.

Demonstração. Matrizes ortogonais preservam volume; o volume de um vetor é sua norma. Assim, matrizes
ortogonais preservam norma. Consequentemente, preservam produto interno, e representam isometrias.

■

Teorema 8.25. SeA e B são ortogonais, entãoAB é ortogonal.

Demonstração. A intuição nos diz que a composição de duas transformações que preservam distâncias tam-
bém preservará distâncias. Apresentamos também uma demosntração algébrica a seguir.

TemosATA = I e BTB = I , logo

(AB)TAB = (BTAT )AB

= BT (ATA)B

= BTB

= I. ■

O teorema 8.26 dá uma caracterização alternativa de transformações ortogonais. Sua demonstração é
pedida no exercício 271.

Teorema 8.26. Uma transformação é ortogonal se e somente se leva bases ortonormais em bases ortonormais.

O Teorema 8.27 identifica que os autovalores reais de um operador ortogonal devem ser±1

Teorema 8.27. Os autovalores reais possíveis de uma matriz ortogonal são±1.

Demonstração. Intuitivamente, se um operador ortogonal A preserva norma de vetores e temos Av = λv,
necessariamente |λ| deve ser um – de outra forma estaríamos mudando a norma do vetor. A demonstração
algébrica segue.

SejaA uma matriz ortogonal com autovetor v e autovalor λ ∈. Então

0 ̸= ||v||2 (autovetor não é zero)
= ||Av||2
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= ⟨Av, Av⟩
= ⟨λv, λv⟩
= λ2||v||.

Como ||v|| = λ2||v||, necessariamente λ2 = 1, e como λ ∈ R, temos λ = ±1. ■

O Teorema 8.27, no entanto nada diz sobre autovalores complexos.

Exemplo 8.28. A matriz −1/2 0 1/2

0 1 0
−1 0 −1


é ortogonal (suas colunas formam um conjunto ortogonal), e tem autovalores

1,
i
√
7+ 3

4
,
i
√
7− 3

4
.

O único autovalor real da matriz é 1. ◀

Sabemos que um dentre +1 e −1 é autovalor real de A. O teorema a seguir nos permite identificar,
quandoA tem ordem ímpar, um deles como autovalor da matriz.

Teorema 8.29. SeA é quadrada, ortogonal e de ordem ímpar, então detA é autovalor deA.

Demonstração. Suponha que detA = +1. O poliômio característico deA é

p(x) = −xn + · · ·+ detA
= −xn + · · ·+ 1

Assim, p(0) = 1, positivo. Quando x→ +∞, temos também p(x)→ −∞.

(0,1)

raiz: p(x) = 0

p(x)→ −∞
Pelo teorema do valor intermediário,p(x) deve valer zero para algum xno intervalo (0,∞). Como sabemos
que os autovalores reais deA só podem ser±1, temos que 1 é autovalor deA.

Se o detA = −1, repetimos o argumento usando (−∞, 0) ao invés de (0,+∞). ■

Exemplo 8.30. A matriz do Exemplo 8.28 tem dimensão ímpar, e seu determinante, +1, também é um de
seus autovalores. ◀
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Teorema 8.31 (de Euler). Se uma matrizM ortogonal de ordem tres tem determinante +1, entãoM tem um
autovetor fixo, correspondente a um eixo de rotação. O ângulo de rotação é

cos θ =
TrM
2
.

Exemplo 8.32. A matriz de rotação pelo ângulo θ = 3π/4 é

R =

cos(3π/4) − sen(3π/4) 0

sen(3π/4) cos(3π/4) 0

0 0 1

 =

−
√
2/2 −

√
2/2 0√

2/2 −
√
2/2 0

0 0 1

 .
R é ortogonal, e seu determinante é+1. O traço desta matriz é

TrR = 2 cos(3π/4) + 1 = 1−
√
2.

O ângulo θ é, então

cos θ =
TrM− 1

2

=
2 cos(3π/4) + 1− 1

2

= cos(3π/4),

Os autovalores e autovetores de R são

λ1 = −
√
2+ i

√
2,

(
i
1
0

)

λ2 = −
√
2− i

√
2,

(
i

−1
0

)

λ3 = 1,

(
0
0
1

)

Oúnico par autovalor/autovetor real é o terceiro, e o autovetor nos dá exatamente o eixo de rotação (z). ◀

No exemplo 8.32, a matriz de rotação já deixava evidente o eixo em que a rotação acontece (z). O
exemplo 8.33 usa a composição de duas rotações em eixos diferentes.

Exemplo 8.33. A matriz RA a seguir faz rotação de 3π/4 pelo eixo z; a matriz RB faz uma rotação de π/4
no eixo y.

RA =

cos(3π/4) − sen(3π/4) 0

sen(3π/4) cos(3π/4) 0

0 0 1

 , AB =

cos(π/2) 0 − sen(π/2)
0 1 0

sen(π/2) 0 cos(π/2)


Numericamente,

RA =
1√
2

(
−1 −1 0
1 −1 0
0 0 1

)
, RB =

1√
2

(
1 0 −1
0 1 0
1 0 1

)
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A composição das duas é

RARB =

−1/2 −1/
√
2 1/2

1/2 −1/
√
2 −1/2

1/
√
2 0 1/

√
2


Se olharmos somente para a matriz RARB, não temos como determinar facilmente o eixo de rotação. No
entanto, podemos verificar que os autovalores de RARB são

1,
i
√
7− 3

4
,
i
√
7+ 3

4
.

O autovetor correspondente ao autovalor 1 é

v =

(
1

1−
√
2

1+
√
2

)

Como os autovetores gerados por este vetor são os únicos que a transformação não rotaciona (porque
RARBv = v), eles formam o eixo de rotação da transformação. Já o ângulo é θ, com

cos θ =
TrM− 1

2

=
−1/2− 1

2

= −3/4.

O ângulo θ é aproximadamente 0.77π = 2.42 radianos, ou 138.6o. ◀

8.1.1 Decomposição QR
Nesta seção verificamos como uma matriz pode ser decomposta em produto de uma matriz ortogonal por
uma matriz triangular.

Teorema 8.34. Seja A uma matriz quadrada. Então existem uma matrizQ ortogonal e uma matriz R triangular
superior e não singular tais que

A = QR.

A demonstração deste teorema é construtiva, e nos dá um algoritmo para computar a decomposição
QR.

Demonstração. Se aplicarmos o processo de Gram-Schmidt, descrito na seção 7.4, nas colunas a1, a2, . . . de
A par obter colunas o1, o2, . . ., ortogonais, teremos

o1 = a1

o2 = a2 −
⟨o1, a2⟩
⟨o1, o1⟩

o1

o3 = a3 −
⟨o2, a3⟩
⟨o2, o2⟩

o2 −
⟨o1, a3⟩
⟨o1, o1⟩

o1
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...

ok = ak −
∑
i<k

⟨oi, ak⟩
⟨oi, oi⟩

oi,

e temos o conjunto ortogonal o1, . . . ok. Normalizamos os vetores, para que todos tenham norma um,
definindo qi = oi/||oi||, e já temos amatrizQ:(

q1 q2 · · · qn
)
=
( 1

||o1||
q1

1

||o2||
q2 · · · 1

||on||
qn
)
.

Agora observamos que

a1 = o1

a2 = o2 +
⟨o1, a2⟩
⟨o1, o1⟩

o1

a3 = o3 +
⟨o2, a3⟩
⟨o2, o2⟩

o2 +
⟨o1, a3⟩
⟨o1, o1⟩

o1

...

ak = ok +
∑
i<k

⟨oi, ak⟩
⟨oi, oi⟩

oi

Definimos a matriz R com

rij =


0 se i > j
||oi|| se i = j
||oi||

⟨oi,aj⟩
⟨oi,oi⟩ se i < j

Temos portanto

A =
(
q1 q2 · · · qn

)
︸ ︷︷ ︸

Q


||o1|| ||o1||

⟨o1,o2⟩
⟨o1,o1⟩ ||o1||

⟨o1,o3⟩
⟨o1,o1⟩ · · · ||o1||

⟨o1,on⟩
⟨o1,o1⟩

0 ||o2|| ||o2||
⟨o2,o3⟩
⟨o2,o2⟩ · · · ||o2||

⟨o2,on⟩
⟨o2,o2⟩

0 0 ||o3|| ||o3||
⟨o3,on⟩
⟨o3,o3⟩

...
...

. . .
...

0 0 · · · ||on||


︸ ︷︷ ︸

R

,

e a k-ésima coluna deA é

ak = qk||ok||+
∑
i<k

⟨oi, ak⟩
⟨oi, oi⟩

qi||oi||

= ok +
∑
i<k

⟨oi, ak⟩
⟨oi, oi⟩

oi, (oi = qi/||oi||)

completando a demonstração. ■
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Exemplo 8.35. Seja

A =

(
1 0
2 −1

)
,

a ortogonalização das colunas deA nos dará os vetores

o1 =

(
1
2

)
, o2 =

(
2/5

−1/5

)
Normalizamos os vetores. As normas são ||o1|| =

√
5 e ||o2|| = 1/

√
5, logo

q1

(
1/

√
5

2/
√
5

)
, q2

(
2
√
5/5

−
√
5/5

)
A matrizQ está pronta:

Q =

(
1/

√
5 2

√
5/5

2/
√
5 −

√
5/5

)
.

A matriz R é

R =

(
||o1|| ||o1||

⟨o1,o2⟩
⟨o1,o1⟩

0 ||o2||

)
=

(√
5 −2/

√
5

0 1/
√
5

)
.

TemosQ evidentemente ortogonal, R triangular superior e invertível, e

A = QR. ◀

8.2 Operadores normais

Definimos um tipo particular de operador ortogonal, que chamamos de operador normal.

Definição 8.36. Um operador real é normal se comuta com sua transposta ♦

Exemplo 8.37. Se uma matriz realiza rotação por um ângulo θ, sua transposta descreve também uma
rotação, por−θ: (

cos θ − sen θ
sen θ cos θ

)T

=

(
cos θ sen θ

− sen θ cos θ

)
=

(
cosω − senω
senω cosω

)
,

e o ângulo da rotação definida pela transposta é umω tal que

• cos θ = cosω

• sen θ = − senω.

Ou seja,ω = −θ.
Observamos agora que a rotação por θ comuta com sua transposta:

Rθ(Rθ)
T = RθR−θ = I

(Rθ)
TRθ = R−θRθ = I.

Este operador é, portanto, normal. ◀
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Teorema 8.38. Todo operador ortogonal é normal.

Demonstração. SeA é ortogonal, o Teorema 8.20 garante queAT = A−1, logoAAT = ATA = I . ■

Teorema 8.39. Todo operador real simétrico ou antissimétrico é normal.

Demonstração. SeA é simétrica, entãoA = AT , e trivialmente,AAT = ATA = A2.
SeA é antissimétrica, suponha que B = AT , e sejam

C = AAT

D = ATA.

Para cada posição i, j, calculamos

cij =
∑
k

aikbkj

=
∑
k

aik(a
T )kj

=
∑
k

aik(−ajk)

=
∑
k

−aikajk

dij =
∑
k

bikakj

=
∑
k

(aT )ikakj

=
∑
k

(−aki)akj

=
∑
k

−akiakj

=
∑
k

aikakj

=
∑
k

−aikajk.

Como cij = dij, temosAAT = ATA, eA é normal. ■

Exemplo 8.40. A matriz antissimétrica

A =

(
0 1 2

−1 0 −3
−2 3 0

)

comuta com sua transposta:

AAT = ATA =

(
5 −6 3

−6 10 2
3 2 13

)
. ◀

Assim como operadores simétricos e antissimétricos, operadores hermitianos emCn também são nor-
mais.

Teorema 8.41. Todo operador complexo hermitiano é normal.
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8.3 Decomposição em Valores Singulares

Definição 8.42 (valores singulares). Os valores singulares de uma matriz A são as raízes quadradas dos
autovalores deATA. ♦

Exemplo 8.43. ◀

Os valores singulares de uma matriz (ou de uma transformação linear) tem muito em comum com au-
tovalores, mas podem ser mais úteis.

• Somente matrizes quadradas tem autovalores; qualquer matriz tem valores singulares;

• Matrizes reais podem ter autovalores complexos; os valores singulares de uma matriz sempre são
reais e positivos;

• Nem toda matriz quadrada é diagonalizável, mas toda matriz pode ser decomposta em um produto
de matrizes, sendo uma delas diagonal com os valores singulares da matriz original.

Exemplo 8.44. A matriz

A =

(
0 −2
2 0

)
não tem autovalores reais: λ1 = 2i, e λ2 = −2i. No entanto, seus valores singulares são reais e positivos:

ATA =

(
4 0
0 4

)
,

com autovalores 4 e 4, cujas raízes são 2 e 2 (os valores singulares deA). ◀

Teorema 8.45. SeA é uma matriz simétrica, então os valores singulares deATA são iguais aos valores absolutos
dos autovalores não-nulos deA.

Demonstração. Suponha que v é autovetor deA, com autovalor λ.

Av = λv
A(Av) = A(λv)
A2v = λ(Av)
A2v = λ(λv)
A2v = λ2v.

Ou seja, v também é autovetor de A2, e λ2 é autovalor de A2. Consequentemente, |λ| é valor singular de
A. ■

Teorema 8.46. SejaM uma matriz real ou complexa. Então existem duas matrizesU e V unitárias (ortonormais,
seM é real); e uma matriz Σ diagonal, tais que

M = UΣVH.
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Exemplo 8.47. A matriz

A =

(
0 −2
3 0

)
tem decomposição

A =

(
0 −1
1 0

)
︸ ︷︷ ︸

U

(
3 0
0 2

)
︸ ︷︷ ︸

Σ

(
1 0
0 1

)
︸ ︷︷ ︸

VT

.

Note que a matriz não tem autovalores reais (λ1 = +i
√
6, e λ2 = −i

√
6). ◀

Não apresentamos demonstração do Teorema 8.46, mas damos a seguir um método para obter a de-
composição em valores singulares de qualquer matriz.

Método 8.48. A decomposição em valores singulares da matrizM pode ser obtida da seguinte maneira:

i) As colunas deU são compostas dos autovetores deMMH, com norma 1;

ii) As colunas de V são compostas dos autovetores deMHM, com norma 1;

iii) As entradas de Σ são as raízes quadradas dos autovalores comuns deMMH eMHM.  

Hámétodosmelhores, que não necessitam do cálculo dos autovalores e autovetores deM, mas sãomais
elaborados, e não servem ao propósito deste texto.

Exemplo 8.49. Seja

M =

(
1/4 1/2

1/4 −1/2

)
.

Calculamos os produtos

MMT =
1

16

(
5 −3

−3 5

)
MTM =

1

2

(
1/4 0

0 1

)
Os autovetores deMMT eMTM, com norma 1, são(

1/
√
2

1/
√
2

)
︸ ︷︷ ︸
λ1=1/8

,

(
1/

√
2

−1/
√
2

)
︸ ︷︷ ︸

λ2=1/2

,

(
1
0

)
︸︷︷︸

λ1=1/8

,

(
0
1

)
︸︷︷︸

λ1=1/2

As raízes dos autovalores, na ordem em que os autovetores foram listados, são√
1

8
=

1

2
√
2√

1

2
=

1√
2

A decomposição deM em valores singulares é, portanto,

M =
1√
2

(
1 1
1 −1

)
︸ ︷︷ ︸

U

(
1/2

√
2 0

0 1/
√
2

)
︸ ︷︷ ︸

Σ

(
1 0
0 1

)
︸ ︷︷ ︸

VT

.
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As matrizesU e V são ortogonais, e Σ é diagonal. Os valores singulares deM são 1/2
√
2 e 1/

√
2.

Observe que nossa decomposição resultou em U e V formadas por colunas ortonormais. Podemos
também reorganizar as matrizes, multiplicando o escalar 1/

√
2 pela matriz do meio, e escrever de forma

mais conveniente

M =

(
1 1
1 −1

)(
1/4 0

0 1/2

)(
1 0
0 1

)
.

No entanto, como a primeira matriz não é ortonormal, não podemos dizer que 1/4 e 1/2 são valores sin-
gulares deM. ◀

Exemplo 8.50. Seja

M =

(
1 1
1 −1

)
.

A decomposição deM em valores singulares é

M =
1√
2

(
1 1
1 −1

)
︸ ︷︷ ︸

U

(√
2 0
0

√
2

)
︸ ︷︷ ︸

Σ

(
0 1
1 0

)
︸ ︷︷ ︸

VT

.

As matrizesU e V são ortogonais, e Σ é diagonal. Os valores singulares deM são
√
2 e

√
2. ◀

8.4 Aplicações

8.4.1 Análise deComponentes Principais [ Decomposição emValores Sin-
gulares ]

Para realizar a análise de componentes principais, precisamos da matriz de covariância.

CCT = (UΣVT )(VΣUT )

= UΣ(VTV)ΣUT

= UΣ2UT . (VT é ortogonal)

Assim, a decomposição deC em valores singulares nos permite fazer a análise de componentes principais,
sem precisar calcular o produto CCT . Isto é vantajoso porque

• o cálculo de CCT é sujeito a instabilidade numérica;

• o posto deC é imediatamente verificável na matriz diagonal Σ (é a quantidade de valores diferentes
de zero);

• a decomposição em valores requer menos espaço de armazenamento do que o cálculo de CCT .
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8.4.2 Compressão de imagens [ Decomposição em Valores Singulares ]

Suponha que uma imagem seja representada por uma matriz A, e suponha, para simplificar a exposição,
que A é quadrada e tem posto completo. A seguir damos a decomposição de A em valores singulares;
indicamos com setas os vetores ortogonais.

A = UΣVT =

 ↑ ↑ ↑
u1 u2 · · · un↓ ↓ ↓



σ1

σ2
. . .

σn


← v1 →← v2 →

...← vn →


=

 ↑ ↑ ↑
u1 u2 · · · un↓ ↓ ↓



σ1(← v1 →)

σ2(← v2 →)
...

σn(← vn →)


Mas para quaisquer duas matrizes de mesma ordem X e Y, o produto XY pode ser decomposto em uma
soma de matrizes:

 ↑ ↑ ↑
x1 x2 · · · xn↓ ↓ ↓



← y1 →← y2 →

...← yn →



=

 ↑x1↓

← y1 →+

 ↑
x2↓


← y2 →

+ · · ·+

 ↑
xn↓

← yn →

 ,
e como

ui(σivi) = σiuivi = σi

 ↑
xi↓


← yi →

 ,
a matrizA é

A = σ1u1v1 + σ2u2v2 + · · ·+ σnunvn

A matrizA ocupa n2 posições de memória quando a armazenamos.
Podemos ordenar os valores singulares σi por valor absoluto, e descartar as matrizes σiuivi com os

valores σi muito pequenos.
Cada matriz individual de posto 1 pode ser representada por um valor σi e dois vetores de tamanho n,

ui e vi, ocupando portanto 2n+ 1 posições de memória.
Se usarmos somente um terço das matrizes, usaremos

3

10
n (2n+ 1) =

3

5
n2 +

3

10

posições de memória – muito menos que n2.



Ve
rs
ão
Pr
el
im
in
ar

Ál
ge
br
a L
in
ea
r

Je
rô
ni
m
o
Pe
lle
gr
in
i

8.4. APLICAÇÕES 355

Exercícios

Ex. 265 — Demonstre a proposição 8.16.

Ex. 266 — Há uma classe de matrizes tais queATA = D, comD diagonal. Que matrizes são estas?

Ex. 267 — O conjunto de matrizes descrito no exercício 266 é fechado para multiplicação de matrizes? E
nesse conjunto, a multiplicação é comutativa?

Ex. 268 — Quais são as isometrias que podemos ter emMn×n, usando o produto de Frobenius?

Ex. 269 —⋆ Quais são as isometrias quepodemos ter emMn×n, usandooproduto ⟨A,B⟩ =maior autovalor
deATB?

Ex. 270 — O que se pode dizer sobre os autovalores complexos de uma matriz ortogonal?

Ex. 271 — Prove o Teorema 8.26.

Ex. 272 — O produto de matrizes ortogonais é comutativo?

Ex. 273 —⋆ Quais destes conjuntos são grupos com a operação de multiplicação de matrizes?

a) Matrizes ortogonais

b) Matrizes ortogonais com determinante+1

c) Matrizes ortogonais com determinante−1

Ex. 274 — Calcule a decomposição QR de

A =

(
0 1
2 0

)
, B =

(
1 2 0
0 1 1
1 0 1

)

Ex. 275 — Calcule a decomposição SVD das matrizes

A =

(
1 2
1 2

)
B =

(
1 0
1 0

)
C =

(
1 −1
0 −1

)

Ex. 276 — Ao fazer decomposição em valores singulares para comprimir imagens, qual é o máximo de
matrizes de posto um que posso usar, ainda comprimindo a imagem?
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Capítulo 9

Pseudoinversa

Sabemos que nem toda matriz quadrada tem inversa. Neste Capítulo estudamos uma generalização da
noção de inversão de matrizes: toda matriz tem uma pseudoinversa, mesmo que seja singular ou que não
seja quadrada.

Assim como fizemos com o determinante, definiremos a pseudoinversa por suas propriedades, e de-
pois demonstraremos que é única. A prova de existência da pseudoinversa, no entanto, envolve conceitos
adicionais que ficam fora do escopo deste texto.

Definição 9.1 (Pseudoinversa de matriz real). A pseudoinversa de Moore-Penrose1 de uma matriz real A é
a matrizA+ tal que

i) AA+A = A

ii) A+AA+ = A+

iii) (AA+)T = AA+

iv) (A+A)T = A+A ♦

Da definição fica claro que se uma matriz é não-singular, sua inversa é igual à pseudoinversa.
Observe que mesmo matrizes que não são quadradas tem pseudoinversa, como ilustrado na última

matriz do exemplo 9.2. Matrizes singulares também (mesmo amatriz zero tem ela mesmo como pseudoin-
versa).

Exemplo 9.2. As pseudoinversas das matrizes

A =

(
2 0 0
0 0 0
0 0 −1

)
, B =

(
1 2
2 4

)
, C =

(
1 −1 1
0 1 0
0 2 0

)
, D =

(
1 2 0
2 4 1

)
são

A+ =

1
2
0 0

0 0 0
0 0 −1

 , B+ =

(
1
25

2
25

2
25

4
25

)
, C+ =

1
2

1
10

1
5

0 1
5

2
5

1
2

1
10

1
5

 , D+ =

 1
5
0

2
5
0

−2 1

 . ◀

1Há outras noções de pseudoinversa, de que não tratamos aqui.

357
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358 CAPÍTULO 9. PSEUDOINVERSA

O teorema 9.3 nos garante que toda matriz tem uma pseudoinversa. Usamos, aqui, o Lema 4.46 nos
garante que qualquer matrizA pode ser decomposta em

A = BC,

com Bm× r e C r× n, sendo r igual ao posto deA, B e de C, e também igual à quantidade de colunas de
B e de linhas de C.

Teorema 9.3. SejaAmatriz realAm× n com posto r, eA = BC sua decomposição em posto completo. Então

A+ = CT (CCT )−1(BTB)−1BT .

Demonstração. Verificamos que o teorema está de acordo com as propriedades dadas na definição de pesu-
doinversa.

i )

AA+A = BC(A+)BC

= BC
(
CT (CCT )−1(BTB)−1BT

)
)BC

= B(CCT )(CCT )−1(BTB)−1(BTB)C (associatividade)
= BC

= A

ii) Semelhante a (i).

iii)

AA+ = (BC)
[
CT (CCT )−1(BTB)−1BT

]
= B(CCT )(CCT )−1(BTB)−1BT

= B(BTB)−1BT

Mas como BTB é simétrica, sua inversa também é. Assim, AA+ é da forma BSBT , onde S é uma
matriz simétrica2, e portantoAA+ é também simétrica.

iv) Semelhante a (iii). ■

Exemplo 9.4. A matriz

A =

(
2/5 4/5

0 0

)
evidentemente não tem inversa, porque tem uma linha com zeros. Seu posto é um, e sua decomposição em
posto completo é

A =

(
1
0

)(
2/5 4/5

)
Logo,

A+ = CT (CCT )−1(BTB)−1BT

2Veja o exercício 370 na página 528
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=

(
2/5

4/5

)[ (
2/5 4/5

)(2/5
4/5

)]−1[
(1 0)

(
1
0

)]−1

(1 0)

=

(
2/5

4/5

)(
4

5

)−1

(1)
−1

(1 0)

=

(
1/2 0

1 0

)
Verificamos facilmente as quatro propriedades que definem pseudoinversa:

AA+A =

(
2/5 4/5

0 0

)(
1/2 0

1 0

)(
2/5 4/5

0 0

)
=

(
2/5 4/5

0 0

)
,

A+AA+ =

(
1/2 0

1 0

)(
2/5 4/5

0 0

)(
1/2 0

1 0

)
=

(
1/2 0

1 0

)
,

(AA+) =
1

5

(
1 2
2 4

)
, (simétrica)

(A+A) =

(
1 0
0 0

)
. (simétrica)

◀

Exemplo 9.5. Abordamos agora um caso em que a matrizA não é quadrada. Seja

A =

(
1 1 0
0 1 2

)
A forma escalonada reduzida deA é

Ar =

(
1 0 −2
0 1 2

)
Assim, temosA = BC, com

B =

(
1 1
0 1

)
C =

(
1 0 −2
0 1 2

)
A pseudoinveras deA é, portanto,

A+ = CT (CCT )−1(BTB)−1BT

=

(
1 0
0 1

−2 2

)[(
1 0 −2
0 1 2

)(
1 0
0 1

−2 2

)]−1 [(
1 0
1 1

)(
1 1
0 1

)]−1(
1 0
1 1

)

=
1

9

(
5 −1
4 1

−2 4

)

É simples verificar que esta matriz é de fato a pseudoinversa deA. ◀

Teorema 9.6. Toda matriz realA tem no máximo uma pseudoinversa.
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360 CAPÍTULO 9. PSEUDOINVERSA

Demonstração. Seja A uma matriz real, e sejam B e C pseudoinversas de A. Usamos abaixo álgebra básica
dematrizes e suas transpostas, além das propriedades listadas na definição de pseudoinversa para mostrar
queAB = AC.

AB =(AB)T (propriedade (iii))
=BTAT

=BT (ACA)T (propriedade (i))
=BTATCTAT

=(AB)T (AC)T

=ABAC (propriedade (iii))
=AC (propriedade (i))

Mostramos queAB = AC. Pode-se, de forma semelhante, mostrar que BA = CA. ■

Lema 9.7. A pseudoinversa de um vetor coluna v é o vetor linha v+, com

v+ =

{
1

||v||2 v se v ̸= 0

0 se v = 0.

Damesma forma se define a pseudoinversa de um vetor linha (será um vetor coluna, obedecendo amesma regra, exceto
que para colunas ||v||2 = vTv, e para linhas, ||w||2 = wwT ).

A pseudoinversa de uma matriz quadrada diagonalD é outra matriz diagonal E, com

eii =

{
1/dii se dii ̸= 0
0 se dii = 0.

Exemplo 9.8. Sejam

A =
(
2 0 1/2 1

)
, B =

 1
−3
5
0

 , D =

1 0 0 0
0 −2 0 0
0 0 0 0
0 0 0 2/5

 .
Como

1

AAT
=
4

21
1

BTB
= 35,

Então as pseudoinversas são

A+ =
4

21
AT =

1

21

80
2
4

 , B+ =
1

35
(1 −3 5 0) , D+ =

1 0 0 0
0 −1/2 0 0

0 0 0 0
0 0 0 5/2

 . ◀

A demonstração to teorema 9.9 é pedida no exercício 280.
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9.1. CALCULANDO PSEUDOINVERSAS 361

Teorema 9.9. SejaA uma matriz real. Então

i) (A+)+ = A.

ii) SeA tem inversa, entãoA+ = A−1.

iii) (AT )+ = (A+)T .

iv) (kA)+ = k−1A+, para k ̸= 0.

Teorema 9.10. Para toda matrizA, ker(A+) = ker(AT ), e Im(A+) = Im(AT ).

9.1 Calculando pseudoinversas

Há diversos métodos para obter a pseudoinversa de uma matriz. Damos inicialmente dois métodos sim-
ples (o de decomposição em posto e o método por blocos); e dois outros de robustez numérica razoável,
normalmente usados em aplicações práticas.

9.1.1 Decomposição em valores singulares
A pseudoinversa pode ser obtida a partir da decomposição em valores singulares. Este método tem a van-
tagem de ser numericamente estável, por isso é muito utilizado na prática.

Teorema 9.11. Se a matrizA,m× n, tem decomposição em valores singulares igual a

A = UmΣm×nV
T
n ,

onde

• Um é ortogonal, de ordemm

• Σm×n ém× n, diagonal na sua parte superior,

• Vn é ortognal, de ordem n.

Então a pseudoinversa deA é a matriz n×m

A+ = VΣ+UT .

Demonstração. Verificamos as propriedades de pseudoinversa a seguir.

i)

AA+A = (UΣVT )(VΣ+UT )(UΣVT )

= U(ΣVTVΣ+UTUΣ)VT

= UΣInΣ+ImΣVT (U,V ortogonais: UT = U−1, VT = V−1.)
= U(ΣΣ+Σ)VT

= UΣVT (pseudoinversa de Σ, prop. (i))
= A.
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362 CAPÍTULO 9. PSEUDOINVERSA

ii) Similar a (i)

iii)

(AA+)T =
[
A(VΣ+UT )

]T
=
[
(UΣVT )(VΣ+UT )

]T
= (VΣ+UT )T (UΣVT )T

= UΣTVTV(Σ+)TUT

= UΣTIn(Σ+)TUT (V é ortogonal: VT = V−1.)
= AA+.

iv) Similar a (iii) ■

A decomposição em valores singulares não é única, mas mostramos a seguir que há exatamente uma
pseudoinversa para cada matriz.

9.1.2 Por blocos
SeA pode ser decomposta em

A =

(
A11 A12

A21 A22

)
,

ondeA11 é quadrada e tem o mesmo posto deA, então

A+ =
(
A11 A12

)T
BT

(
A11

A21

)T

,

com

B =

[(
A11 A12

)
AT

(
A11

A21

)]−1

.

Exemplo 9.12. A matriz

A =

(
2 0

−2 0

)
é singular, com posto um. Podemos identificar os blocos

A =

(
2 0

−2 0

)
,

comAij = (aij), ou seja,

A11 = (2)

A12 = (0)

A21 = (−2)

A22 = (0)
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. Temos

B = (2 0)

(
2 −1
0 0

)(
2

−2

)
= (16)−1.

e

A+ =

(
2
0

)
(16)−1 (2 −2)

=

(
1/4 −1/4

0 0

)
,

que é a pseudoinversa deA. ◀

Exemplo 9.13. Seja

A =

 1 2 4
−1 3 −4

−1/2 −1 −2


Então

A11 =

(
1 2
−1 3

)
, A12 =

(
4

−4

)
, A21 =

(
−1/2 −1

)
, A22 = (−2) .

Como o postoA = postoA11 = 2, calculamos

B =

[(
A11 A12

)
AT

(
A11

A21

)]−1

=

( 1 2 4
−1 3 −4

)1 −1 −1/2

2 3 −1
4 −4 −2

 1 2
−1 3

−1/2 −1

−1

=

( 21 −11 −21/2

−11 26 11/2

) 1 2
−1 3

−1/2 −1

−1

=
1

2

(
149/2 39

−159/2 101

)−1

=
1

10625

(
202 −78
159 149

)

e

A+ =
(
A11 A12

)T
BT

(
A11

A21

)T

=

(
1 2 4

−1 3 −4

)T
1

10625

(
202 78
159 149

)T
 1 2

−1 3
−1/2 −1

T
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364 CAPÍTULO 9. PSEUDOINVERSA

=
1

5

12/85 −2/17 −6/85

4/5 1 −2/5

48/85 −8/17 −24/85

 . ◀

⋆ 9.1.3 Método de Greville
O método recursivo de Greville calcula a pseudoinversa de uma matriz particionando-a e computando as
pseudoinversas de matrizes menores. Ë interessante por ser rápido e não depender de informações adici-
onais sobre a matriz, como autovalores.

Teorema 9.14. SeA ém× n, e a sua última coluna, ou seja,

A =
(
B a

)
,

então

A+ =

(
B+(I − ax)

x

)
,

onde

xT =

{
(||(I − BB+)a||)−2(I − BB+)a se ||(I − BB+)a|| ̸= 0
(1+ ||B+a||2)−1(B+)TB+a caso contrário.

Exemplo 9.15. Seja

A =

(
1 2 −1

−2 −4 −2

)
Calculamos a pseudoinversa deA usando o método de Greville. Temos

A = (B a) , B =

(
1 2

−2 −4

)
, a =

(
−1
−2

)
.

Assim,

A+ =

(
B+(I − ax)

x

)
Obtemos a pseudoinversa de B. Usaríamos o método de Greville para isto, mas para não tornar o exemplo
demasiado longo e conceitualmente difícil, apresentamos de imediato a matriz

B+ =
1

25

(
1 −2
2 −4

)
.

Agora, calculamos a norma de (I − BB+)a:

||(I − BB+)a|| =
∣∣∣∣∣∣∣∣(I −

1

5

(
1 −2

−2 4

))(
−1
−2

)∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣15 (−8,−4)
∣∣∣∣∣∣∣∣

=
4√
5
.



Ve
rs
ão
Pr
el
im
in
ar

Ál
ge
br
a L
in
ea
r

Je
rô
ni
m
o
Pe
lle
gr
in
i

9.1. CALCULANDO PSEUDOINVERSAS 365

Assim,

xT = ||(I − BB+)a||−2(I − BB+)a

=
5

16

1

5

(
−8
−4

)
=
1

2

(
−1
−2

)
.

E temos

B+(I − ax) =
1

25

(
1 −2
2 −4

)
1

25

(
1/2 1/4

1 1/2

)
=

(
1/10 −1/20

1/5 −1/10

)
,

e finalmente

A+ =

(
B+(I − ax)

x

)
=

 1/10 −1/20

1/5 −1/10

−1/2 −1/4

 .
Verificamos uma das condições:

AA+A =

(
1 2 −1

−2 −4 −2

) 1/10 −1/20

1/5 −1/10

−1/2 −1/4

( 1 2 −1
−2 −4 −2

)

=

(
1 2 −1

−2 −4 −2

)
= A. ◀

⋆ 9.1.4 Método iterativo de Ben-Israel e Cohen usando maior autovalor
Há ummétodo iterativo para aproximar a matriz pseudoinversa de uma matriz dada.

Teorema 9.16. Sejaλ omaior autovalor deAAT (que é quadrada). Para qualquerb tal que0 < bλ < 2, e qualquer
p ≥ 2, defina a sequência de matrizes B0, B1, . . . definida recursivamente a seguir:

B0 = bAT

Tk = I − BkA

Bk+1 = Bk +

p−1∑
i=1

T ikBk

Quando p→∞, Bk → A+.

Exemplo 9.17. Calcularemos a pseudoinversa de

A =

(
1 0
0 −1
0 1

)
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366 CAPÍTULO 9. PSEUDOINVERSA

Temos

AAT =

(
1 0 0
0 1 −1
0 −1 1

)
,

com autovalores 0, 1 e 2. Como o maior autovalor é λ = 2, escolhemos b = 1/2, de forma que bλ = 1.
Na primeira iteraçãom temos

B0 =
1

2
AT ,

T0 = I − B0A.

Ou seja,

B0 =

(
1/2 0 0

0 −1/2 1/2

)
, T0 =

(
1/2 0

0 0

)
.

Na segunda iteração temos

B1 = B0

T1 = I − B1A.

B1 = B0, T1 =

(
1/2 0

0 0

)
Na terceira iteração,

B2 = B1 + (T00B0 + T1B1) = B1 + B0 + T1B1

T2 = I − B2A

B2 =

(
3/4 0 0

0 −1/2 1/2

)
, T2 =

(
1/4 0

0 0

)
.

As próximas iterações nos darão

B3 =

(
0.984375 0 0

0 −1/2 1/2

)
, B4 =

(
0.9999999 0

0 1/2 −1/2

)
,

e Bi claramente converge para (
1 0 0
0 −1/2 1/2

)
,

que é a pseudoinversa deA. ◀

⋆ 9.1.5 Usando autovalores

Se conhecemos todos os autovalores deAAT , o Teorema 9.18 nos dá uma forma fechada para a pseudoin-
versa.
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Teorema 9.18. Sejam λi os autovalores deAAT (que é quadrada). Então a pseudoinversa deA pode ser calculada
pela fórmula

A+ =
∑
λi ̸=0

1

λi

∏
j ̸=i

(λi − λj)
−1

AT

∏
j ̸=i

(AAT − λjI)

 .
Exemplo 9.19. Seja

A =

(
1/2 −1/2

1 −1

)
.

Temos

AAT =

(
1/2 1

1 2

)
com autovalores 0 e 5/2. Logo,

A+ =
2

5

(
5

2
− 0

)−1

AT (AAT − 0I)

=
22

52
ATAAT

=
2

5

(
1 2

−1 −2

)
. ◀

Exemplo 9.20. Calcularemos a pseudoinversa de

A =

(
1 0
0 −1
0 1

)

Calculamos

AAT =

(
1 0 0
0 1 −1
0 −1 1

)
cujos autovalores são 0, 1 e 2. A pseudoinversa deA é

A+ =
1

1

(
(1− 0)−1(1− 2)−1

)
AT
(
(AAT − 0I)(AAT − 2I)

)
+
1

2

(
(2− 0)−1(2− 1)−1

)
AT
(
(AAT − 0I)(AAT − 1I)

)
=(1)(−1)AT (AAT − 2I)
+(1/2)(1)AT (AAT − I)

= −AT (AAT − 2I) + 1

2
AT (AAT − I)

=

(
1 0 0
0 −1

2
1
2

)
. ◀

A fórmula apresentada nesta seção é obtida de um teorema de Tikhonov, que determina que A+ =
limx→0A

T (AAT + xI)−1. Não demonstraremos o Teorema de Tikhonov neste texto.
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368 CAPÍTULO 9. PSEUDOINVERSA

9.2 Matrizes complexas

Pseudoinversas são definidas para matrizes complexas da maneira usual: a definição para matrizes reais é
adaptada, tricando “transposta” por “conjugada transposta”.

Definição 9.21 (Pseudoinversa de matriz complexa). SejaA uma matriz complexa. A pseudoinversa deA
éA+ tal que

i) AA+A = A

ii) A+AA+ = A+

iii) (AA+)H = AA+

iv) (A+A)H = A+A ♦

Exemplo 9.22. A matriz

A =

(
i 0
1 0

)
tem pseudoinversa

A+ =

(
− i

2
1
2

0 0

)
◀

Todos os teoremas e métodos deste capítulo valem quando se trocaAT porAH.

9.3 Aplicações

9.3.1 Sistemas lineares
Tratamos agora de sistemas lineares descritos na forma

Ax = b.

QuandoA é singular ou não é quadrada, podemos ter um sistema indeterminado ou um sistema incompa-
tível. Nestas situações, podemos tentar escolher a “melhor” dentre as possíveis alternativas.

• Se o sistema é indeterminado, temos infinitas soluções. Queremos aquela com a menor norma pos-
sível.

• Se o sistema é incompatível, não há solução. Queremos então encontrar o vetor para o qual a distân-
cia d(Ax, b) é a menor possível.

Quando A é quadrada e detA ̸= 0, uma das maneiras de determinar a solução para um sistema linear é
computar x = A−1b. O teorema a seguir nos garante, no entanto, que mesmo quandoA é singular ou não
é quadrada, se usarmos a pseudoinversa ao invés da inversa obteremos uma solução com amenor distância
possível de b.

Teorema 9.23. SejaA uma matriz realm× n e b ∈ Rm. Então

||Ax− b||2 = ||Ax−AA+b||2 + ||(Im −AA+)b||2.
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9.3. APLICAÇÕES 369

Demonstração. Usando a definição de pseudoinversa (AA+A = A), temos

Ax− b =(Ax−AA+b) − (Im −AA+)b
=AA+(Ax− b) = (Im −AA+)b.

Para demonstrar o teorema, observamos que a igualdade enunciada assemelha-se ao Teorema de Pitágo-
ras para vetores ortogonais. Assim, ela deve valer se e somente se Ax − AA+b e (Im − AA+)b forem
ortogonais. Calculamos o produto interno〈

AA+(Ax− b, (Im −AA+)b
〉
=
〈
Ax− b, (AA+)T (Im −AA+)b

〉
=
〈
Ax− b, (AA+)(Im −AA+)b

〉
= ⟨Ax− b, 0⟩ = 0,

e concluimos a demonstração. ■

Olhando novamente para a igualdade no teorema 9.23, observamos que no lado direito, apenas o pri-
meiro termo, ||Ax−AA+b||2, depende da escolha de x. Queremos portantominimizá-lo a fimdeminimizar
o lado esquerdo, ||Ax − b||2. Para minimizar ||Ax − AA+b||2 podemos evidentemente escolher x tal que
Ax = AA+b, ou seja,

x = A+b.

Desta discussão concluímos que:

• SeA é quadrada e não-singular, entãoA+b = A−1b, e ambas nos darão a mesma solução única;

• Se o sistema é incompatível, A+b nos dá a solução que mais se aproxima do que poderia ser uma
solução ótima;

• Se o sistema é indeterminado,A+bnos dará, dentre as infinitas soluções, umaqueminimiza a norma.

Exemplo 9.24. SejaAx = b um sistema linear com

A =

(
1 −1 0
0 −2 −1

)
, b =

(
5
1

)
O sistema é indeterminado. A pseudoinversa deA é

A+ =
1

3

 5
2

−1

−1
2

−1

1 −1


E a solução com a menor norma possível é, portanto,

x = A+b =
1

3

(
23

2
,−
7

2
, 4

)T

.

A norma de x é
√
107/

√
6 ≈ 17.83. ◀
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Exemplo 9.25. SejaAx = b um sistema linear com

A =

(
1 0

−1 0

)
, b =

(
−1
3

)
O sistema é claramente incompatível. A pseudoinversa deA é

A+ =

(
1
2

−1
2

0 0

)
E o vetor x̂ tal queAx̂mais se aproxima de uma solução é

x̂ = A+b =

(
−2
0

)
.

Para completar o exemplo,Ax̂ = (−2, 2)T , com norma 2
√
2 ≈ 2.83. A norma de b é

√
10 ≈ 3.16. ◀

Exercícios

Ex. 277 — Calclue as pseudoinversas das matrizes a seguir.

A =

(
1 2
3 6

)
, B =

(
1 2
0 0

)
, C =

(
1 2 3
0 1 0
2 5 6

)

Ex. 278 — Dissemos que a pseudoinversa de A é A+ = CT (CCT )−1(BTB)−1BT , mas esta fórmula inclui
as inversas deCCT e de BTB. Mostre que tantoCCT como BTB são invertíveis (lembre-se de mostrar que
são quadradas, porque B e C podem não ser!)

Ex. 279 — (Fácil) Prove que seA ém× n, entãoA+ é n×m.

Ex. 280 — Prove o teorema 9.9.

Ex. 281 — Prove que a pseudoinversa de uma matriz simétrica também é simétrica.

Ex. 282 — Se (AAT ) é não-singular, determine uma fórmula simples para a pseudoinversa deA.

Ex. 283 — Seja

A =

(
1 2 1

−1/2 −1 −1/2

)
.

i) Calcule a pseudoinversa deA usando o método da decomposição em posto completo.

ii) Calcule a decomposição deA em valores singulares, e use esta decomposição para calcularA+.

iii) Calcule A+ usando o método dos autovalores, e verifique que o resultado é o mesmo obtido no item
(i).

iv) Calcule algumas iterações do método iterativo de Ben-Israel e Cohen; verifique que a sequência con-
verge para a matriz obtida no item (i).
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Ex. 284 — Considere todos os sistemas incompatíveisAx = b onde os coeficientes deA estão no intervalo
[−1,+1]. Existe um valor máximo para a distância mínima entre as aproximaçõesA+x̂ e b?

Ex. 285 — Considere o sistemaAx = b, com

A =

(
1 3 1
0 −1 0

)
, b =

(
−2
6

)
Encontre a solução x que minimize a distância d(Ax, b).

Ex. 286 — Prove que para qualquer matriz complexaA,

•(kA)H = kAH

•SeA é quadrada, detA∗ = detA
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Capítulo 10

Forma de Jordan

NoCapítulo 6mencionamos que umamatriz de ordemn é diagonalizável se e somente se temn autovalores
LI (teorema 6.57), mas nada dissemos a respeito das matrizes que não são diagonalizáveis. Neste Capítulo
verificamos que todo operador é similar a uma matriz em uma forma “quase” diagonal, chamada de forma
de Jordan1. A forma de Jordan de um operador é diagonal em blocos,


J1

J2
. . .

Jk

 ,
e cada bloco Ji tem uma mesma entrada (possivelmente nula) em toda a diagonal, e uns acima dela, sendo
todas as outras entradas iguais a zero:

Ji =


λi 1

λi
. . . 1

λi

 .
Embora não detalhemos este fato no texto, somente garantimos a existência da forma normal de Jordan
para espaços vetoriais sobre corpos que sejam algebricamente fechados (ou seja, todo polinômio não cons-
tante neste corpo tem alguma raiz neste mesmo corpo – o que não acontece com reais, por exemplo: o
polinômio x2 + 1 tem raízes complexas, mas não reais). Ao desenvolvermos a forma de Jordan, portanto,
falaremos em operadores em Cn, já que C é algebricamente fechado.

Definimos agora formalmente a forma de Jordan.

Definição 10.1 (bloco de Jordan). Um bloco de Jordan é uma matriz quadrada onde todos os elementos da
diagonal são iguais a um mesmo elemento λ; elementos acima da diagonal são todos iguais a um; e todos

1Também chamada de forma normal de Jordan, ou forma canônica de Jordan.

373
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374 CAPÍTULO 10. FORMA DE JORDAN

os outros elementos da matriz são zero. 
λ 1 0 . . . 0
0 λ 1 0

0 0 λ
...

...
. . . 1

0 0 . . . λ

 ♦

Pode-se alternativamente definir blocos de Jordan tendo uns abaixo da diagonal, e não acima.

Exemplo 10.2. Todas as matrizes a seguir são blocos de Jordan.

(
−1 1 0
0 −1 1
0 0 −1

) 3 1 0 0
0 3 1 0
0 0 3 1
0 0 0 3


i 1 0 0
0 i 1 0
0 0 i 1
0 0 0 i



2 1 0 0 0 0 0
0 2 1 0 0 0 0
0 0 2 1 0 0 0
0 0 0 2 1 0 0
0 0 0 0 2 1 0
0 0 0 0 0 2 1
0 0 0 0 0 0 2

 ◀

Definição 10.3 (forma de Jordan). A matriz de um operador linear T está na forma de Jordan se é diagonal
por blocos, e os blocos da diagonal são blocos de Jordan, cada um tendo um autovalor de T em sua diagonal
– ou seja,

diag(B1, . . . , Bk) =


B1 0 . . . 0
0 B2 0
...

. . .
0 0 . . . Bk

 ,
onde cada Bi é um bloco de Jordan. ♦

Exemplo 10.4. O operador representado pela matriz abaixo não é diagonalizável, porque tem somente o
autovalor−1, com um único autovetor LI. (

−2 1
−1 0

)
A forma de Jordan deste operador é (

−1 1
0 −1

)
◀

Exemplo 10.5. Todas as matrizes a seguir estão na forma de Jordan.

A =

(
−1 1 0
0 −1 1
0 0 −1

)
B =

3 1 0 0
0 3 0 0
0 0 7 0
0 0 0 4

 C =

π 1 0 0
0 π 0 0
0 0 e 1
0 0 0 e



D =


3 1 0 0 0 0 0
0 3 1 0 0 0 0
0 0 3 0 0 0 0
0 0 0 3 1 0 0
0 0 0 0 3 0 0
0 0 0 0 0 5 1
0 0 0 0 0 0 5

E =


2 1 0 0 0 0 0
0 2 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 8 1 0 0
0 0 0 0 8 1 0
0 0 0 0 0 8 1
0 0 0 0 0 0 8


Note que a matrizD tem tres blocos de Jordan: um de ordem 3 com λ1 = 3 na diagonal; outro de ordem 2,
também com λ2 = 3 na diagonal; e um de ordem 2 com λ3 = 5 na diagonal. ◀
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O Exercício 288 pede a demonstração do Lema 10.6.

Lema 10.6. SeN é uma matriz nilpotente tal queNk = 0, então

eN = I +N+
N2

2
+
N3

6
+ · · ·+ nk−1

(k− 1)!

=

k−1∑
i=0

Ni

i!
.

Lema 10.7. SejaD uma matriz diagonal eN uma matriz nilpotente tais queDN = ND. Então

eD+N = eD+N = eDeN.

Teorema 10.8. Seja J uma matriz na forma de Jordan, composta por blocos de Jordan J1, J2, . . ., Jk. Então

ekJ = eDeN,

ondeD é a matriz diagonal com os autovalores de J, eN é J−D, contendo apenas os uns na diagonal.

Demonstração. A formade Jordan é sempre a somade umamatriz diaonal comumanilpotente, e o Lema 10.7
dá a forma da exponencial. ■

⋆ 10.1 Existência e cálculo da forma de Jordan

Nesta seção mostramos a existência da forma de Jordan. Como a demonstração é construtiva, dela
podemos extrair tambémumalgoritmopara a construção da formade Jordan de qualquermatriz quadrada.

10.1.1 Subespaços invariantes
Definição 10.9 (subespaço invariante para um operador). SejaW um subespaço de um espaço vetorial V .
DizemosW é invariante sobW se para todo vetor w ∈ W, o operador resulta em outro vetor também em
W – ou seja, Tw ∈W. ♦

Exemplo 10.10. Em R2, considere o subespaçoW contendo os vetores (x, 2x)T . Este subespaço é com-
posto pelos pontos da reta y = 2x. O operador T(x, y) = (4x, 8y). O subespaçoW é invariabte sob T ,
porque leva os pontos daquela reta a outros pontos também nela.

O subespaço W já não é invariante para o operador S(x, y) = (1, y), porque S(2, 4)T = (1, 4)T , e
(1, 4)T /∈W. ◀

Um fato evidente é que o subespaço trivial é invariante para qualquer operador linear.

Exemplo 10.11. EmR3, considere o subespaçoW contendo os vetores (x, 2x, z)T . Este subespaço é com-
posto pelos pontos de um plano. Este subespaço é invariante para o operador T(x, y, z) = (x/2, y/2, 10z),
mas não para o operador S(x, y, z) = (z, y, x)T . ◀

Exemplo 10.12. Sabemos que o espaço das funções contínuas e diferenciáveis (definido no exemplo 1.55)
é subespaço deF(R). Este subespaço é invariante sob o operador T(f) = 2f, porque se f é contínua, 2f(x)
também é. ◀
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Teorema 10.13. Seja V um espaço vetorial igual à soma direta de dois subespaçosU,W: V = U ⊕W. Se BU e
BW são bases paraU eW, então B = BU ∪ BW é base para V .

Teorema 10.14. Seja V um espaço vetorial igual à soma direta de dois subespaçosU,W: V = U ⊕W. Se BU e
BW são bases paraU eW. Em forma matricial, as bases BU e BW concatenadas formam a matriz

B =
(
BU BW

)
.

Seja T um operador em V , expresso na base B na forma matricial:

T =

(
T11 T12
T21 T22

)
.

Se T12 = 0 entãoW é invariante para T .
Se T21 = 0 entãoU é invariante pra T .

Este teorema pode ser generalizado para a soma direta de vários subespaços (não apenas dois).

10.1.2 Autovetores generalizados
Se T é diagonalizável, então V é a soma direta dos autoespaços de T .

N1(λ) = ker(T − λI)
N2(λ) = ker(T − λI)2

· · ·
Nm(λ) = ker(T − λI)m

Então
N1(λ) ⊂ N2(λ) ⊂ · · · ⊂ Nm(λ).

Seja T um operador com n autovalores e n autovetores diferentes, v1, . . ., vn. Os autoespaços são

ker(T − λiI), i = 1, . . . , n.

Cada autoespaço é invariante para T , porque se

(T − λiI)v = 0

então, para Tv, temos
(T − λiI)Tv = T(T − λiI)v = 0.

Definição 10.15 (autovetor generalizado). Seja T um operador linear. Um vetor v é um autovetor generali-
zado se existem um escalar λ e um inteiro positivo p tais que

(T − λI)pv = 0, e
(T − λI)p−1v ̸= 0.

Dizemos que v tem ordem p. ♦
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Observe que se p = 1, o autovetor generalizado é o mesmo que um autovetor, como definido no capí-
tulo 6.

Exemplo 10.16. Seja

T =

(
1 2 2
0 2 2
0 0 1

)
um operador linear. Os autovalores de T são 1 e 2. Para o autovalor 1, o vetor

v =

(
3
2

−1

)

é um autovetor generalizado de ordem 2, porque

(T − 1I)2v =

(
0 2 4
0 1 2
0 0 0

)(
3
2

−1

)
= 0,

mas

(T − 1I)v =

(
0 2 2
0 1 2
0 0 0

)(
3
2

−1

)
=

(
2
0
0

)
◀

Definição 10.17 (cadeia de Jordan). Seja v um autovetor generalizado de ordem p para o autovalor λ do
operador T . Então a sequência de vetores

v,
(T − λI)v,
(T − λI)2v,

...

(T − λI)p−1v

é uma cadeia de Jordan, ou cadeia de autovetores generalizados, pertencente ao autovalor λ. ♦

Exemplo 10.18. Para o operador T , autovalor 1 e o vetor v do exemplo 10.16, uma cadeia de Jordan é

v, (T − I)v =

(
3
2

−1

)
,

(
2
0
0

)
◀

Teorema 10.19. Uma cadeia de Jordan pertencente a um autovalor de um operador é LI.

Demonstração. Seja T um operador e
u, Tu, . . . , Tku

uma cadeia de Jordan (ou seja, Tku ̸= 0, mas Tk+1u = 0). Então, suponha que

a0u+ a1Tu+ . . .+ akTku = 0.

Queremos mostrar que isto implica em todos os ai serem zero.
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Já que Tk+1u = 0, e o mesm vale para Tq, com q > k, aplicamos Tk sobra a combinação linear.
Obtemos

Tka0u+ a1Tk+1u+ . . .+ akTk+ku = 0
Tka0u+ 0+ . . .+ 0 = 0

a0T
ku = 0,

o que implica que a0 = 0. Podemos então reescrever a combinação linear sem o primeiro termo, já que
ele será zero:

a1Tu+ . . .+ akTku = 0.

No entanto, podemos usar raciocínio análogo ao anterior para mostrar que a1 = 0, e assim por diante, até
ak = 0. Com isso temos todos os ai = 0, e a cadeia de Jordan é LI. ■

O exercício 289 pede a demonstração do teorema 10.21, que generaliza o teorema 10.19 para a união de
várias cadeias de Jordan.

Teorema 10.20. A união de cadeias de Jordan pertencentes a diferentes autovalores de um operador é LI.

Teorema 10.21. Seja T um operador em um espaço V , com autovalores λ1, . . . , λk. Então

V = ker(T − λ1I)m1 ⊕ · · · ⊕ ker(T − λkI)mk .

10.1.3 Existência da forma de Jordan (para operadores nilpotentes)
Definição 10.22. Um operador linear T é nilpotente se existe a > 0 tal que Ta = 0. O número a é o índice
de nilpotencia de T . ♦

Exemplo 10.23. Os operadores

A =

(
0 2
0 0

)
, B =

(
3 −3
3 −3

)
, C =

(
0 1 0
0 0 1
0 0 0

)
.

são nilpotentes, porque
A2 = 0, B2 = 0, C3 = 0.

Os índices de nilpotência deA, B e C são 2, 2 e 3.
Já o operador

D = diag(2, 3, 4) =

(
2 0 0
0 3 0
0 0 4

)
não é nilpotente, porque para todo k > 0,Dk = diag(2k, 3k, 4k). ◀

Teorema 10.24. Se T é um operador nilpotente em um espaçoV de dimensãon, então o único autovalor de T é zero,
com multiplicidade algébrica n.

Lema 10.25. Seja T : V → V um operador linear nilpotente. Existe uma base de V formada por cadeias de Jordan
– ou seja, uma base da forma(

v1, Tv1, . . . , Ta1−1v1, v2, Tv2, . . . , Ta2−1v2, . . . , vq, Tvq, . . . , Taq−1vq
)
,

com Taivi = 0.
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Demonstração. A demonstração é por indução na dimensão de V .
Como base temos espaços de dimensão um: trivialmente, qualquer operador de dimensão um já está

na forma de Jordan, porque já é diagonal.
A hipótese de indução é a de que para todo operador T em um espaço V de dimensão k existe uma base

onde T está na forma de Jordan.
Presumimos que o posto do operador não é zero, e que também não é completo. Como a imagem de T

tem posto menor que dimV , tomamos agora o mesmo operador T , mas restrito à sua imagem, T(V). Pela
hipótese de indução, podemos encontrar vetores v1, . . . , vq tais que

v1,Tv1, . . . , Ta1−1v1,
v2,Tv2, . . . , Ta2−1v2,
...

vq,Tvq, . . . , Taq−1vq,

formem uma base para a imagem T(V), e Taivi = 0.
Agora, para todo 1 ≤ i ≤ q, podemos escolher um vetor ui tal que T(ui) = vi. Obtemos então

u1, v1,Tv1, . . . , Ta1−1v1,
u2, v2,Tv2, . . . , Ta2−1v2,

...

uq, vq,Tvq, . . . , Taq−1vq,

que é o mesmo que

u1, Tu1,T2u1, . . . , Ta1u1,
u2, Tu2,T2u2, . . . , Ta2u2,

...

uq, Tuq,T2uq, . . . , Taquq,

com Tai+1ui = 0 para todo ui. Continuamos tendo então q cadeias de Jordan, que portanto são LI (pelo
teorema 10.21).

Continuamos agora observando que certamente, todos os vetores Taiui pertencem a ker T . Temos
então q vetores do kernel de T , e podemos extender este conjunto com maism vetores w1, w2, . . ., wm

para completar uma base para ker T .
Os vetores

u1,Tu1, T2u1, . . . , Ta1u1,
u2,Tu2, T2u2, . . . , Ta2u2,
...

uq,Tuq, T2uq, . . . , Taquq,
w1,w2, . . . ,wm

são uma base do espaço V . Contamos as dimensões:
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380 CAPÍTULO 10. FORMA DE JORDAN

• A nulidade de T é q+m.

• O posto de T é a1 + . . .+ aq.

Pelo teorema do núcleo e da imagem, temos

dimV =(a1 + · · ·+ aq) + q+m

=(a1 + 1) + · · ·+ (aq + 1) +m,

que é o número de vetores que temos. ■

Teorema 10.26. Seja T : V → V um operador linear nilpotente. Existe uma base deV em que amatriz do operador
T é representada na forma de Jordan.

Demonstração. Suponha que exista P tal que P−1TP = J, onde J está na forma de Jordan. Então particione
P de acordo com os blocos de Jordan:

P =
(
P1 P2 . . . Pk

)
.

Cada Pi é composto de ni colunas:
Pi =

(
v1, v2, . . . , vni

)
.

Como P−1TP = J, temos
APi = PiJi = Pi(λiI +Ni).

Olhando para o bloco Pi, temos(
Av1, Av2, . . . , Avni

)
= λi

(
v1, . . . , vni

)
+
(
v2, v3, . . . , vni

, 0
)
,(

(A− λiI)v1, (A− λiI)v2, . . . , (A− λiI)vni

)
=
(
v2, v3, . . . , vni

, 0
)

ou seja,

v2 =(A− λiI)v1,
v3 =(A− λiI)v2,

...

Assim, há uma base para V onde T fica na forma de Jordan se e somente se há uma base formada por uma
cadeia de Jordan para cada autovalor. Com o Lema 10.25, concluímos a demonstração. ■

Como os autovalores de um operador nilpotente são todos zero, sua forma de Jordan sempre terá a
diagonal zero, zeros ou uns imediatamente acima da diagonal:

0 1 0 · · · 0
0 0 1 0
...

. . .
...

0 1
0 · · · 0


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10.1.4 Existência da forma de Jordan (caso geral)
Mostraremos agora que a existência da forma de Jordan para operadores nilpotentes implica na sua exis-
tência também para o caso geral.

Primeiro, mostramos que o espaço vetorial V pode ser decomposto na soma direta dos kernels das ca-
deias de Jordan de um operador T sobre V .

Lema 10.27. Seja T um operador sobre um espaço V de dimensão finita, e λ um autovalor de T . Então é possível
decompor V em

V = kerW ⊕ kerU,

tais que T é nilpotente emW, e a restrição de T aU é inversível.

Demonstração. Considere os operadores T , T2, T3 . . .. ComoV tem dimensão finita, pelo teorema do núcleo
e da imagem, deve haver algum k para o qual ker(Tk) = ker(Tk+1). Escolhemos o menor k tal que esta
igualdade valha.

Agora, também é claro que

ker(T) ⊆ ker(T2) ⊆ · · · ⊆ ker T(Tk) = ker(Tk+1) = · · ·

Tomamos W = ker(Tk) e U = Im(Tk), e argumentamos a seguir que estes subespaços satisfazem o
enunciado do lema.

• V = W ⊕ U: A soma das dimensões está correta, pelo teorema do núcleo e da imagem. Agora, seja
v ∈ W ∩ U. Isso é o mesmo que (i) v ∈ W, e então T(v) = 0; (ii) v = Tk(x) para algum x ∈ V .
Então T2k(x) = 0, e x ∈ ker(T2k) = ker(Tk). Portanto, v = Tk(x) = 0. Isso mostra queW ⊕ U é
soma direta.

• T é nilpotente emW: trivialmente, porqueW = ker(Tk).

• a restrição de T a U é inversível: seja v ∈ ker(T) ∩ U. Então T(v) = 0. Como U = Im(Tk), então
v = Tk(x), para algum x ∈ V . Poratnto Tk+1(x) = Tk(v) = 0. Isso é o mesmo que dizer que
ker(Tk) = ker(Tk+1). O kernel de T restrito aU portanto tem somente o zero, e T é inversível. ■

Teorema 10.28. Seja T um operador sobreV , e λ1, . . . , λk os autovalores de T . Então existem a1, . . ., ak tais que
V pode ser decomposto em

V = ker(T − λ1I)a1 ⊕ ker(T − λ2I)a2 ⊕ · · · ⊕ ker(λkI)ak ,

sendo cada ker(T − λiI)ai invariante para T .

Demonstração. Segue por indução no número de autovalores, usando o lema 10.27. ■

Teorema 10.29. Seja T : V → V um operador linear. Existe uma base de V em que a matriz do operador T é
representada na forma de Jordan.

Demonstração. ■

Exemplo 10.30. Abaixo temos um operador em R4:2 0 0 1
3 3 0 3
0 0 4 7
1 0 0 2


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382 CAPÍTULO 10. FORMA DE JORDAN

Os autovalores deste são 3, 1 e 4, e sua forma de Jordan é3 1 0 0
0 3 0 0
0 0 1 0
0 0 0 4

 . ◀

10.2 Estabilidade numérica

A matrizAmostrada a seguir já está na forma de Jordan.

A =

(
1 1 0
0 1 1
0 0 1

)

Se adicionarmos ε a uma das entradas da matriz, sua forma de Jordan muda consideravelmente (veja que
agora a forma de Jordan é diagonal).

B =

(
1 1 0
ε 1 1
0 0 1

)
−→ =

1−√
ε 0 0

0 1+
√
ε 0

0 0 1


10.3 Aplicações

10.3.1 Álgebra Linear [ forma de Jordan ]
Uma intrigante aplicação da forma de Jordan é na demonstração de um teorema de enunciado absoluta-
mente simples, mas cuja demonstração sem a forma de Jordan torna-se surpreendentemente complexa.

Teorema 10.31. Toda matriz é similar a sua transposta.

Demonstração. Sabemos que A = PJP−1, portanto basta mostrar que J é similar a JT , que mostramos a
seguir. λ 1

. . . 1
λ

 =

 1

. .
.

1

λ
1
. . .
1 λ

 1

. .
.

1

 ■

Enunciamos também outro teorema que podemos provar facilmente usando a forma de Jordan.

Teorema 10.32. Para qualquer matrizA, limn→∞An = 0 se e somente se os módulos dos autovalores deA são
menores que 1.

Demonstração. A é similar a J na forma de Jordan, que tem os autovalores na diagonal e elementos unitários
acima da diagonal. Para cada bloco de jordan B,

B2 =


λ2 2λ 1 0 · · · 0
0 λ2 2λ 1
...

. . .
0
0 λ2 2λ
0 · · · λ2

 ,
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e

Bn =


λn nλn−1

(
n
2

)
λn−2

(
n
3

)
λn−3 · · ·

0 λn nλn−1
(
n
2

)
λn−2 · · ·

...
. . .

λn nλn−1

0 · · · λn

 .

Cada linha tem, começando no elemneto da diagonal, os coeficientes da expansão binomial de (1+ λ)n:(
n

0

)
λn,

(
n

1

)
λn−1, · · · ,

(
n

n

)
λ0

Todas as entradas são da formaaλn−k, com k ≤ n. Se |λ| < 1, todos os valores tendem a zero. Claramente,
se a matriz tende a zero em uma base, tenderá a zero em qualquer base, já que a representação do zero não
depende de base. ■

10.3.2 Equações Diferenciais [ forma de Jordan ]
Se um sistema dinâmico é descrito por uma matriz não diagonalizável, podemos usar sua forma de Jordan.
Por exemplo,

d

dx
x1(t) = 2x1(t) + x2(t)

d

dx
x2(t) = 2x2(t) + x3(t)

d

dx
x3(t) = 2x3(t).

A solução para este sistema é
x(t) = etJx(0),

por isso só precisamos calcular etJ. Como temos um único bloco de Jordan, já sabemos que teremos

etJ = eDeN,

com

D =

(
2 0 0
0 2 0
0 0 2

)
, N =

(
0 1 0
0 0 1
0 0 0

)
.

TemosN3 = 0, portanto

etN =

2∑
i=0

Ni

i!

=
N0

0!
+
N

1
+
N2

2

=

(
1 0 0
0 1 0
0 0 1

)
+

(
0 t 0
0 0 t
0 0 0

)
+
1

2

(
0 0 t2

0 0 0
0 0 0

)
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384 CAPÍTULO 10. FORMA DE JORDAN

=

(
1 t t2/2

0 1 t
0 0 1

)

Calculamos também

eD =

(
e2t 0 0
0 e2t 0
0 0 e2t

)

Finalmente, temos

etJ = eDeN

=

(
e2t 0 0
0 e2t 0
0 0 e2t

)(
1 t t2/2

0 1 t
0 0 1

)

=

e2t te2t 1
2
t2e2t

0 e2t te2t

0 0 e2t

 .
A descrição de x em função de t é, portanto,

x(t) = etJx(0)

=

e2t te2t 1
2
t2e2t

0 e2t te2t

0 0 e2t

 x(0)
= e2∗t

x1(0) + tx2(0) + t2x3(0)
2

x2(0) + tx3(0)

x3(0)

 .
Finalmente temos

x1(t) = e
2t

(
x1(0) + tx2(0) +

t2x3(0)

2

)
x2(t) = e

2t
(
x2(0) + tx3(0)

)
x3(t) = e

2t
(
x3(0)

)
.

Neste exemplo o sistema dinâmico já era descrito por uma matriz na forma de Jordan. É evidente que um
sistema dinâmico poderia ser descrito por umamatrizA não diagonalizável, e que houvesse a necessidade
de calcular P, P−1 e J tais queA = PJP−1. Este processo é semelhante ao que usamos quando tratamos de
sistemas dinâmicos na Seção 6.6.5, e o Exercício 292 traz um sistema como este.

Este método, descrevendo a solução como etDetN, é importante para a análise do sistema dinâmico e
de sua solução, mas não é o mais eficiente para se computá-la.
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Exercícios

Ex. 287 — Calcule a forma de Jordan:

A =

(
0 0 1
1 1 0
1 0 0

)
B =

(
1 0 1
2 2 2
1 0 1

)
C =

(
0 0 0
2 1 2
3 0 1

)
D =


2 0 0 . . . 0 0
2 2 0
0 2 2
... 2

. . .

0
. . . 2

0 2 2


(D tem entradas igual a 2 somente na diagonal e nas posições imediatamente abaixo da diagonal)

Ex. 288 — Prove o Lema 10.6.

Ex. 289 — Prove o teorema 10.21.

Ex. 290 — Seja T um operador nilpotente. Prove que (I + T) não é singular.

Ex. 291 — Dê um exemplo de matriz real de ordem 4 que não é similar a nenhumamatriz real na forma de
Jordan.

Ex. 292 — Descreva x(t) em função de x(0) (use a forma canônica de Jordan):

x ′1(t) = 2x1(t) + x2(t)

x ′2(t) = 2x2(t) + x3(t)

x ′3(t) = 3x3(t) + x4(t)

x ′4(t) = 3x4(t)

x ′1(t) = 2x1(t) + x2(t)

x ′2(t) = 2x2(t)

x ′3(t) = 3x3(t) + x4(t)

x ′4(t) = 3x4(t)

x ′1(t) = 4x1(t) + x2(t) + x3(t)

x ′2(t) = 4x2(t) + x3(t)

x ′3(t) = 5x3(t) + x4(t)

x ′4(t) = 2x1(t) + 5x4(t)

Ex. 293 — Cada bloco de Jordan dá a um operador um autoespaço de dimensão um? Porque?

Ex. 294 — Seja

A =

(
0 1
0 0

)
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386 CAPÍTULO 10. FORMA DE JORDAN

Calcule
exp(exp(· · · exp(A) · · · ))︸ ︷︷ ︸

n vezes

,

onde exp(A) é a exponencial da matrizA.
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Capítulo 11

Reticulados

Um reticulado é um subconjunto discreto de um espaço vetorial – em Rn, por exemplo, um reticulado é
um conjunto de pontos dispostos de maneira regular.

Definição 11.1 (Reticulado). Um reticulado é o conjunto de todas as combinações lineares de um conjunto
B de vetores LI, onde os coeficientes das combinações são inteiros. O conjunto B é chamado de base do
reticulado.

Denotamos o reticulado com base B por L(B). ♦

Em outras palavras, um reticulado é um subconjunto de um espaço vetorial, onde os vetores sào com-
binações lineares inteiras da base.

O conjunto de pontos com coordenadas inteiras em Rn é um exemplo extremamente simples de reti-
culado.

Exemplo 11.2. Os inteiros são um reticulado. Uma base para este reticulado é+1, e outra é−1. ◀

Exemplo 11.3. O conjunto {x : x = a
√
2} com a ∈ Z é um reticulado em R: sua base é

√
2, e o reticulado

consiste de todas as combinações lineares (ou seja, os múltiplos) de
√
2. Este reticulado é mostrado na

figura a seguir, com a base b1 =
√
2 destacada.

−
√
2−2

√
2−3

√
2 0

√
2 2

√
2 3

√
2

b1

◀

Exemplo 11.4. A figura a seguir mostra um reticulado em R2.

387
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388 CAPÍTULO 11. RETICULADOS

b1

b2

◀

Exemplo 11.5. O conjunto de todas as matrizes de ordem n com entradas pares é um reticulado. Seja B
a base canônica para o espaço vetorialMn. Multiplicamos todas as matrizes da base por 2, obtendo 2B, e
L(2B) é o reticulado de matrizes pares. ◀

Exemplo 11.6. O conjunto de funções da forma

a sen(x) + b cos(x)

no intervalo [−π, π], com a, b ∈ Z é um reticulado. ◀

Definição 11.7. Uma matriz quadradaA é unimodular se | detA| = 1. ♦

Observe que seA é unimodular, detA−1 = detA.

Teorema 11.8. SejamA e B duas bases para um reticulado. Então existe uma matriz unimodularU tal queA =
BU.

Demonstração. DenotamosA = {a1, . . . , an} e B = {b1, . . . , bn}. ComoA é base, então é possível escrever
todos os bi como combinação linear inteira das colunas deA – ou seja, existe uma matrizM com entradas
inteiras tal que AM = B. Mas B também é base, e mesmo vale – existe uma matriz N tal que BN = A.
Temos, portanto, que AMN = A, ouMN = I . Assim, det(M) det(N) = 1. Mas det(M) e det(N) são
inteiros (porque as duas matrizes são inteiras), por isso det(M) = det(N) = ±1. ■

Definição 11.9 (domínio fundamental). Seja L = L(B) um reticulado. Então o domínio fundamental de L
dado pela base B, que denotamos F(B), é o conjunto de combinações lineares de vetores da base B com
coeficientes (não apenas inteiros) 0 ≤ ai < 1.

F(B) =
{
x : x =

∑
aibi, ai ∈ [0, 1), bi ∈ B

}
. ♦

Exemplo 11.10. Em Rn o domínio fundamental é o paralelepípedo definido pelos vetores da base e seu
volume é, por definição, o determinante da base. A figura a seguir mostra um reticulado em R2, com sua
base, formada pelos vetores b1 e b2.



Ve
rs
ão
Pr
el
im
in
ar

Ál
ge
br
a L
in
ea
r

Je
rô
ni
m
o
Pe
lle
gr
in
i

11.1. ORTOGONALIDADE DE BASES 389

b1

b2

F

◀

Exemplo 11.11. Com a base a sen(x) + b sen(x), e x ∈ [−π,+π], temos um reticulado. Seu domínio
fundamental é o conjunto

{a sen(x) + b cos(x) : a, b ∈ [0, 1)} ◀

Como diferentes bases para um mesmo reticulado podem ser obtidas pela multiplicação por uma ma-
triz unimodular, concluímos que o determinante de todas as bases de um reticulado é o mesmo. Isso nos
permite definir o determinante do reticulado.

Definição 11.12 (determinante de um reticulado). O determinante de um reticulado em Rn é o módulo do
determinante de qualquer uma de suas bases. ♦

Fica claro também que o volume do domínio fundamental de um reticulado não depende da base.

11.1 Ortogonalidade de bases

Definimos desvio de ortogonalidade apenas para bases de vetores de Rn. É possível generalizar esta defi-
nição para espaços quaisquer, inclusive espaços de funções (desde que tenham bases), mas isto fica fora do
escopo deste texto.

Definição 11.13 (desvio de ortogonalidade). Seja B = {b1, b2, . . . , bn} uma base para um reticulado, sub-
conjunto de Rn. O desvio de ortogonalidade da base B é

δ(B) =

∏
i ||bi||

| detB|
. ♦

Claramente, o desvio de ortogonalidade é 1 se a base é ortonormal, e maior que 1 caso contrário. A
figuramostra, à esquerda, umabase comdesvio de ortogonalidade baixo; à direita, outra base para omesmo
reticulado, com desvio maior.
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390 CAPÍTULO 11. RETICULADOS

b1

b2
b1

b2

Exemplo 11.14. Seja

B =

(
2 4
1 0

)
uma base. Seu desvio de ortogonalidade é

||(2, 1)T || · ||(4, 0)T ||
| detB|

=
4
√
5

4
=

√
5.

Podemos obter outra base para omesmo reticulado aplicando uma transformação unimodular – por exem-
plo,

U =

(
8 3

−5 −2

)
A nova base é

BU =

(
−4 −2
8 3

)
A baseAU tem desvio de ortogonalidade

||(−4, 8)T || · ||(−2, 3)T ||
| det(AU)|

=
4
√
5
√
13

4
=

√
5
√
13. ◀

11.2 Problemas em reticulados

Nesta seção definimos alguns problemas em reticulados e algoritmos para resolvê-los.

Definição 11.15 (problema do menor vetor (SVP)). Seja L um reticulado em um espaço com produto in-
terno. Um menor vetor de L é um vetor não nulo em L com a menor norma dentre todos. ♦

Definição 11.16 (problema do vetor mais próximo (CVP)). Seja L um reticulado em um espaço V com
produto interno. Dado v ∈ V , o vetor em L mais próximo de v é o vetor w ∈ L com a menor distância
d(v,w). ♦

Definição 11.17 (problema da menor base (SBP)). Seja L um reticulado em um espaço com produto in-
terno. Uma menor base para L é uma base que minimiza alguma norma que se defina para bases. ♦

Quandoodesvio de ortogonalidade e a dimensãodo reticulado são grandes, estes problemas são difíceis.
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11.2. PROBLEMAS EM RETICULADOS 391

11.2.1 Redução de bases com posto dois: algoritmo de Gauss-Lagrange

Para reticulados de dimensão dois há um algoritmo que permite encontrar eficientemente uma base de
tamanho mínimo.

Em R2, dois vetores não nulos são LI (e consequentemente formam uma base) se e somente se não são
multiplos um do outro. Assim, quaisquer dois vetores formando ângulo diferente de zero são LI.

Tomamos como exemplo b1 = (3, 2)T e b2 = (6, 8)T , mostrados na figura a seguir.

b1

b2

Fixeb1. Podemos subtrair deb2 projeções deb2 emb1, obtendooutros vetores, emenor vetor quepodemos
obter desta forma será ortogonal a b1 (que conseguimos ao subtrair de b2 sua projeção ortogonal em b1).

b1

Proj(b2)

Infelizmente, a projeção ortogonal pode não ser ummúltiplo inteiro de b1 (e o vetor ortogonal b3 portanto
pode não pertencer ao reticulado). A intuição nos diz, no entanto, que podemos tomar o múltiplo mais
próximo, arredondando o coeficiente.

Subtraindo de b2 sua projeção ortogonal em b1 temos 1
13
(−24, 36)T , que não pertence ao reticulado.

O múltiplo de b1 que subtraímos de b2 é

⟨b1, b2⟩
⟨b1, b1⟩

=
34

13
≈ 2.615,

que não é inteiro. Arredondamos, e usando k = 3 calculamos b ′
2 = b2 − 3b1 = (−3, 2)T .
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b1b ′
2

3b1

Conseguimos uma nova base, e reduzimos o maior vetor da base original. Podemos realizar outros
passos para tentar obter bases ainda menores. Só teremos que, na próxima vez, trocar os vetores, para que
subtraiamos do maior vetor um múltiplo do menor vetor.

Claramente, não é possível continuar reduzindo o tamanho dos vetores indefinidamente, e em algum
momento deveremos parar.

Definimos que a base já está reduzida (e que portanto podemos parar o processo de redução) se um
passo de subtração não resultar em uma base menor. Pararemos quando ||b1|| ≤ ||b ′

2|| ≤ ||b2||.

Definição 11.18 (base reduzida de reticulado, no sentido de Gauss-Lagrange). Seja L um reticulado emR2.
Uma base B = (b1, b2) para L é reduzida no sentido de Gauss-Lagrange se

||b1|| ≤ ||b2|| ≤ ||b2 + kb1||,

para todo k ∈ Z. ♦

Com o passo de redução de base e o critério de parada, já podemos descrever o algoritmo de Gauss-
Lagrange.

Método 11.19 (algoritmo de Gauss-Lagrange). Tem-se uma base (b1, b2)T para um reticulado em R2.

• Se ||b2|| < ||b1|| troque ||b1|| com ||b2||

• Seja

k =

⌊
⟨b1, b2⟩
||b1||2

⌉
• Se k = 0 pare; a base já está reduzida.

• Subtraia kb1 de b2.

• Recomece.

Ao término do algoritmo, b1 e b2 estão entre os menores vetores do reticulado.  

Se k = 0 então a multiplicidade estava em [−0.5,+0.5] antes de arredondar. Isso significa que tería-
mos que subtrair uma parte muito pequena da projeção ortogonal, e que portanto b1 já está próximo de
ortogonal a b2. Não nos adianta subtrair múltiplo inteiro de v1. E como v1 é menor que v2, não adianta
também trocar os vetores.
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11.2. PROBLEMAS EM RETICULADOS 393

Exemplo 11.20. Seja (3, 15)T , (9, 25)T uma base. Usamos o método de Gauss-Lagrange para reduzí-la.

||b1|| =||(3, 15)T || ≈ 15.3
||b2|| =||(9, 25)T || ≈ 26.6

Escolhemos

k =

⌊〈
(3, 15)T , (9, 25)T

〉
||(3, 15)T ||2

⌉
=

⌊
402

234

⌉
= 2

Calculamos portanto
(9, 25)T − 2(3, 15)T = (3,−5)T

e temos uma base menor:

||b1|| =||(3, 15)T || ≈ 15.3
||b2|| =||(3,−5)T || ≈ 5.8

Trocamos os vetores,

||b1|| =||(3,−5)T || ≈ 5.8
||b2|| =||(3, 15)T || ≈ 15.3

e começamos novamente

k =

⌊〈
(3,−5)T , (3, 15)T

〉
||(3,−5)T ||2

⌉
=

⌊
−
66

34

⌉
= −2

Subtraímos
(3, 15)T + 2(3,−5)T = (9, 5)T .

Agora temos

||b1|| =||(3,−5)T || ≈ 5.8
||b2|| =||(9, 5)T || ≈ 10.2

Como ||b1|| < ||b2||, desta vez não precisamos trocar os vetores. Novamente calculamos k:

k =

⌊〈
(3,−5)T , (9, 5)T

〉
||(3,−5)T ||2

⌉
=

⌊
2

34

⌉
= 0.

Temos agora uma base formada pelos dois menores vetores do reticulado. ◀

O algoritmo de Gauss-Lagrange não pode ser generalizado para espaços de dimensãomaior sem tornar-
se muito ineficiente.



Ve
rs
ão
Pr
el
im
in
ar

Ál
ge
br
a L
in
ea
r

Je
rô
ni
m
o
Pe
lle
gr
in
i

394 CAPÍTULO 11. RETICULADOS

11.2.2 Vetor mais próximo com posto e ortogonalidade altos: algoritmo
de Babai

Apresentamos nesta seção o algoritmo de Babai. A partir de uma base B e um ponto qualquer x ∈ Rn, o
algoritmo de Babai encontra um ponto y pertencente a L(B). Se B tiver desvio baixo de ortogonalidade, o
ponto y será próximo do vetor mais próximo de x.

Se B = {b1, . . . , bn} é uma base para um reticulado de posto n, então B tem posto n, e portanto é
também base paraRn. Assim, podemos descrever qualquer ponto deRn como combinação linear da base
B:

x = (x1b1, . . . , xnbn)T .

Usaremos isto na descrição do algoritmo de Babai.

Método11.21 (algoritmodeBabai). SejaLumreticulado combaseB = {b1, . . . , bn}. Seja (x1b1, . . . , xnbn)T ,
com xi ∈ R um ponto qualquer emRn (note que este ponto não necessariamente pertence ao reticulado,
já que os xi podem não ser inteiros). O algoritmo de Babai simplesmente arredonda os coeficientes,

ai = ⌊xi⌉,

e retorna o ponto do reticulado (
a1b1, . . . , anbn

)
.

Tendo um ponto qualquer p em Rn, portanto, obtemos os coeficientes

x = B−1p,

e o ponto mais próximo será
B⌊x⌉.  

Exemplo 11.22. Damos um exemplo em R2, para que possamos ilustrar também com um gráfico. Seja

B =

(
3 0
0 2

)
uma base, e x = (5, 2)T um ponto fora de L(B). Então

B−1x =

(
1
3
0

0 1
2

)(
5
2

)
=

(
5
3

1

)
Arredondamos, obtendo (2, 1)T . O ponto mais próximo é

B(2, 1)T = (6, 2)T . ◀

11.2.3 Posto alto, ortogonalidade baixa (reticulados difíceis)
Para bases pouco ortogonais e com posto algo há outros algoritmos, mas nenhum deles dá a solução exata
e executa em pouco tempo. Um algoritmo muito conhecido para este problema é conhecido por “LLL”
(que são as iniciais dos autores do algoritmo – Lenstra, Lenstra e Lovasz), que é uma variação do método
de ortogonalização de Gram-Schmidt. O leitor interessado por encontrar mais informações nos livros de
Steven Galbraith [Gal12] e de Hoffstein, Pipher e Silverman [HPS08].
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11.3 Aplicações

11.3.1 Criptografia [ reticulados; desvio de ortogonalidade ]

O criptossistema GGH foi proposto em 1997 por Goldreich, Goldwasser e Halewi [GGH97]. Este criptossis-
tema foi “quebrado” – o que significa que não pode ser usado na prática porque não é seguro. Apesar disso,
é um excelente exemplo de como problemas em reticulados são usados em Criptografia.

Neste criptossistema, cada participante temum reticuladoL. Sua chave privada é uma base “boa” (com
desvio de ortogonalidade muito baixo), e a chave privada é uma base “ruim” (com desvio alto). Cada ponto
do reticulado é uma mensagem que pode ser enviada.

De posse da base pública, qualquer um pode encriptar uma mensagem: seja m ∈ L a mensagem.
Para encriptar, basta deslocar ligeiramente amensagem, resultando num ponto emRn, fora do reticulado,
mas perto de m. para obter a mensagem original, deve-se resolver o problema do vetor mais próximo.
Como a base que todos conhecem (a chave pública) tem desvio de ortogonalidademuito grande, o esperado
era que ninguém conseguisse resolver o problema e decifrar a mensagem. Já a base privada tem desvio
de ortogonalidade baixo, por isso com ela é fácil obter m a partir da mensagem encriptada. A seguir,
detalhamos parcialmente o funcionamento do criptossistema.

Primeiro, uma base B ortogonal (ou quase ortogonal) é criada. A base “ruim” R (com desvio de ortogo-
nalidade grande) é criada a partir de B. Uma das maneiras de obter R é criar uma sequência U1, U2, . . .,
Uk de matrizes unimodulares geradas aleatoriamente: basta gerar matrizes triangulares superiores (ou
inferiores) com a diagonal igual a 1 e números inteiros aleatórios nas outras entradas. Assim,

R = BU1U2 · · ·Uk.

Como as matrizes Ui são unimodulares, R é base para o mesmo reticulado gerado por B. Mas como as Ui

tem entradas aleatórias acima (ou abaixo) da diagonal, R terá um desvio de ortogonalidade grande.
Para encriptar uma mensagem m ∈ L, criamos um vetor de erro e = (e1, e2, . . . , en), e somamos à

mensagem. A mensagem encriptada será
c = mR+ e,

ou seja, o erro é somado aos coeficientes do pontom na base R. O erro deve ser pequeno, de forma que c
continue mais próximo dem do que de qualquer outro ponto do reticulado.

Para decifrar, usa-se o algoritmo de Babai que determina o ponto mais próximo de c no reticulado,
usando a base B. Com isso obtemosmR. Para obter os coeficientes, basta multipicar por R−1.

Exemplo 11.23. Damos agora um exemplo minimalita do funcionamento do GGH.
Primeiro escolhemos uma base privada (com desvio pequeno).

B =

(
120 992 544
20 −2273 4141
30 −3 −2

)

Escolhemos uma matriz unimodularU:(
1 −10500 350
1520 −15959999 537000
25000 −262530001 −141254999

)
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A base R é (
15107960 −158649899552 −76309973456
100070060 −1050859866414 −586157544859
−54530 572624999 280909498

)

Os desvios de ortogonalidade de B e R são

δ(B) ≈8
δ(R) ≈3.9× 1023.

Escolhemos uma mensagem,
m = (2, 4, 6)T .

Um vetor de erro
e = (10,−5, 8)T .

O texto cifrado é

c = Rm+ e =

(
−1092429223014
−7720184594695
3975847932

)

Para decifrar, obtemos as coordenadas de c na base B e arredondamos

x =
⌊
B−1c

⌉
=

(
39897
60614956
1897599998

)
.

Reescrevemos na base B

Bx =

(
−1092429223024
−7720184594690
3975847924

)

e obtemos as coordenadas na base R
R−1(Bx) = (2, 4, 6)T .

A base B é fundamental para decriptar. Se usássemos somente a base R teríamos as coordenadas

x ′ =
⌊
R−1c

⌉
=

(
633239422721646
60308114400
−12061617

)
.

Este ponto na base B é

Rx ′ =

(
−1155699408288
−8136001665837
4203990954

)
. ◀

O criptossistemaGGH infelizmente não é seguro: o criptanalista PhongNguyenmostrou que existe uma
maneira de decifrar as mensagens sem usar a chave privada.

Os livros de Hoffstein, Pipher e Silverman [HPS08], de Galbraith [Gal12] e o de Goldwasser e Miccian-
cio [MG12] permitem compreender em maior profundidade reticulados e sua aplicação em Criptografia.
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11.3.2 Cristalografia [ reticulados ]

Cristais são sólidos cujos átomos ou moléculas se organizam espacialmente como os pontos de um reticu-
lado. Se observarmos uma seção plana de um cristal, teremos um reticulado de dimensão dois – e provare-
mos adiante que há pouquíssimos ângulos possíveis entre os vetores desse reticulado.

A definição de simetria rotacional, a seguir, é um tanto informal, mas adequada ao propósito desta
Seção.

Definição 11.24 (simetria rotacional). Um conjunto de vetores (ou pontos) emR2 apresenta simetria rota-
cional de ordem n, com n > 1 inteiro, se uma operação de rotação por 2π/n não o modifica. ♦

Exemplo 11.25. Os conjuntos de vetores a seguir e os polígonos definidos por eles tem simetria rotacional
de ordem, 3, 4 e 5.

◀

Exemplo 11.26. O conjunto de vetores a seguir não apresenta simetria rotacional.

◀

O Teorema da Restrição Cristalográfica determina que há somente quatro possíveis ordens de simetria
em um reticulado, 2, 3, 4 e 6. Isso significa que, com moléculas ou átomos que tenham simetria de ordem
5 ou maior que sete (em duas dimensões), não é possível haver um reticulado, porque com essas simetrias
não se pode preencher R2.

Teorema 11.27 (da restrição cristalográfica). As simetrias rotacionais em um conjunto de vetores (pontos) de um
reticulado podem ser somente de ordem 2, 3, 4 ou 6.

Demonstração. Seja L(B) um reticulado.
A matriz de rotação que leva um vetor a outro no reticulado deve levar inteiros em inteiros, portanto,

quando for escrita na baseB, a matriz de rotação deve ter apenas números inteiros. Como amatriz de rotação
somente pode conter inteiros, o traço da matriz de rotação deve ser inteiro – em qualquer base, porque o
traço não depende da base (os autovalores não dependem de base, e o traço é a soma deles). A matriz de
rotação para um ângul θ em R2 é (

cos(θ) − sin(θ)
sin(θ) cos(θ)

)
,



Ve
rs
ão
Pr
el
im
in
ar

Ál
ge
br
a L
in
ea
r

Je
rô
ni
m
o
Pe
lle
gr
in
i

398 CAPÍTULO 11. RETICULADOS

tendo traço 2 cos(θ). Assim, basta verificar, na base canônica, que matrizes de rotação podem ter o traço
inteiro, ou seja, para quais n

2 cos
(
2π

n

)
∈ N.

De 1 a 6, enumeramos:
n 2 cos(2π/n)
1 2
2 −2
3 −1
4 0
5 0.4
6 1

Como cos(θ) está entre −1 e +1, os valores inteiros de 2 cos(θ) podem ser somente −2,−1, 0,+1,+2,
que correspondem às simetrias de rotação de ordem 2, 3, 4, 6 (e 1, que não representa simetria rotacional,
porque sempre vale), e não é possível que haja outras. ■

Exemplo 11.28. Umpentágono (ou, similarmente, um conjunto de vetores dividindo o círculo unitário em
5 partes) apresenta simetria rotacional de ordem cinco, mas não é possível cobrir todo oR2 com pentágo-
nos.

É importante notar que os cinco vetores que definem um pentágono em R2 são, necessariamente, linear-
mente dependentes. Se tomarmos somente dois desses vetores, teremos uma base para um reticulado em
R2, mas seu domínio fundamental não será um pentágono, e sim um paralelogramo.

◀

O livro de Nevill Szwacki e Teresa Szwacka [SS10] e o de Schwarzenbach [Sch96] tratam de reticulados
em cristais.



Ve
rs
ão
Pr
el
im
in
ar

Ál
ge
br
a L
in
ea
r

Je
rô
ni
m
o
Pe
lle
gr
in
i
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Exercícios

Ex. 295 — Quantas bases pode ter um reticulado em R? E em R2 e Rn, de maneira geral?

Ex. 296 — Para todon, o espaço vetorialRn não é reticulado, porque claramente admitimos combinações
lineares não inteiras da base. Há espaços vetoriais que também são reticulados?

Ex. 297 —⋆ Seja (V,+, ·) um espaço vetorial. Prove que um subgrupo aditivo (S,+) é discreto (não é contí-
nuo) se e somente se os elementos de S são os elementos de um reticulado.

Ex. 298 —⋆ (Daniele Micciancio) Encontre um conjunto de vetores B tal que L(B) não seja um reticulado.

Ex. 299 —⋆ Os n primeiros termos de uma série de Fourier são um reticulado. Mostre como calcular o vo-
lume de seu domínio fundamental. Tente dar uma interpretação a ele.

Ex. 300 — Encontre uma base Gauss-Lagrange-reduzida para o reticulado com base (3, 28)T , (4, 11)T .

Ex. 301 — No exemplo 11.14, demos duas bases para um reticulado em R2, uma delas com desvio de or-
togonalidade

√
5. Prove que esta base é a menor no sentido de Gauss-Lagrange, ou mostre uma que seja

menor que esta.

Ex. 302 — Que ordem de simetria rotacional pode ter uma base de um reticulado em R2?



Ve
rs
ão
Pr
el
im
in
ar

Ál
ge
br
a L
in
ea
r

Je
rô
ni
m
o
Pe
lle
gr
in
i

400 CAPÍTULO 11. RETICULADOS



Ve
rs
ão
Pr
el
im
in
ar

Ál
ge
br
a L
in
ea
r

Je
rô
ni
m
o
Pe
lle
gr
in
i

Capítulo 12

Formas Quadráticas e Bilineares

No Capítulo 5 definimos formas multilineares, e construímos o determinante como forma multilinear.
Agora voltamos a atenção a um caso especial: as formas bilineares, funções de dois argumentos, e line-
ares em cada um deles.

12.1 Formas Bilineares

Uma possível definição para formas bilineares seria a seguinte.

Definição 12.1 (Forma bilinear). Uma forma bilinear é uma forma multilinear com dois argumentos. ♦

Damos também uma definição mais explícita, que é mais comum em textos introdutórios de Álgebra
Linear.

Definição 12.2 (Forma bilinear). Uma função f : U× V → R é bilinear se

• Dado u ∈ U, f(u, ·) é linear em seu segundo argumento.

• Dado v ∈ V , f(·, v) é linear em seu primeiro argumento. ♦

Definição12.3. Seja fuma formabilinear emumespaço vetorialV dedimensãofinita combase (b1, b2, . . . , bn).
A matriz de f é a matriz de Gram

F =


f(b1, b1) f(b1, b2) . . . f(b1, bn)
f(b2, b1) f(b2, b2) . . . f(b2, bn)

...
. . .

...
f(bn, b1) f(bn, b2) · · · f(bn, bn)

 . ♦

Teorema 12.4. Seja f(x, y) uma forma bilinear sobreR,Q ouC, sem termos lineares, e seja F a matriz de f. Então

f(x, y) = xTFy.

Demonstração. (Esta demonstração é um tanto informal)

401
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402 CAPÍTULO 12. FORMAS QUADRÁTICAS E BILINEARES

Uma forma bilinear deve necessariamente ser como

a11x1y1 + a12x1y2 + · · · ,

sem que haja termos quadráticos (x2i ) nem constantes.
Expandimos xTBy, obtendo

(x1, . . . , xn)B

y1...
yn


=(x1b11 + x2b21 + · · ·+ xnbn1 + · · ·+ xnb1n + x2b2n + · · ·+ xnbnn)

y1...
yn


=

([∑
i

bi1xi

]
+ · · ·+

[∑
i

binxi

])y1...
yn


=y1

(∑
i

bi1xi

)
+ · · ·+ yn

(∑
i

binxi

)
=
∑
j

∑
i

bijxiyj,

e portanto temos todas as combinações de xi com yj com diferentes coeficientes. O coeficiente de xiyj
será o elemento bij. ■

Exemplo 12.5. A forma bilinear

f(x, y) = 2x1y1 − 3x1y2 + x2y1 − 5x2y2

é representada pela matriz (
2 −3
1 −5

)
,

porque (
x1, x2

)(2 −3
1 −5

)(
y1
y2

)
= 2x1y1 − 3x1y2 + x2y1 − 5x2y2. ◀

Definição 12.6 (forma bilinear simétrica). Uma forma bilinear f(x, y) é simétrica se f(x, y) = f(y, x). ♦

O Exercício 304 pede a demonstração da proposição 12.7.

Proposição 12.7. Toda forma bilinear simétrica é representável por uma matriz simétrica.

Corolário 12.8. Toda matriz que representa forma bilinear simétrica é diagonalizável.
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12.1.1 Com termos lineares
Sejam x e y vetores com n componentes. Defina

B =


q11 q12 · · · q1n p1
q21 q22 p2
...

. . .
...

qn1 qnn pn
s1 s2 · · · sn c

 , x ′ =


x1
x2
...
xn
1

 , y ′ =


y1
y2
...
yn
1

 .
Note que marcamos uma submatriz quadrada de ordem tres. Essa submatriz representa a forma bilinear,
quando ignoramos os termos lineares (e estes, por sua vez, são representados na linha e coluna adicional).
Então

(x ′)TBy ′ =
∑
i,j

qijxiyj +
∑
i

rixi +
∑
i

siyi + c

Exemplo 12.9. A forma bilinear

2x1y1 − 3x1y3 + x2y3 − 9x3y2 − x1 + 4x2 − 5x3 + y2 + 2

é representada pela matriz

A =

 2 0 −3 0
0 0 1 1
0 −9 0 0

−1 4 −5 2


de forma que, se

x ′ =
(
x1 x2 x3 1

)
, y ′ =

y1y2
y3
1

 ,
então

(x ′)TAy =

x1x2
x3
1


 2 0 −3 0

0 0 1 1
0 −9 0 0

−1 4 −5 2


y1y2
y3
1


= 2x1y1 − 3x1y3 + x2y3 − 9x3y2 − x1 + 4x2 − 5x3 + y2 + 2. ◀

12.2 Formas Quadráticas

Definição 12.10 (forma quadrática). Uma forma quadrática em x é uma forma bilinear f(x, x). ♦

Toda forma quadrática real, racional ou complexa, portanto, pode ser descrita como xTQx, ondeQ é
uma matriz. É claro também que toda forma quadrática é bilinear simétrica.

Exemplo 12.11.⋆ Não é verdade que formas quadráticas em qualquer corpo podem ser representadas por
matrizes simétricas. Por exemplo, em Z2, a forma

x1x1 ⊕ x1x2
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não pode ser representada por matriz simétrica (a não ser que admitamos elementos na matriz que não

pertemçam a Z2, assim poderíamos escrever
(
1 1/2

1/2 0

)
, por exemplo, usando o racional 1/2). Ela pode,

no entanto, ser representada pela matriz triangular(
1 1
0 0

)
. ◀

Definição 12.12 (matrizes definidas e semidefinidas). Uma matrizA é

i) definida positiva se xTAx > 0, ∀x ̸= 0;

ii) definida negativa se xTAx < 0, ∀x ̸= 0;

iii) semidefinida positiva se xTAx ≥ 0, ∀x;

iv) semidefinida negativa se xTAx ≤ 0, ∀x;

v) indefinida se xTAx pode ser positivo ou negativo.

♦

Exemplo 12.13. Considere as matrizes

A =

(
−2 3
0 1

)
, B =

(
2 4
0 3

)
, C =

(
−2 4
0 −2

)
.

• A, representa f(x, y) = −2x2 + 3xy + y2, e como f(2, 1) = −8 + 6 + 1 = −1 < 0; f(1, 2) =
−1+ 6+ 4 = 9 > 0, a matriz é indefinida. A seguir está o gráfico desta forma – note que ela tem um
ponto de sela, e que assume valores positivos e negativos de magnitudes arbitrariamente grandes.

−4 −2 0 2 4 −5

0

5

−100

0

B, que representa g(x, y) = 2x2 + 4xy+ 3y2 = 2(x+ y)2 + y2 ≥ 0, portanto é definida positiva.
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−4 −2 0 2 4 −5

0

5

0

100

200

C representa h(x, y) = −2x2 + 4xy− 2y2 =−2(y− x)2 ≤ 0, e portanto é definida negativa.

−4 −2 0 2 4 −5

0

5

−200

−100

0

◀

Daqui adiante consideraremos apenas matrizes simétricas. O teoerma 12.14 explicita propriedades im-
portantes de matrizes simétricas definidas e semidefinidas. Sua demonstração é pedida no exercício 305.

Teorema 12.14. Uma matriz simétricaA com autovalores λ1, . . . , λn é

i) definida positiva se λi > 0,

ii) definida negativa se λi < 0,

iii) semidefinida positiva se λi ≥ 0,

iv) semidefinida negativa se λi ≤ 0,

v) indefinida se tem autovalores positivos e negativos.
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Disto podemos concluir que

Corolário 12.15. O determinante de uma matriz simétrica definida é diferente de zero; o determinante de uma
matriz simétrica (semi)-definida positiva é positivo.

Corolário 12.16. Matrizes simétricas definidas (positivas ou negativas) não são singulares.

Exemplo 12.17. A matriz simétrica

A =

(
3 1
1 3

)
é definida positiva, porque para qualquer vetor x = (x1, x2)

T ̸= 0,

⟨x, Ax⟩ = xTAx
= 3x21 + 3x

2
2 + 2x1x2

= 2x21 + 2x
2
2 + (x21 + 2x1x2 + x

2
2)

= 2x21 + 2x
2
2 + (x1 + x2)

2,

que é a soma de três quadrados, que sempre será positiva. ◀

Exemplo 12.18. Umamatriz simétrica com elementos não-negativos não necessariamente é semidefinida
positiva. A matriz

A =

(
2 1
1 0

)
não é semidefinida positiva: seja x = (1,−5)T . Então,

⟨x, Ax⟩ = xT (Ax)

= (1,−5)

(
2 1
1 0

)(
1
−5

)(
2 1
1 0

)
= (1,−5)(−3, 1)T = −8. ◀

Exemplo 12.19. Umamatriz simétrica definida positiva não necessariamente tem todos os elementos po-
sitivos. Por exemplo,

A =

(
5 −1

−1 5

)
é positiva, porque para x > 0, temos

xTAx = 5x21 + 5x
2
2 − 2x1x2

= 4x21 + 4x
2
2 +

(
x12 − 2x1x2 + x

2
2

)
= 4x21 + 4x

2
2 +

(
x1+ x2

)2
> 0. ◀

O Exercício 306 pede a demonstração do Teorema 12.20.

Teorema 12.20. SeA e B são definidas positivas e k ∈ R+, então também são definidas positivasA+ B e kA.
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Na demonstração do Teorema 12.21 usamos o fato de uma matriz ser semidefinida positiva para deter-
minar uma desigualdade a respeito do determinante de matrizes com valores positivos. O Exercício 307
pede a demonstração do mesmo resultado para o valor absoluto do determinante.

Teorema 12.21. SejaA um operador linear descrito por uma matriz com valores estritamente positivos. Então

detA ≤
∏
i

aii.

Demonstração. Tomamos a representação de A como matriz, que não precisa ser simétrica. Suas entradas
diagonais são maiores que zero, portanto podemos definir

di =
1

√
aii
,

ou seja, di é o inverso da raiz do i-ésimo elemento da diagonal deA.
SejaD a matriz contendo somente entradas diagonais di. Então

B = DAD

é simétrica e semidefinida positiva. Além disso, a diagonal de B somente contém uns.
Usando as propriedades de determinantes, temos

detB = detA det(DD)

detB = detA
(

1∏√
aii

)2

detB =
detA∏
aii∏

aii detB = detA,

e só precisamos mostrar portanto que detB ≤ 1.
Sejam b1, . . . , bn os autovalores de B, que são todos não negativos, porque B é semidefinida positiva. A

média geométrica destes valores não é maior que a arimtética, ou seja,

n

√∏
bi ≤

∑
bi

n∏
bi ≤

(∑
bi

n

)n

detB ≤
(
TrB
n

)n

Como a diagonal de B só contem uns, TrB = n, e temos

detB ≤ 1. ■

Exemplo 12.22. A matriz

A =

(
5 1
1 5

)
é positiva. O produtório de sua diagonal é 25, e seu determinante é−24. ◀
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Exemplo 12.23. A matriz

A =

(
3 2 5
1 2 4
1 1 4

)
só tem valores positivos. O produtório de sua diagonal é 24, e seu determinante é 7. ◀

12.3 Formas multilineares

Damesmamaneira que definimos e pudemos representar formas bilineares comomatrizes, também é pos-
sível dar um tratamento semelhante a formas multilineares. Estas, no entanto, são mais naturalmente re-
presentáveis como tensores, que são semelhantes a matrizes, mas onde usamos mais de dois índices, como
“aijklmn”, por exemplo. Tensores ficam fora do escopo deste Capítulo.

12.4 Aplicações

12.4.1 Classificação de cônicas e quádricas

Cônicas, e quádricas e suas matrizes

Tomamos as cônicas e quádricas e examinamos as matrizes que as definem.
Uma cônica1 é a interseção de um cone circular com um plano em R3.
O cone circular é obtido pela revolução de uma reta não coincidente com o eixo das ordenadas, como

ilustra a próxima figura.

Examinaremos a seguir as cônicas e quádricas, de um ponto de vista geométrico. Na seçãoseguinte
trataremos de sua classificação de acordo com propriedades de duas formas quadráticas.

• elipse ou circunferência: obtida com um plano, não paralelo à geratriz do cone, e que o intercepta so-
mente em uma de suas metades. Nas figuras a seguir, os planos que interceptam o cone são dados
por z = 3/2 (definindo uma circunferência) e x+ 3z/2 = 3/2 (definindo uma elipse).

1Ou seção cônica.
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A equação da elipse é
x2

a2
+
y2

b2
= k,

e a matriz que dá sua forma quadrática é (
1
a2 0

0 1
b2

)
.

• hipérbole: obtida com um plano que intercepta o cone em suas duas metades

x2

a2
−
y2

b2
= k

Na figura a seguir, o plano que intercepta o cone é dado por y = 1.

(
1
a2 0

0 − 1
b2

)

• parábola: quando o plano é paralelo à geratriz do cone.

ax2 − y = k.

Na figura a seguir, o plano que intercepta o cone é dado por 2x+ 2z = 2 (portanto paralelo a ele).
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A parábola, no entanto, não pode ser descrita somente como forma quadrática – ela tem um compo-
nente linear. Descrevemos a parábola como xTAx+ by, onde

A =

(
1
a2 0

0 0

)
, b = (0, 1)T .

O fato de não conseguirmos representar a parábola sem componentes lineares relaciona-se com um
importante fato: a parábola não tem um centro, ao redor do qual seja completamente simétrica (as outras
cônicas podem ser divididas emquatro partes que podem ser obtidas umas das outras por reflexões emdois
eixos ortogonais). Trataremos dissomais adiante, já que também é verdade para parabolóides em qualquer
dimensão.

Procedemos agora às quádricas, definidas emR3. Representaremos as formas quadráticas comomatri-
zes de ordem quatro, mas identificando também a submatriz de ordem três que se obtém desconsiderando
os termos lineares.

• elipsóide

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= k,

com todos os termos positivos, e cuja matriz é


1
a2 0 0 0

0 1
b2 0 0

0 0 1
c2 0

0 0 0 −k



A figura a seguir mostra um elipsóide com a = 2, b = 1, c = 3 e k = 2.
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• hiperbolóide de uma folha

x2

a2
+
y2

b2
−
z2

c2
= k,

com dois termos positivos. Mostramos aqui somente o caso em que z é negativo, mas pode-se reor-
denar as variáveis. A matriz é 

1
a2 0 0 0

0 1
b2 0 0

0 0 − 1
c2 0

0 0 0 −k


A figura a seguir mostra um hiperbolóide de uma folha com a = b = c = 2 e k = 1/2.

• hiperbolóide de duas folhas

x2

a2
−
y2

b2
−
z2

c2
= k,
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com dois termos negativos, e cuja matriz é
1
a2 0 0 0

0 − 1
b2 0 0

0 0 − 1
c2 0

0 0 0 −k


A figura a seguir mostra um hiperbolóide de duas folhas com a = c = 2, b = 1 e k = 1/2.

• cilindro elíptico
x2

a2
+
y2

b2
= k,

com somente dois termos positivos e o terceiro igual a zero. A matriz desta forma é
1
a2 0 0 0

0 1
b2 0 0

0 0 0 0
0 0 0 −k


A figura a seguir mostra um cilindro elíptico com a = 2,b = 1 e k = 1/2.

• cilindro hiperbólico
x2

a2
−
y2

b2
= k,
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com um termo positivo e um negativo. A matriz é
1
a2 0 0 0

0 − 1
b2 0 0

0 0 0 0
0 0 0 −k


A figura a seguir mostra um cilindro hiperbólico com a = b = 2 e k = 1/2.

Assim como não podemos descrever parábolas sem adicionar à equação quadrática um termo linear, o
mesmo acontece com todos os parabolóides.

• parabolóide elíptico
x2

a2
+
y2

b2
− cz = k

Em forma matricial, temos 
1
a2 0 0 0

0 1
b2 0 0

0 0 0 c
0 0 0 −k

 .
A figura a seguir mostra um parabolóide elíptico com a = b = 2 e c = k = 1.

• parabolóide hiperbólico, que é simétrico ao redor de um ponto de sela, e é definido pela equação

−
x2

a2
+
y2

b2
+ cz = k
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A matriz que o representa é 
− 1

a2 0 0 0

0 1
b2 0 0

0 0 0 c
0 0 0 −k

 .
A figura a seguir mostra um parabolóide hiperbólico com a = b = 2 e c = k = 1.

• cilindro parabólico, definido pela equação

ax2 − cy = k

A matriz que representa um cilindro parabólico é
1
a2 0 0 0

0 0 0 c
0 0 0 0
0 0 0 −k

 .
A figura a seguir mostra um cilindro parabólico com a = 2 e c = 1 e k = 2.

Uma superfície tem um centro se pode ser obtida pela reflexão de um de seus octantes em R3 (ou or-
tantes em Rn).

Definição 12.24 (centro de superfície). Seja uma superfície qualquer emRn. Se existe um ponto x tal que,
para quaisquer δ1, . . . , δn e qualquer índice i, se

(x1 + δ1, x2 + δ2, . . . , xi + δi︸ ︷︷ ︸, . . . , xn + δn)
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pertence à superfície, então

(x1 + δ1, x2 + δ2, . . . , xi − δi︸ ︷︷ ︸, . . . , xn + δn)

também pertence (ou seja, podemos trocar o sinal de qualquer δi), então x é o centro da superfície. ♦

Elipsóides, hiperbolóides e seus respectivos cilindros são superfícies com centro – ou seja, estas super-
fícies são compostas de partes simétricas ao redor da origem.

Exemplo 12.25. Ilustramos na figura a seguir um hiperbolóide de uma folha, com a = b = c = 2, e
k = 1/2:

Apenas alguns dos pontos simétricos são mostrados.
Como a figura não está transladada, seu centro é (0, 0, 0)T . Assim, queremos que

(0+ δ1)
2

22
+

(0+ δ2)
2

22
−

(0+ δ3)
2

22
− 1/2 = 0

implique em
(0± δ1)2

22
+

(0± δ2)2

22
−

(0± δ3)2

22
− 1/2 = 0

mas isto sempre é verdade, porque teremos δ2i = (−δi)
2. ◀

O mesmo não acontece com os parabolóides – estes não tem centro, por causa da presença do termo
linear, que se comporta de maneira diferente para argumentos positivos e negativos.

Determinando o tipo de uma forma quadrática

Dada uma forma quadrática qualquer, definida por umamatrizA, queremos saber que tipo de forma ela re-
presenta, geometricamente. Podemos fazê-lo facilmente por inspeção, se houver apenas termos da forma
akx

2
i , mas não tanto quando há termos da forma akxixj.

Exemplo 12.26. Como já vimos na seção 12.4.1, a equação x2

2
+ y2

3
+ z2

2
= 1 define um elipsóide, e a

equação x2

2
− y2

3
− z2

2
= 2 define um hiperbolóide de duas folhas.

No entanto, não é imediatamente fácil determinar que tipo de figura é definida pelas equações xy +
z2 = 1 e xy − yz + z2 = 2, por causa da presença dos termos xz na primeira equação e dos termos xy e
yz na segunda. ◀
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Uma observação importante que podemos fazer é que as quádricas que vimos serem fáceis de classificar
são representadas por matrizes diagonais, e sua classificação depende da quantidade de autovalores positivos,
negativos e iguais a zero.

Assim, para classificar uma formaquadrática não diagonal, deveremos obter seus autovalores. Podemos
fazer ainda mais – sabemos que uma formaQ qualquer é similar a uma matriz diagonalD: Q = P−1DP.
Se obtivermos P, podemos descrever a quádrica em questão através de uma simples mudança de base.

Definimos então a inércia de uma matriz, que nos informará diretamente o tipo de uma quádrica qual-
quer, dada sua matriz.

Definição 12.27 (inércia de uma matriz). A inércia de uma matrizM é a tripla In(M) = (p, n, z), onde
p, n, z são as quantidades de autovalores positivos, negativos e zero da matriz. ♦

A inércia das duasmatrizes que identificamos nas formas quadráticas determinam o tipo de forma geo-
métrica que elas definem. Da descrição das cônicas e quádricas e suasmatrizes, imediatamente percebemos
que a classificação é como se dá nas tabelas a seguir.

Para as cônicas, temos uma única matriz de ordem 2, e sua inércia determina completamente a forma
geométrica.

(p, n, z) classificação
(2, 0, 0), (0, 2, 0) elipse

(1, 1, 0) hipérbole
(1, 0, 1), (0, 1, 1) parábola

Para as quádricas, denotamos por (p, n)4 os autovalores positivos da matriz de ordem 4, e por (p, n)3 os
da submatriz de ordem 3.

(p, n)4 (p, n)3 classificação
(4, 0) (3, 0) elipsóide
(2, 2) (2, 1) hiperbolóide (1 folha)
(3, 1) (2, 1) hiperbolóide (2 folhas)
(3, 1) (2, 0) parabolóide elíptico
(2, 2) (1, 1) parabolóide hiperbólico
(2, 1) (2, 0) cilindro elíptico
(2, 1) (1, 0) cilindro parabólico
(2, 1) (1, 1) cilindro hiperbólico

Separamos, na tabela, as quádricas com centro; em seguida, as sem centro (o posto da matriz maior é
completo, mas o da menor, não); e em seguida, os cilindros (ambas as matrizes são singulares).

Exemplo 12.28. Os exemplos que demos anteriormente de cônicas e quádricas ilustram a classificação
(demos a descrição de cada uma delas como matriz diagonal, de onde pode-se trivialmente extrair os au-
tovalores). ◀

Claramente, dada uma elipse ou elipsóide, podemos determinar uma região limitada de R2 (ou R3)
que o contenha. O mesmo vale para qualquer forma quadrática semidefinida positiva, conforme o teo-
rema 12.29, cuja demonstração é pedida no exercício 308.

Teorema 12.29. Umamatriz é semidefinida positiva se e somente se a figura definida por sua forma quadrática em
Rn pode ser contida em uma região limitada.
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Eixos principais

Como formas quadráticas são representadas por matrizes diagonais, podemos sempre diagonalizá-las. O
processo de diagonalização é simplesmente umamudança de base, e isso significa que podemos tomar uma
equação quadrática qualquer, descrevê-la como matriz, e diagonalizá-la para obter uma equação na forma
reduzida.

Em toda forma quadrática podemos identificar eixos principais ortogonais. Quando a forma quadrática
está na forma reduzida, os eixos principais serão colineares com a base canônica. Em outros casos, preci-
samos realizar uma mudança de base para encontrar os eixos principais. Usando esta nova base, a forma
quadrática pode ser descrita na forma reduzida.

No resto desta seção trataremos tres casos diferentes:

• A forma quadrática pode ter termos mistos, mas não tem componente linear (por exemplo, 2x2 −

xy+ y2

5
). Neste caso conseguiremos transformá-la na forma reduzida

∑
i aix

2
i = c.

• Há uma componente linear, mas ela podem ser eliminada por uma translação (por exemplo, x2 − x),
e também a levaremos à forma reduzida.

• Há uma componente linear, e a forma não pode ser descrita sem ela – neste caso temos uma parábola
ou parabolóide (por exemplo, 2x2 − y− 2).

O teorema que nos garante que podemos eliminar os termos mistos encontrando os eixos principais é o
Teorema dos Eixos Principais Podemos enunciá-lo de maneira bastante concisa, como a seguir.

Teorema 12.30. (dos eixos principais) Toda matriz simétrica real tem autovalores reais e uma base formada por
autovetores ortonormais.

No entanto, será mais interessante enunciá-lo listando também suas consequências.

Teorema 12.31. (dos eixos principais) SejaA a matriz simétrica representando uma forma quadrática. Existe uma
base na qual a mesma forma quadrática é descrita por umamatriz diagonalD, e a matriz P que realiza esta mudança
de base é ortogonal.

A mudança de variáveis que permite escrever a forma quadrática na forma reduzida é dada por P−1x, ou, uma
vez que P é ortogonal, PTx. Após a mudança de base, a forma será descrita por

λ1x
2
1 + λ2x

2
2 + · · ·+ λnx2n

onde os λi são os autovalores deA.

Exemplo 12.32. Considere a equação quadrática

4xy = 1

A matriz associada a esta equação é

Q =

(
0 2
2 0

)
Diagonalizamos a matriz, obtendoQ = PDP−1, com os vetores de P ortonormais:

D =

(
−2 0
0 2

)
, P =

1√
2

(
1 1
−1 1

)
.
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Observando os autovalores já sabemos que se trata de uma hipérbole. A matriz P−1 = PT muda da nova
base ondeD descreve a hipérbole para a base original, portanto(

x
y

)
=

1√
2

(
1 1
−1 1

)(
x ′

y ′

)
=

1√
2

(
x ′ + y ′

−x ′ + y ′

)
,

e a mudança de base pode ser descrita pela troca de variáveis

x =
x ′ + y ′
√
2

y =
−x ′ + y ′

√
2

.

Substituímos x e y na equação original, e obtemos

−2(x ′)2 + 2(y ′)2 = 1,

e observamos que obtivemos os autovalores deA como coeficientes, exatamente como nos garante o teo-
rema dos eixos principais.

Se observarmos a matriz de vetores ortonormais 1√
2
P, notaremos que(

1√
2

1√
2

− 1√
2

1√
2

)
=

(
cos(π

4
) − sen(π

4
)

sen(π
4
) cos(π

4
)

)
,

e a mudança de base de uma hipérbole para outra é uma rotação por um ângulo π/4, como mostram os
gráficos das duas funções, a seguir.

−4 −2 2 4

−4

−2

2

4

−4 −2 2 4

−4

−2

2

4

A primeira mostra 4xy = 1, e a segunda, 2y2 − 2x2 = 1. As linhas pontilhadas na prineira figura são os
eixos principais, determinados pelos autovetores da matrizA. ◀

A forma quadrática do exemplo anterior não tinha componentes lineares. Quando tivermos a compo-
nente linear,

i) Se a matrizA tiver inversa, então podemos calcular a constante 1
2
A−1b e realizamos a translação

z = x+
1

2
A−1b

A forma quadrática passa a ser escrita então como

zTAz = c+
1

4
bTA−1b,
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e uma vez que o lado direito é uma constante, podemos classificá-la e escrever sua equação como se
não houvesse a parte linear.

ii) Se a matriz A for singular, a forma é um parabolóide, e podemos apenas eliminar os termos mistos,
mas os termos lineares permanecerão.

faltam nesta subseção mais exemplos!
Uma discussão em maior profundidade das superfícies definidas por formas quadráticas pode ser en-

contrada no livro de Georgi Shilov [Shi77].

12.4.2 Classificação de equações diferenciais parciais [ formas definidas,
eixos principais ]

Uma equação diferencial parcial de segunda ordem com coeficientes constantes pode ser descrita23 por
uma matrizA, um vetor b e uma constante p:∑

i,j

aijuxixj
+
∑
i

biuxi
+ pu = 0

Exemplo 12.33. Se u é uma função de três variáveis, então a equação

3uxx + 2uyy − uyz − uy = 0

é descrita por

A =

3 0 0
0 2 −1/2

0 −1/2 0

 , b =

(
0

−1
0

)
. ◀

Exemplo 12.34. A equação
∂2u

∂x2
+ 2

∂2u

∂x∂z
+
∂2u

∂y∂z
+ 3

∂u

∂z
= 0

é descrita por

A =

1 0 1
0 0 −1/2

1 −1/2 0

 , b =

(
0
0
3

)
. ◀

Desta forma, classificamos as equações diferenciais parciais como:

• elíptica seA é positiva definida;

• hiperbólica seA é indefinida, tendo um autovalor com sinal diferente dos outros;

2Ou, mudando a notação, ∑
i,j

aij
∂2u

∂xi∂xj
+
∑
i

bi
∂u

∂xi
+ pu = 0.

3Ou ainda, pode-se usar uma única matriz de ordemn+1 (da mesma forma que fizemos na seção 12.4.1). Nesta seção, no entanto,
os termos lineares realmente não nos importam, portanto a representação por matriz de ordem n é mais interessante.
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• ultrahiperbólica seA é indefinida, com ao menos dois autovalores positivos e dois negativos;

• parabólica seA tem um autovalor zero.

As características de cada um dos tipos de equações são completamente diferentes – elas representam
fenômenos de diferentes naturezas, e os métodos de análise e solução para cada tipo são também total-
mente diversos.

Exemplo 12.35. O exemplo mais simples de equação parabólica é a equação do calor,

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂u

∂t
= 0,

comA = diag(1, 1, 0) e uma derivada de ordem um. Equações parabólicas surgem tipicamente na descri-
ção de fenômenos de propagação (como o calor emmaterial sólido, por exemplo). Estas equações também
são chamadas de equações de difusão.

O exemplo mais simples de equação elíptica é comA = I , b = 0, e z = 0 – a equação de Laplace:

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2
= 0

É comum que a equação de Laplace (e das equações elípticas em geral) surja na modelagem de sistemas
em equilíbrio. Por exemplo, um sistema onde a entrada e a saída de energia são em mesma quantidade,
a dimensão do tempo pode ser desprezada, e temos então a equação do calor, sendo removido o último
termo.

O exemplo mais simples de equação hiperbólica é comA = diag(1, 1, . . . , 1,−1) – a equação da onda:

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
−
∂2u

∂t2
= 0.

Equações hiperbólicas lineares descrevem fenômenos ondulatórios (uma corda vibrando ou a superfície de
tambor, por exemplo). ◀

A seguir temos o teorema dos eixos principais, aplicado às EDPs de segunda ordem.

Teorema 12.36. Toda equação diferencial parcial de segunda ordem com coeficientes constantes envolvendo uma
função de n variáveis pode ser reduzida, por uma transformação linear, a uma das seguintes formas:

• elíptica:
∑

i uxixi
+ . . . = 0

• hiperbólica:
∑n−1

i=1 uxixi
− uxnxn

+ . . . = 0

• ultrahiperbólica:
(∑k

i=1 uxixi

)
−
(∑n

i=k+1 uxixi

)
+ . . . = 0

• parabólica:
∑k

i=1 uxixi
+ . . . = 0, com k < n.

onde os termos denotados por “. . .” são de ordem um ou zero.

Os métodos usados para resolver cada tipo de EDP também são determinados pelo tipo da equação.
Uma descrição destesmétodos fica fora do escopo deste texto, mas o leitor pode consultar o livro deWalter
Strauss [Str08] e, para uma abordagemmais intuitiva e menos formal, o de Stanley Farlow [Far82], além da
bibliografia mencionada no Apêndice δ.
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12.4.3 Máximos e mínimos de funções em Rn [ formas definidas ]

Uma combinação convexa de vetores (ou pontos) é semelhante a uma combinação linear, exceto que os
coeficientes refletem uma escolha de frações de cada vetor, com a soma das frações igual à unidade. Por
exemplo, 0.2 do vetor v1, 0.7 do vetor v2 e 0.1 do vetor v3.

Definição 12.37 (combinação convexa). Uma combinação convexa é uma combinação linear onde os coefi-
cientes são positivos e somam 1. ♦

Exemplo 12.38. A combinação 0.2x1+0.5x2+0.3x3 é convexa, porque os coeficientes são todos positivos,
e 0.2+ 0.5+ 0.3 = 1. ◀

Definição 12.39 (conjunto convexo). SejaA ⊆ Rn. Se, para todos x, y ∈ A, todas as combinações conve-
xas de x e y pertencerem aA, entãoA é um conjunto convexo. ♦

Exemplo 12.40. Em R2, os interiores de uma circunferência, elipse ou poliedro são conjuntos convexos.
Já os conjuntos de pontos mostrados na figura a seguir não são convexos.

◀

Exemplo 12.41. O conjunto de pontos no interior de um cubo ou elipsóide em R3 é convexo.
Já os pontos dentro de um toro, por exemplo, não formam um conjunto convexo.

◀

Definição 12.42 (epigrafo). O epigrafo de uma função f : Rn → R é o conjunto de pontos acima de seu
gráfico: epi f = {(x, y) : x ∈ Rn, y ∈ R, y ≥ f(x)}. ♦

Exemplo 12.43. A figura a seguir mostra o epigrafo da função f(x) = x2 − 2x+ 1.
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0 1 2 3 4
0

1

2

3

4

x

f(
x
)

◀

Exemplo 12.44. A figura a sguir mostra a função f(x, y) = x2

2
+ 3y2. Seu epigrafo é toda a região acima

da superfície mostrada.

◀

Definição 12.45 (função convexa). Uma função é convexa se seu epigrafo é convexo. ♦

Exemplo 12.46. Seja f(x) = ax2 + bx+ c uma função quadrática. Se a > 0, então f é convexa. Se a < 0,
−f é convexa. Por exemplo, a função 4x2 − 16x− 4, mostrada na figura, é convexa.
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0 1 2 3 4

−12

−8

−4

0

4

x1

x
2

◀

Exemplo 12.47. A figura a seguir mostra a função não convexa f(x, y) = 2x2

|y|+1
+ y2. É fácil perceber que

seu epigrafo não é convexo.

Já a figura a seguir mostra a função f(x) = cos(x+ 1)2, que também não é convexa.

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
0

0.5

1

1.5

2

x

f(
x
)
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◀

Definição 12.48 (ponto crítico). Seja f : Rn → R. Um ponto crítico de f é um ponto x ∈ Rn tal que todas
as derivadas parciais de f em x, se existirem, são iguais a zero. ♦

Exemplo 12.49. Considere a função f(x) = cos(x+ 1)2. O ponto x = −1 é um ponto crítico para f, já que

d

dx
f(x) = −2 cos(x+ 1) sen(x+ 1),

e portanto
d

dx
f(−1) = 0.

O mesmo acontece com x = (π− 2)/2 = 0.570796 . . .. A figura a seguir mostra os dois pontos críticos.

−1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5 2
0

0.5

1

1.5

2

x

f(
x
)

◀

Exemplo 12.50. Um parabolóide elíptico tem um único ponto crítico, no topo ou fundo. ◀

Definição 12.51 (matriz Hessiana). Seja f : Rn → R duas vezes diferenciável. A matriz Hessiana de f em
x, denotada porHf(x) ou∇2f(x) é a forma bilinear

∇2(x)i,j =
∂2f(x)
∂xi∂xj

,

ou

∇2f(x) =


∂2f
∂2x1

(x) ∂2f
∂x1∂x2

(x) . . . ∂2f
∂x1∂xn

(x)
∂2f

∂x2∂x1
(x) ∂2f

∂2x2
(x) . . . ∂2f

∂x2∂xn
(x)

...
...
. . .

∂2f
∂xn∂x1

(x) ∂2f
∂xn∂x2

(x) . . . ∂2f
∂2xn

(x)

 . ♦

Exemplo 12.52. Seja f : R3 → R3, tal que

f(x, y, z) = xy+ z2.

A Hessiana de f é (
0 1 0
1 0 0
0 0 2

)
. ◀
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Exemplo 12.53. Seja g : R3 → R3, tal que

g(x, y, z) = xy3z2 + cos(z).

A Hessiana de g é  0 3y2 0
3y2 6xy 0
0 0 2− cos(z)

 .
Este exemplo mostra que a Hessiana é, na verdade, função de x, y e z. ◀

Teorema 12.54. Uma função f : Rn → R duas vezes diferenciável é convexa se e somente se sua Hessiana é
semidefinida positiva.

Corolário 12.55. Uma função f : Rn → R duas vezes diferenciável é convexa se e somente se o lugar geométrico
(conjunto de pontos) definidos pela sua Hessiana pode ser contido em uma região limitada deRn.

Teorema 12.56. Seja x um ponto crítico de uma função f : Rn → R, e H a Hessiana de f. Se H é semidefinida
positiva, x é máximo local. SeH é semidefinida negativa, x é mínimo local. SeH é indefinida, então x é ponto de sela.

Corolário 12.57. Seja f : Rn → R e x um ponto crítico de f. Se a Hessiana de f é semidefinida positiva para todo
ponto, então x é máximo global de f.

12.4.4 Otimização quadrática
Problemas de otimização pedem que seja encontrado um ponto no qual uma dada função qualquer tem
valor ótimo (máximo ou mínimo), respeitando certas restrições.

Um programa quadrático é um problema de otimização onde o objetivo émaximizar ouminimizar uma
função quadrática, respeitando restrições descritas como desigualdades lineares.

Definição 12.58. Um programa quadrático é definido como

min z(λ, x) = λcTx+
1

2
xTQx.

s.a. : Ax ≤ b
x ≥ 0

onde λ é um parâmetro escalar; c e x são vetores comn elementos; eQ é umamatriz semidefinida positiva
n× n;A uma matrizm× n; e b é um vetor comm elementos. ♦

Q define uma forma quadrática; se não for semidefinida positiva, a função não será convexa.

Exemplo 12.59. Um investidor quer montar uma carteira de ativos. Para cada par de ativos i e j, ele
conhece as médias µi a variância σii e a covariância σij. Ele quer construir uma carteira que lhe dê um
rendimento médio mínimo r, minimizando o risco.

A função a ser minimizada (o risco) é
∑

i

∑
j σijxixj, uma função quadrática. E as restrições são:

• Cada xi representa uma fração do valor total investido, e a soma das frações deve ser um:
∑

i xi = 1.

• O rendimento médio deve ser≥ r, ou seja,
∑

i µixi ≥ r
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min
∑
i

∑
j

σijxixj

s.a.:
∑
i

xi = 1∑
i

µixi ≥ r

x ≥ 0 ◀

Não tratamos aqui dos algoritmos para solução de programas quadráticos. Exposições detalhadas de
programação linear e não-linear, incluindo programação quadrática, são dadas nos livros de Luenber-
ger [LY10] e de Nocedal [NW06].

Exercícios

Ex. 303 — Determine as matrizes das formas bilineares:

f(x, y) =xy− 2x+ 3y

g(x, x) =3x2 + x

Ex. 304 — Prove a proposição 12.7.

Ex. 305 — Prove o teorema 12.14.

Ex. 306 — Prove o teorema 12.20.

Ex. 307 — OTeorema 12.21 nos garante que para qualquermatriz quadradaA comvalores positivos, temos
detA ≤

∏
aii. Prove que o mesmo vale para o valor absoluto do determinante – ou seja,

|detA| ≤
∏

aii.

Ex. 308 — Prove o teorema 12.29.

Ex. 309 — Sejam A e B dois operadores definidos positivos em Rn. Defina a relação A < B se e somente
se (B−A) é positivo. Mostre que:

i)< é transitiva.

ii) SeA < B e X < Y, entãoA+ B < X+ Y.

iii) Se X é invertível eA < B, então XAX−1 < XBX−1.

Ex. 310 — Mostre a representação matricial da função quadrática usada no exemplo 12.59.

Ex. 311 — Descreva geometricamente as formas quadráticas com In(A) = (1, 0, 1) e In(B) = (1, 0, 2).

Ex. 312 — Na seção 12.4.1 exibimos a classificação das cônicas e quádricas com equações xTAx + b = k,
com k > 0. Descerva geometricamente os casos degenerados, onde k = 0. Para as cônicas, explique como
esses casos degenerados são obtidos pela interseção de plano e cone.
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Ex. 313 — Classifique as seguintes funções quadráticas:

i) x2 − xy+ zy− z2

3
= 5

ii) x2 + xy = 1

iii) xz+ z2 − x2 = 3

iv) xy− xz+ zy− x2 + z2

2
= 1

Ex. 314 — Mostre que nenhuma função polinomial com grau ímpar maior ou igual a 3 e em uma variável
é convexa em R.

Ex. 315 — Seja f(a, b) = ea + log(b) é convexa em todo R2? E g(a, b) = ea − log(b)?

Ex. 316 — f(a, b) = log(a)b é convexa?

Ex. 317 — Onde f(x) = x21/x2 é convexa?

Ex. 318 —⋆ Seja R[x] o conjunto de todos os polinômios em x com coeficientes reais. Seja S o subconjunto
de R[x] que são positivos no intervalo [0, 1]. Mostre que S é convexo.

Ex. 319 —⋆ Escreva a forma quadrática em Z3
2 representada pela matriz a seguir.(

1 0 1
0 0 1
0 0 0

)

Ex. 320 —⋆ Quantas formas quadráticas distintas existem em Zn
2 ?
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Capítulo 13

Geometrias: Afim e Projetiva

Uma das maneiras de descrever a Álgebra Linear é como o estudo da geometria de várias dimensões. Até
este ponto, tratamos da Geometria Euclidiana, mas há geometrias diferentes, que surgem quando não usa-
mos os cinco postulados de Euclides1:

I um segmento de reta é determinado por dois pontos;

II qualquer segmento pode ser extendido em duas direções, dando origem a uma reta;

III um círculo pode ser descrito por um segmento de reta, tomando uma das extremidades como centro
e o comprimento do segmento como raio;

IV ângulos retos são congruentes;

V dada uma reta r e um ponto P fora dela, há um único ponto que passa por P e nunca intercepta r.

Neste Capítulo iniciamos uma exploração de duas geometrias. Primeiro, a Geometria Afim, que é uma
descriçãomais interessante da Geometria Euclidiana (nela ainda valemos postulados de Euclides); e depois,
a Geometria Projetiva, onde o postulado V (das retas paralelas) já não vale, porque não há nesta geometria
retas paralelas – todas as retas se encontram em algum ponto.

13.1 Geometria Afim

Nos interessam neste Capítulo algumas transformações que não estudamos anteriormente por não serem
lineares, apesar de serem simples e importantes. Em particular, não pudemos, no Capítulo 3, tratar de
translações, que são um tipo de isometria.

Isometrias são movimentos rígidos, ou transformações que preservam as distancias entre pontos – ro-
tações e translações, por exemplo, são isometrias; já a mudança de escala não é. Quando tratamos de
transformações lineares, observamos que a translação não é linear.

A Geometria Afim generaliza a Geometria Euclidiana separando pontos de vetores: os vetores não tem
posição fixa no espaço (sua visualização “depende de um referencial”), e pontos são posições fixas (são
“referenciais” qua podemos usar para visualizar vetores).

1O quinto postulado na verdade foi descrito por Euclides de forma diferente, mas o enunciado que damos é equivalente a ele.

429
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Um ponto pode ser descrito por um vetor e um referencial (o ponto que convencionamos chamar de
“origem”). Se trocarmos o referencial, teremos realizado uma translação. Poderemos representar transla-
ções naturalmente como matrizes, e consequentemente como transformações afim. Começamos, portanto,
definindo isometrias.

Definição 13.1 (isometria). Sejam V e W espaços vetoriais com produto interno. uma transformação
T : V → W é uma isometria (ou movimento rígido) se, quando aplicada a um conjunto de vetores, preserva
as distâncias entre eles, ou seja, para todos x e y em V ,

dV(x, y) = dW(T(x), T(y)),

onde dW denota a distância no espaçoW e dV denota a distância em V . ♦

Usualmente teremosV =W, e podemos dizer que f é isometria se para todos x, y ∈ V , d(f(x), f(y)) =
d(x, y).

Exemplo 13.2. Rotações, reflexões e translações são isometrias.
Refletir um conjunto de pontos por um hiperplano não muda as distâncias entre os pontos. Por exem-

plo, considere a reflexão em R2 pelo eixo das ordenadas,

T
[
(x1, x2)

T
]
= (−x1, x2)

T .

A figura a seguir mostra um exemplo da aplicação desta transformação em uma imagem.

T−−−−→

Notamos na figura que a distância entre os pontos transformados não muda. Verificaremos agora algebri-
camente que T preserva distâncias entre quaisquer dois pontos. Usamos a noção usual de distância para
R2, já vista no Capítulo 7. Verificaremos que

d
[
(x1, x2)

T , (y1, y2)
T
]
= d

[
T(x1, x2)

T , T(y1, y2)
T
]
.

De fato, temos

d
[
(x1, x2)

T , (y1, y2)
T
]
=
√

⟨(x1, x2)T , (y1, y2)T ⟩

=
√
(x1, x2)T (y1, y2)T

=
√
x1y1 + x2y2

=
√

(−x1)(−y1) + x2y2

=
√
(−x1, x2)T (−y1, y2)T

=
√

⟨(−x1, x2)T , (−y1, y2)T ⟩
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13.1. GEOMETRIA AFIM 431

= d
[
T(x1, x2)

T , T(y1, y2)
T
]
.

Pode-se facilmente verificar que o mesmo vale para traslações e rotações. ◀

Nem toda transformação linear, no entanto, é uma isometria – basta considerar T(v) = 0, por exemplo.

Exemplo 13.3. Seja uma transformação T : V → V , tal que T(v) = 0. Após aplicada a transformação,
todo vetor se torna zero, e a distância entre quaisquer dois vetores será zero. Assim, esta transformação
não é uma isometria. ◀

Mudança de escala e cisalhamento também não são isometrias.

Exemplo 13.4. Considere a transformação T(x1, x2)T = (2x1, x2/3)
T , que realiza mudança de escala nos

dois eixos. A operação é ilustrada na figura a seguir.

T−−−−→

d
[
T(x1, x2)

T , T(y1, y2)
T
]
= d

[
(2x1, x2/3)

T , (2y1, y2/3)
T
]

=
√

⟨(2x1, x2/3)T , (2y1, y2/3)T ⟩

=
√

(2x1, x2/3)T (2y1, y2/3)T

=
√
4x1y1 + x2y2/9

̸=
√
x1y1 + x2y2

= d
[
(x1, x2)

T , (y1, y2)
T
]
.

A mudança de escala claramente muda a distância entre pontos, a não ser no caso trivial onde o fator de
escala é um.

Facilmente podemos obter o mesmo resultado para a operação de cisalhamento, como pede o exercí-
cio 322. ◀

O conceito de isometria é aplicável a qualquer espaço com produto interno – não apenas espaços onde
podemos “visualizar” vetores.

Exemplo13.5. Noespaçodas funções reais deumavariável, e usandooproduto interno ⟨f, g⟩ =
∫+∞
−∞ f(x)g(x)dx,

a transformação
G(f) = −f

é uma isometria.

d(f, g) =

∫+∞
−∞ f(x)g(x)dx
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=

∫+∞
−∞ [−f(x)][−g(x)]dx

= d(G(f), G(v)). ◀

A seguir são apresentados dois Teoremas a respeito de rotações.

Teorema 13.6. EmRn, qualquer isometria T que preserve a origem, ou seja, tal que T(0) = 0, é uma rotação.

Teorema 13.7. Se T é uma matriz de rotação, então det T = 1.

A demonstração do teorema é simples pra R2:

det T = det
(
cos θ − sen θ
sen θ cos θ

)
= sen2 θ+ cos2 θ = 1.

O exercício 323 pede a demonstração para Rn.
As transformações lineares em Rn não representam todas as isometrias, porque translações não são

lineares. A geometria afim surge quando tentamos incluir as translações entre as transformações entre
espaços vetoriais.

As translações não são lineares porque as transformações lineares são da forma Ax, onde apenas tro-
camos cada coordenada de x por uma combinação linear das dela com outras. Uma transformação linear
não pode somar valores às coordenadas: de outra forma, teríamos T(0) ̸= 0, e a transformação não seria
linear.

Isso está relacionado ao conceito de vetor: como vetores são independentes de origem (ou de “referen-
cial”), não faz sentido transladá-los. Um vetor w transladado por um vetor v resultará nele mesmo, como
mostra a figura a seguir (note que os dois vetoresw na figura são idênticos, porque vetores independem de
referencial – ou de “origem”).

v

w w

13.1.1 Espaço Afim
A Geometria Afim resolve dois problemas que percebemos na Geometria Euclideana: primeiro, pontos e
vetores nãomais se confundem; e em segundo lugar (como consequência da separação de pontos e vetores),
podemos representar translações como transformações afim, que definiremos mais adiante.

Um espaço afim é uma representação de Rn, sem dar à origem uma posição privilegiada, separando os
conceitos de ponto e vetor. Tendo pontos e vetores como noções diferentes, podemos definir a operação de
soma de ponto com vetor. Note que se somarmos omesmo vetor a diferentes pontos, todos serão transladados
pela mesma distância e na mesma direção. Esta é exatamente a operação de translação que queríamos.

p p+ v

v
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13.1. GEOMETRIA AFIM 433

Somando um ponto a um vetor, obtemos outro ponto. Naturalmente, queremos que esta operação obedeça
algumas propriedades:

i) deve valer a associatividade na soma de pontos com vetores: (p+ v) + w = p+ (v+ w);

p

p+ (v+ w)

v+ w

p

(p+ v) + w

v

w

ii) o vetor 0 do espaço vetorial, quando somado a qualquer ponto p, resulta no próprio p;

iii) deve ser possível subtrair um ponto de outro, resultando em um único vetor – ou seja, para dois
pontos quaisquera eb, há umúnico v tal queb = a+v ou, usando a notação de subtração,b−a = v.

a b
v

Poderemos, em algumas situações, denotar o vetor b− a por ab.
Como definimos apenas uma operação (a soma), não tratamos de distributividade. Formalizamos estas

idéias na definição a seguir.

Definição 13.8 (espaço afim). Um espaço afim sobre um corpo K é uma estrutura (V, P,+), sendo V um
espaço vetorial sobreK e P um conjunto de pontos. A operação+ obedece às seguintes propriedades: para
todos os pontos a, b e vetores v, w,

i) a+ 0 = a;

ii) (a+ v) + w = a+ (v+ w);

iii) existe um único vetor v tal que b = a+ v; denotamos este vetor por ab, ou por (b− a). ♦

Veja que “herdamos” de V as operações de soma de vetores e de multiplicação de vetor por escalar.
Além destas, definimos a operação de soma de ponto com vetor.

Exemplo 13.9. Considere o par (P = R2, V = R2), onde chamamos os elementos em P de pontos e os
elementos emV de vetores. Se usarmos nele a operação usual de soma de vetores, tanto para somar vetores
como para somar pontos, temos um espaço afim. Da mesma forma, (Rn,Rn) também é. ◀

Exemplo 13.10. Uma reta r que não passa pela origem não é um espaço vetorial, mas é um espaço afim.
Seja s a reta paralela a r, mas passando pela origem.
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434 CAPÍTULO 13. GEOMETRIAS: AFIM E PROJETIVA

r s

Se visualizarmos os pontos de s como coordenadas de vetores, vemos que s pode ser tratado como espaço
vetoriral. Somamos os vetores de s aos pontos de r. A figura a seguir mostra r como conjunto de pontos e
s como conjunto de vetores

r

Assim, (r, s) é um espaço afim. ◀

Exemplo 13.11. Podemos usar outro espaço vetorial para construir o espaço afim da reta que não passa
pela origem, de forma parecida com o que fizemos com a parábola no exemplo 1.32: tomamos os pontos
da reta – por exemplo, a reta r dada por y = 2x + 1 (ou seja, para todo x real, (x, 2x + 1) ∈ r). Agora
escolhemos o espaço vetorial R. Definimos a operação + : r × R → r da seguinte maneira: suponha
que o vetor a ser adicionado seja o número real v. Então adicionamos o vetor à primeira coordenada (x), e
determinamos a segunda.

(x, 2x+ 1)︸ ︷︷ ︸
ponto

+ (v)︸︷︷︸
vetor

=
(
x+ v, 2(x+ v) + 1

)

A próxima figura ilustra a adição do vetor+1.5 ao ponto (−1,−1).
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13.1. GEOMETRIA AFIM 435

(−1,−1)

(0.5, 2)

v = +1.5

Como a reta dada é um conjunto de pontos e R é um espaço vetorial, nos falta apenas mostrar que a ope-
ração de soma de ponto com vetor tem as propriedades descritas na definição 13.8.

i) Para qualquer ponto (x, y) da reta, trivialmente (x, y) + 0 = (x, y).

ii) Seja a = (x, 2x+ 1) um ponto da reta r, e v,w dois números reais. Então

[a+ v] +w = [(x, 2x+ 1) + v] +w

= (x+ v, 2(x+ v) + 1) +w

= (x+ v+w, 2(x+ v+w) + 1)

= (x+ [v+w], w(x+ [v+w]) + 1)

= (x, 2x+ 1) + [v+w]

= a+ [v+w].

iii) Sejam a = (x, 2x+ 1) e b = (w, 2w+ 1) dois pontos da reta r. Então, se b = a+ u, temos

(w, 2w+ 1) = (x, 2x+ 1) + u

(w, 2w+ 1) = (x+ u, 2(x+ u) + 1),

de onde percebemos quew = x+ u, e portanto existe um único

u = w− x.

Agora podemos afirmar que (r,R,+) é um espaço afim. ◀

Exemplo 13.12. A equação
−x2 + y2 − z = 0

define um parabolóide hiperbólico (que tem um ponto de sela centrado na origem), que chamaremos de P.
Note que podemos reescrever a equação:

z = −x2 + y2.

Os pontos deste objeto geométrico podem ser tratados como um espaço afim usando a mesma técnica que
no exemplo 13.11: usaremos P, o espaço vetorialR2, e a seguinte operação de soma de pontos com vetores:

(x, y, −x2 + y2) + (a, b) =
(
x+ a, x+ b, [−(x+ a)2 + (y+ b)2]

)
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Geometricamente, usamos o plano (x, y, 0) como “índice”, e realizamos ali a soma de vetores aos pontos;
depois calculamos a altura do ponto que queremos.

A operação de soma tem as propriedades necessárias para que (P,R2,+) seja um espaço afim. ◀

Exemplo 13.13. Sabemos que o conjunto de soluções de um sistema linear homogêneo é um espaço vetorial.
Já o conjunto de soluções de um sistema linear não homogêneo é um espaço afim.

Seja A uma matrizm × n, e seja Ax = b um sistema não homogêneo, e Ax = 0 o sistema homgêneo
associado. Observamos que b e 0 temm linhas.

Denominamos o conjunto de soluções do sistemanãohomogeneo porB, e o espaço vetorial das soluções
do sistema homogeneo porH:

B = { x : Ax = b }
H = { x : Ax = 0 }

os elementos de B eH são vetores coluna com n linhas.
Identificamos os elementos deB com pontos, e usamosH como espaço vetorial; nosso espaço afim será

portanto (B,H),+, onde+ é a soma usual de vetores. Sejam x, y ∈ B. Então:
i) Seja 0 ∈ H o vetor zero (lembramos que 0 sempre é solução para o sistema homogeneo). Trivial-
mente, x+ 0 = x.

ii) Sejam ab ∈ H. Também é trivial que x+ (a+ b) = (x+ a) + b, porque x, a e b são vetores em Rn,
e a adição de vetores é associativa.

iii) Existe um único a ∈ H tal que
x = a+ y.

Certamentea existe e é único, porque é a soma de dois vetores, x e−y. Restamostrar que a pertence
aH.

x = a+ y
Ax = Aa+ y

Ax−Ay = Aa
b− b = Aa, (Se x, y ∈ B, entãoAx = b,Ay = b)

0 = Aa.

E assim vemos que a é solução para o sistema homogeneo, e terminamos a demonstração: (B,H,+)
é um espaço afim. ◀

Exemplo 13.14. Sejam Rímpar[x] e Rpar[x] os conjuntos de polinômios com coeficientes pares e ímpares.
O conjunto Rpar[x] é um espaço vetorial: como é subconjunto de R[x], só precisamos verificar que

i) o zero está no conjunto: trivialmente, 0x0 pertence a Rpar[x], e zero é par.

ii) as operações são fechadas: a soma de dois polinômios com expoentes pares resulta em outro com
expoentes também pares; e a multiplicação por escalar não muda os expoentes.

Já o conjunto Rímpar[x] não é um espaço vetorial, porque não contém o polinômio zero, mas torna-se
espaço vetorial quando adicionamos o zero.

Assim,
(Rímpar[x],Rímpar[x] ∪ 0)

é um espaço afim. ◀
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Lema 13.15 (de Chasles). Dados tres pontos a, b, c em um espaço afim, ab+ bc = ac.

Demonstração. Primeiro notamos que

b = a+ ab, c = b+ bc,

e disso segue que

c = b+ bc

= (a+ ab) + bc
= a+ (ab+ bc)

Mas como c = a+ ac, temos
a+ (ab+ bc) = a+ ac,

e temos finalmente ab+ bc = ac. ■

13.1.2 Subespaço afim
A noção de subespaço pode ser trazida naturalmente para espaços afim.

Definição 13.16 (subespaço afim). (S,W) é subespaço afim de (P, V) se S ⊆ P e (S,W) é um espaço
afim. ♦

Exemplo 13.17. Evidentemente, se (P, V) é espaço afim, então (P, V) é subespaço de si mesmo; e tanto
({p}, ∅) como (∅, ∅) são subespaços de (P, V). ◀

Exemplo 13.18. Um plano em R3 que não passa pela origem é um espaço afim, que podemos denotar
(X,R3), onde X é o conjunto de pontos do plano.

Uma reta contina nesse plano é um subespaço afim dele. ◀

Lema 13.19. Se (S,W) é subespaço afim de (P, V) entãoW é subespaço vetorial de V .

13.1.3 Dependencia afim, baricentros
Ao estudar espaços vetoriais, definimos o conceito de combinação linear. Em espaços afim não as usamos,
porque elas dependem de coordenadas dos vetores, que são sempre relativas a uma origem. Esclarecemos
com um exemplo.

Sejam P1 = (1, 1) e P2 = (3, 1) dois pontos no espaço afim (R2,R2). Queremos calcular a combinação
linear 2P1+P2. Se computarmos simplesmente 2× coordenadas de P1 com coordenadas de P2, estaremos
usando coordenadas relativas ao vetor zero – mas havíamos dito que o zero não tem papel privilegiado no
espaço afim! Precisamos de um terceiro ponto como referência.

Tomamos então duas outras referencias,Q = (1, 0) e R = (3/2,−1/2), e observamos que

2QP1 + 3QP2 = 2(0, 1) + (2, 1)

= (0, 2) + (2, 1)

= (6, 3).

2RP1 + 3RP2 = 2(−1/2, 3/2) + (3/2, 3/2)

= (−1, 3) + (3/2, 3/2)

=
1

2
(1, 9).
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ou seja,
2QP1 + 3QP2 ̸= 2RP1 + 3RP2.

A combinação linear de pontos depende do referencial. A figura a seguir ilustra o que acabamos de calcular.

P1 P2

Q

R

Q ′ = (6, 3)

1
2
(1, 9) = R ′

Para garantir que a combinação de pontos sempre será a mesma, sem depender da referência, basta
exigir que a soma dos coeficientes seja um.

Teorema 13.20. Sejam p1, . . . , pn pontos em um epsaço afim, e λ1, λ2, . . . , λn escalares cuja soma é um. Então
para quaisquer dois pontos q, r no mesmo espaço,

q+
∑
i

λiqpi = r+
∑
i

λirpi

Demonstração. Para quaisquer pontos q e r,

q+
∑
i

λiqpi = q+
∑
i

λi(qr+ rpi) (Lema de Chasles – 13.15)

= q+

(∑
i

λi

)
qr+

∑
i

λirpi

= q+ qr+
∑
i

λirpi

= r+ λirpi. ■

Temos agora justificativa para definir o análogo de combinação linear para espaços afim.

Definição 13.21 (combinação afim). Uma combinação afim ou baricentro dos vetores v1, v2, . . . , vn é uma
combinação linear destes vetores onde a somatória dos coeficientes é um, ou seja, uma combinação afim é∑

i

aivi,

com ∑
i

ai = 1. ♦
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Exemplo 13.22. Sejam

u =

(
1
2
1

)
, v =

(
0
2
2

)
, w =

(
1
1
1

)
.

Então
1

5

(
3
8
7

)
=
1

5
u+

2

5
v+

2

5
w

é combinação afim de u, v e w, mas

1

6

(
5
11
9

)
=
1

3
u+

1

3
v+

1

2
w

não é combinação afim de u, v e w, porque a somatória dos coeficientes não é um. ◀

Exemplo 13.23. Os pontos p = (1, 1), q = (1, 3), r = (2, 4) definem um triângulo. Podemos calcular
vários baricentros desses pontos:

s =
1

2
(1, 1) +

1

4
(5, 1) +

1

4
(4, 4) =

1

4
(11, 7)

t =
1

6
(1, 1) +

1

6
(5, 1) +

2

3
(4, 4) =

1

3
(11, 9)

Note que podemos usar coeficientes negativos, e que isso significa que geometricamente, um baricentro
pode estar “fora” da região delimitada pelo conjunto de pontos2.

u = 3/2(1, 1) −
1

6
(5, 1) −

2

6
(4, 4) =

1

3
(−2, 0)

p q

r

s

t

u

O ponto u ficou fora do triângulo porque foi calculado com coeficientes negativos. ◀

Definição 13.24 (centróide). O centróide de um conjunto de pontos p1, p2, . . . , pn é o baricentro desses
pontos com coeficientes 1/n. ♦

2Se exigirmos que os coeficientes sejam positivos, teremos uma combinação convexa.
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Exemplo 13.25. Os pontos (1, 1), (1, 3), (2, 4) definem um triângulo, e calculamos diversos baricentros
dele no exemplo 13.23. O centróide dos pontos, no entanto, é

c =
1

3
(1, 1) +

1

3
(5, 1) +

1

3
(4, 4) =

(
10

3
, 2

)
.

A próxima figura mostra o centróide.

p q

r

c

◀

13.1.4 Dependência afim, coordenadas e bases
O conceito de dependência afim é construído como uma generalização do de dependência linear: um con-
junto de pontos é afim-independente se nenhum deles pode ser escrito como combinação afim dos outros.

Definição 13.26 (dependência afim). um conjunto de pontos é afim-independente se um deles pode ser
escrito como combinação afim dos outros. ♦

Exemplo 13.27. Em (R2,R2,+), os pontos

A =

(
1
2

)
, B =

(
1/3

4/3

)
, C =

(
1/2

3/2

)
são afim-dependentes, porque C é combinação afim deA e B:

C =
1

4
A+

3

4
B. ◀

Suponha que tenhamos quatro pontos, p0, p1, p2, p3 em (R2,R2,+). Podemos, a partir desses pontos,
identificar três vetores, p1 − p0, p2 − p0, e p3 − p0.

p0 p1

p2

p3
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Da mesma forma que escolhemos p0 para subtrair dos outros pontos, poderíamos ter escolhido qual-
quer um dos outros. Por exemplo, se escolhêssemos p2, teríamos p1 − p0, p2 − p0, e p3 − p0

p0 p1

p2

p3

O Teorema 13.28 determina que a independência afim dos pontos é equivalente à independência linear
dos vetores diferença.

Teorema 13.28. Um conjunto de pontos p0, . . . , pn é afim-independente se e somente se os vetores p1 − p0,
p2 − p0, . . . , pn − p0 são linearmente independentes.

Demonstração. Provaremos que

i) p0, . . . , pn afim-dependente implica em {p1 − p0, p2 − p0, . . . , pn − p0} linearmente dependente;

ii) {p1 − p0, p2 − p0, . . . , pn − p0} linearmente dependente implica emp0, . . . , pn afim-dependente.

Começamos por (i).
Suponha que o conjunto p0, . . . , pn seja afim-dependente. Então um desses pontos pode ser escrito

como combinação afim dos outros.

p0 =

n∑
j=1

ajpj,
∑
j

aj = 1,

com algum aj ̸= 0.
Então,

n∑
j=1

ajpj − p0 = 0

n∑
j=1

ajpj − p0

n∑
j=1

aj = 0 (
∑n

j=1 aj = 1)

n∑
j=1

aj(pj − p0) = 0,

com algum aj ̸= 0, ou seja, o conjunto

{p1 − p0, p2 − p0, . . . , pn − p0}

é linearmente dependente.
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Agora demonstramos (ii).
Suponha que os vetores (pj − p0) sejam LD – ou seja, existem coeficientes b1, . . . , bbn, tais que

n∑
j=1

bj(pj − p0) = 0,

com algum bj ̸= 0. Então
n∑

j=1

bj(pj − p0) = 0

n∑
j=1

bjpj −

n∑
j=1

bjp0 = 0

(∑n
j=1 bjpj

)
∑n

j=1 bj
− p0 = 0

n∑
j=1

(
bj∑n
j=1 bj

)
pj = p0,

ep0 pode ser escrito em função dos outros pontospj. A combinação é afim, porque a soma dos coeficiantes
é um:

n∑
j=1

bj∑n
j=1 bj

= 1. ■

Teorema 13.29. Um conjunto de pontos p1, . . . , pn é afim-independente se e somente se

n∑
i=1

cipi = 0,

com ∑
i

ci = 0,

implica em todos os ci serem iguais a zero.

Exemplo 13.30. O Exemplo 13.27 mostra que os pontos

A =

(
1
2

)
, B =

(
1/3

4/3

)
, C =

(
1/2

3/2

)
são afim-dependentes. De acordo com o Teorema 13.29, deve haver coeficientes ci tais que

∑n
i=1 cipi = 0,

com
∑

i ci = 0. De fato, com c1 = 1, c2 = 3 e c3 = −4 temos

1

(
1
2

)
+ 3

(
1/3

4/3

)
− 4

(
1/2

3/2

)
=

(
0
0

)
. ◀

Lema 13.31. Seja p1, . . . , pn um conjunto de pontos. Se para algum dos pontos, pi, a família de vetores pipj, com
j ̸= i forem LI, então para todo i, a família de vetores pipj, com j ̸= i é LI.
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Teorema 13.32. Suponha que um vetor é o baricentro de p1, . . . , pn com coeficientes λ1, . . . , λn. Então esses
coeficientes são únicos se e somente se os pontos p1, . . . , pn são afim-independentes.

Uma vez que umponto é unicamente descrito pelos coeficientes de uma combinação afim, independete
do ponto que usemos como referência, podemos usar estes coeficientes como coordenadas. No entanto,
como percebemos anteriormente, as coordenadas são dependentes dos pontos usados para computar o
baricentro. Precisamos de algo análogo ao conceito de base de um espaço vetorial.

Construiremos então o conceito de base para espaços afim.

Na figura a seguir, as setas indicam dois vetores que poderiam gerar este plano.

z

x

y

1
p0

p1
p2

No entanto, as setas não são os p1 e p2, que são pontos! Os vetores que servem de base para o subespaço de
dimensão dois (o plano) são (p1 − p0) e (p2 − p0).

Para descrever completamente este espaço afim, precisamos de

i) um ponto, que servirá de referência para a descrição dos outros pontos;

ii) uma base para o subespaço onde nossos pontos e vetores estarão.

Assim, para formar uma base para um espaço afim precisamos de n + 1 pontos, cujas coordenadas podem
também representar vetores LI emRn+1.

Suponhaquenosso espaço afimé (R2,R2). Emespaços vetoriais, nossas coordenadas eramcomrelação
a uma base apenas. No espaço afim, como vetores não dependemda referencia fixa na origem, se quisermos
um sisetma de coordenadas que nos permita descrever vetores e pontos, a intuição nos indica que uma
“base” para este espaço deve incluir (i), um ponto de referência (que fará o papel da origem); e (ii), algo
que se pareça com uma base para R2. Na figura a seguir, à esquerda, p0 é a origem, e b1, b2 formam
uma base para R2. Vale lembrar que os vetores foram dispostos partindo de p0 apenas por conveniência,
porque eles não tem “posição fixa” no espaço. Na figura da direita, vemos que ao invés de um ponto e dois
vetores, podemos usar três pontos para descrever a base do espaço afim – e que, neste exemplo b1 = ppp1
e b2 = p0p2.
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p0

b1
b2

p0

p1
p2

Este raciocínio, generalizado para espaços vetoriais quaisquer, é condensado na definição 13.33.

Definição 13.33 (base afim). Seja (P, V) umespaço afim. Uma base afim para (P, V) comorigemp0 consiste
de um ponto p0 ∈ P e um conjunto de vetores {b1, b2, . . . , bn}, tais que

{b1 − p0, b2 − p0, . . . , bn − p0}

Pode-se denotar a base por (p0, b1, b2, . . . , bn), onde p0 é um ponto e os bi são vetores, ou por (p0,
p1, . . . , pn), onde p0 é a origem e os vetores da base de V são p0p1,p0p2, . . . ,p0pn. ♦

Exemplo 13.34. Os três pontos

p0 =

(
4
1

)
, p1 =

(
1
2

)
, p2 =

(
0
1

)
são afim-independentes. Isso significa que (p0p1,p0p2) é LI (base para R2). Os três pontos, portanto,
formam uma base afim para (R2,R2,+).

A figura a seguir ilustra esta base.

p0

b1

b2 p0

p1

p2

◀

Exemplo 13.35. Se tomarmos a origem e a base canônica de R2, teremos

p0 =

(
0
0

)
, p1 =

(
1
0

)
, p2 =

(
0
1

)
,

base para (R2,R2,+). ◀
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Agora, com o conceito de base, já nos é possível definir coordenadas afim.

Definição 13.36 (coordenadas afim). SejaB = (p0, p1, . . . , pn)umabase afim. Se umpontop é baricentro
de p0, p1, . . . , pn, e com coeficientes λ0, . . . , λn, denominamos esses coeficientes de coordenadas afim de
p na base B. ♦

Exemplo 13.37. Considere a seguinte base para (R2,R2,+):

p0 =

(
1
0

)
p1 =

(
2
2

)
p2 =

(
−1
1

)
Determinaremos as coordenadas afim de (1, 1).

p0

p1

p2 p

Para que (1, 1)T seja baricentro de (p0, p1, p2), os coeficientes devem ser

λ0 = 2/5,

λ1 = 2/5,

λ2 = 1/5,

porque
2

5

(
1
0

)
+
2

5

(
2
2

)
+
1

5

(
−1
1

)
=

(
1
1

)
,

e portanto as coordenadas afim de (1, 1) nesta base são (2/5, 2/5, 1/5). ◀

13.1.5 Transformações Afim
Trataremos agora de transformações afim. Além das transformações lineares, que já podemos realizar no
espaço afim, podemos transladar pontos somando vetores a eles.

Uma transformação afim é uma transformação dos pontos de umespaço afimos pontos de outro – ou seja,
se os espaços são (P, V) e (P ′, V ′), uma transformação afim teráP comodomínio eP ′ como contradomínio.
A transformação T : P → P ′, de pontos em pontos, define uma outra transformação de vetores em vetores:
se

T(a) = x,

T(b) = y,

então definimos uma transformação S em V , tal que

S(b− a︸ ︷︷ ︸
vetor

) = T(b) − T(a)︸ ︷︷ ︸
vetor

.

Para que T seja afim, S deve ser linear.
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Definição 13.38 (transformação afim). Sejam (P, V) e (Q,W) dois espaços afim. Uma função T : P → Q
é uma transformação afim se é linear em vetores, ou seja, a transformação S : V → W, tal que S(b − a) =
T(b) − T(a) é linear. ♦

O exercício 330 pede a demonstração do teorema 13.39.

Teorema 13.39. SejamA = (V, P) eB = (W,P) dois espaços afim. Uma função T : A→ B é uma transformação
afim se e somente se preserva baricentros, ou seja,

T(λ1p1 + λ2p2 + · · ·+ λkpk) = λ1T(p1) + λ2T(p2) + · · ·+ λkT(pk),

para qualquer inteiro k > 0 e escalares λi tais que
∑

i λi = 1.

Exemplo 13.40. Considere o espaço afim (R2,R2). A transformação dada por

f
[
(x, y)T

]
= (x, y+ 2)T

é uma translação. Verificamos que é uma transformação afim. Mostramos apenas o caso com dois pontos;
o caso geral pode ser verificado semelhantemente por indução.

af
[
(p, q)T

]
+ bf

[
(x, y)T

]
= a(p, q+ 2)T + b(x, y+ 2)T

= (ap, aq+ 2a)T + (bx, by+ 2b)T

= (ap+ bx, aq+ by+ 2a+ 2b)T

= (ap+ bx, aq+ by+ 2)T (a+ b = 1)
= f
[
(ap+ bx, aq+ by)T

]
= f
[
a(p, q)T + b(x, y)T

]
. ◀

Exemplo 13.41. A transformação dada por

f
[
(x, y)T

]
= (−y, 2x)

é linear, e deve portanto ser afim. Verificamos:

af
[
(p, q)T

]
+ bf

[
(x, y)T

]
= a(−q, 2p)T + b(−y, 2x)T

= (−aq, 2ap)T + (−by, 2bx)T

= (−aq− by, 2ap+ 2bx)T

= f
[
(ap+ bx, aq+ by)T

]
= f
[
a(p, q)T + b(x, y)T

]
. ◀

13.1.6 Coordenadas afim e matrizes
Queremos poder representar nossas transformações como matrizes, mas enquanto as transformações li-
neares operam como multiplicação por matriz (Tx = y), transformações afim tem uma parte aditiva
(Tx + z = y). É possível, no entanto, mudar nossa representação de forma que todas as transformações
operam da mesma forma, como multiplicação de matrizes.

Suponha que nosso espaço afim seja (R2,R2). VisualizaremosR2 como subconjunto deR3: considere
o plano onde z = 1, ilustrado na figura:
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z

x

y

1

As transformações lineares em R3 que levam pontos deste plano nele mesmo são da formaa11 a12 p
a21 a22 q
0 0 1


Estas transformações são lineares em R3, mas podem transladar pontos dentro deste plano!

Exemplo 13.42. Considere por exemplo a transformação

T =

(
1 0 1
0 1 2
0 0 1

)
Aplicamos esta transformação ao ponto v = (2, 2, 1)T :

Tv =

(
1 0 1
0 1 2
0 0 1

)(
2
2
1

)
=

(
3
4
1

)

z

x

y

1

v

Tv

O efeito da transformação foi de adicionar 1 à coordenada x e 2 à coordenada y – uma translação! ◀

A idéia que expusemos, da representação do espaço afim (R2,R2) como um plano em R3, pode ser
extendida para dimensões mais altas. De maneira geral, o espaço afim (Rn,Rn) e suas transformações
afim podem ser descritos como um hiperplano de dimensão n em Rn+1, e transformações lineares que
agem somente naquele hiperplano.

De maneira geral, uma transformação afim em espaço afim de dimensão n pode ser descrita por uma
matriz quadrada de ordem n+ 1.
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Teorema 13.43. Toda transformação afim f pode ser descrita em forma matricial como

f(v) = Av+ w,

ondeA é uma matriz quadrada ew é um vetor.
Além disso, toda função da forma f(v) = Av+ w define uma única transformação afim.

Suponha que tenhamos uma transformação afim Tv+ w. Se reescrevermos o vetor v como

v ′ = (v1, v2, . . . , vn, 0)
T ,

a translação w como
w ′ = (w1, w2, . . . , wn, 1)

T ,

podemos reescrever atransformação como

A =


a11 a12 · · · a1n w1

a21 a22 a2n w2
...

. . .
an1 an2 · · · ann wn

0 0 · · · 0 1

 ,
e teremos

Av ′ = Tv+ w.

Com o acréscimo de uma linha e uma coluna representamos transformações afim como uma única matriz.
Uma transformação afim é composta de uma parte linear e uma translação (a parte afim). Na repre-

sentação matricial, as primeiras n linhas e colunas da matriz são a parte linear, e a n − 1-ésima coluna
representa a translação.  L A

0 1


Exemplo 13.44. A transformação

T =

(
1 0 2
0 1 3
0 0 1

)
realiza uma translação equivalente à adição do vetor (2, 3)T . De fato, se x é representado usando coorde-
nadas homogêneas, e portanto x = (x1, x2, 1)

T , então

Tx =

(
1 0 2
0 1 3
0 0 1

)(
x1
x2
1

)

=

(
x1 + 2
x2 + 3
1

)
A figura a seguir ilustra a transformação no triângulo com vértices (1, 1/2), (1, 1), (2, 1):

T(1, 0.5) = (3, 3, 5)

T(1, 1) = (3, 4)

T(2, 1) = (4, 4)



Ve
rsã
o P
re
lim
in
ar

Ál
ge
br
a L
in
ea
r

Jer
ôn
im
o P
ell
eg
rin
i

13.1. GEOMETRIA AFIM 449

1 2 3 4

1

2

3

4

◀

Exemplo 13.45. Uma transformação estritamente linear (sem translação) teráA = 0. Por exemplo,

R =

(
cos θ − sen θ 0
sen θ cos θ 0

0 0 1

)

é uma rotação por um ângulo θ, representada como transformação no espaço afim. TemosA igual ao vetor
zero, e L igual à matriz da transformação linear que efetua rotação por θ. ◀

Exemplo 13.46. Uma translação pura terá L igual à identidade, e emA teremos o vetor usado para trans-
ladar os pontos. Por exemplo,

S =

(
1 0 2
0 1 5
0 0 1

)
é uma translação que adiciona 2 à primeira coordenada e 5 à segunda. ◀

Exemplo 13.47. A combinação dos dois exemplos anteriores é uma rotação seguida de uma translação,
representada por

T = S ◦ R = SR =

(
cos θ − sen θ 2
sen θ cos θ 5

0 0 1

)
.

Se calcularmos R ◦ S, imediatamente percebemos que rotação e translação não são, de forma geral, comu-
tativas:

RS =

(
cos θ − sen θ 2 cos θ− 5 sin θ
sen θ cos θ 2 sin θ+ 5 cos θ

0 0 1

)
.

◀
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O teorema 13.48 nos garante que a composição de duas transformações afim sempre será também outra
transformação afim.

Teorema 13.48. A composição de duas transformações afim é uma transformação afim.

Demonstração. Sejam f e g duas transformações afim:

f(x) = Ax+ w
g(x) = Bx+ u.

A composta f ◦ g é

(f ◦ g)(x) = A
[
g(x)

]
+ w

= A
[
Bx+ u

]
+ w

= ABx+ (Au+ w),

que é afim. ■

Da demonstração do teorema 13.48 também observamos que transformações afim não são sempre co-
mutativas, já queABx pode ser diferente de BAx.

Teorema 13.49. A inversa de uma transformação afim, se existir, também será uma transformação afim.

Demonstração. Uma transformação afim pode se escrita como f(x) = Ax+w. Sua inversa, quando existir,
será

f−1(u) = A−1(u− w)
= A−1u−A−1w.

que claramente também é uma transformação afim. ■

13.1.7 O efeito em uma base determina a transformação
O efeito de uma transformação linear em uma base a determina completamente. De maneira similar, o
efeito de uma transformação afim em uma base afim também a determina unicamente.

Teorema 13.50. Seja (p0, p1, . . . , pn) base para um espaço afim A, e T uma transformação afim de A em A.
Então a transformação T é unicamente e completamente caracterizada por T(p0), . . . , T(pn).

Demonstração. Uma transformação no epsaço afim (Rn,Rn) é descrita como umoperador linear emRn+1.
Este, por sua vez, é caracterizado por n + 1 valores em uma base. A base do espaço afim tem exatamente
n+ 1 vetores, então basta descrever a transformação linear em Rn+1. ■

Exemplo 13.51. Seja B = ((0, 0, 1), (1, 0, 1), (0, 1, 1)) uma base para o espaço afim (R2,R2), e T uma
transformação nesse espaço tal que

T(0, 0, 1)T = (1, 2, 1)T

T(1, 0, 1)T = (0, 1, 1)T

T(0, 1, 1)T = (2, 4, 1)T
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Como todo vetor é combinação linear da base, então

(x, y, z) = a(0, 0, 1) + b(1, 0, 1) + c(0, 1, 1).

com

a = z− y− x

b = x

c = y

Então

T(x, y, z) = T(a(0, 0, 1) + b(1, 0, 1) + c(0, 1, 1))

= aT(0, 0, 1) + bT(1, 0, 1) + cT(0, 1, 1)

= a(1, 2, 1) + b(0, 1, 1) + c(2, 4, 1)

= (z− y− x, 2z− 2y− 2x, z− y− x) + (0, x, x) + (2y, 4y, y)

= (−x+ y+ z,−x+ 2y+ 2z, z).

Como z = 1,
T(x, y, 1)T = (−x+ y+ 1,−x+ 2y+ 2, 1)T

A matriz da transformação é

T =

(
−1 1 1
−1 2 2
0 0 1

)
Percebemos que a translação associada a esta transformação é dada pelo vetor (1, 2)T , que aparece na
última coluna da matriz. Isto está de acordo com os valores dados inicialmente para a transformação:
T(0, 0, 1)T = (1, 2, 1)T . ◀

Exemplo 13.52. Seja B = ((1, 1, 1), (1, 0, 1), (0, 1, 1)) uma base para o espaço afim (R2,R2), e T uma
transformação nesse espaço tal que

T(1, 1, 1) = (1, 0, 1)

T(1, 0, 1) = (0, 2, 1)

T(0, 1, 1) = (3, 3, 1)

Como todo vetor é combinação linear da base, então

(x, y, z) = a(1, 1, 1) + b(1, 0, 1) + c(0, 1, 1).

Disso obtemos

a = x+ y− z

b = −y+ z

c = −x+ z

Agora podemos determinar T :

T(x, y, z) = T(a(1, 1, 1) + b(1, 0, 1) + c(0, 1, 1))



Ve
rs
ão
Pr
el
im
in
ar

Ál
ge
br
a L
in
ea
r

Je
rô
ni
m
o
Pe
lle
gr
in
i

452 CAPÍTULO 13. GEOMETRIAS: AFIM E PROJETIVA

= aT(1, 1, 1) + bT(1, 0, 1) + cT(0, 1, 1)

= a(1, 0, 1) + b(0, 2, 1) + c(3, 3, 1)

= (x+ y− z)(1, 0, 1) + (−y+ z)(0, 2, 1) + (−x+ z)(3, 3, 1)

= (x+ y− z, 0, z+ y− z) + (0,−2y+ 2z,−y+ z) + (−3x+ 3z,−3x+ 3z,−x+ z)

= (−2x+ y+ 2z,−3x− 2y+ 5z, z).

Observamos que, como esperado, o último componente é simplesmente z. Como z sepre é um, temos

T(x, y, 1)T = (−2x+ y+ 2,−3x− 2y+ 5, 1)T .

A matriz desta transformação é

T =

(
−2 1 2
−3 −2 5
0 0 1

)
◀

13.2 Geometria Projetiva

(Esta seção é somente um rascunho!)
Iniciamos esta seção com uma descrição intuitiva do que é a Geometria Projetiva, para posteriormente

formalizarmos os conceitos de plano projetivo e transformação projetiva.

13.2.1 Noções intuitivas

Exemplo 13.53. Na figura a seguir temos, à esquerda, uma representação de uma linha férrea. À direita,
a mesma linha férrea desenhada em perspectiva, de forma que os trilhos, que são paralelos, encontram-se
em um ponto que supomos estar “no infinito”, e os dormentes são desenhados cada vez menores à medida
que ficam mais distantes do observador.

◀

AGeometria Projetiva nos permite obter uma imagememperspectiva, de forma que, por exemplo, duas
retas paralelas se encontrem “no infinito”.
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13.2. GEOMETRIA PROJETIVA 453

Definição 13.54 (plano do objeto, da imagem e linha de terra). O plano π0, que vemos na horizontal na
figura, é chamado de plano do objeto, e o plano π1, que está na vertical, é o plano da imagem. A linha π0 ∩π1,
formada pela interseção entre os dois planos, é chamada de “linha de Terra”. ♦

No plano do objeto, temos os objetos desenhados sem projeção (ou seja, sem o uso de “perspectiva”).
No plano da imagem, temos uma projeção dos objetos, de forma que apareçam “em perspectiva”.

Os pontos do plano do objeto são projetados no plano da imagem. A fimde definir como se dá a projeção
dos pontos, definimos inicialmente um pontoO, que chamamos de centro da perspectiva.

Definição 13.55 (linha de projeção). Para cada ponto P em π0, traçamos uma reta r passando por P e por
O. Esta reta passará pelo plano π1 (a não ser que seja paralela a ele – não tratermos deste caos agora), e o
ponto por onde ela passar, π1 ∩ r, é a linha de projeção de P em π1. ♦

Definição 13.56 (linha de fuga, ponto de fuga principal). Se traçarmos um plano q perpendicular a π1 e
passando porO, a interseção q∩ π1 deste novo plano com o plano da imagem pi1 será uma reta chamada
de linha de fuga, ou linha do horizonte.

Se traçarmos uma reta s perpendicular a π1 e passando por O, a interseção s ∩ π1 desta reta com o
plano da imagem π1 será um ponto, chamado de ponto de fuga principal. ♦

Mudar a posição do ponto de perspectivaO é como mudar a posição do observador (ou da câmera).

A figura a seguir mostra tres retas paralelas no plano do objeto projetadas no plano da imagem.
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13.2.2 Coordenadas Homogeneas

13.2.3 Transformações Projetivas L A

P 1



13.3 Aplicações

Leitura Adicional

O leitor encontrará mais informações sobre as Geometrias Afim e Projetiva nos livros de Gallier [Gal01], de
Coxeter [Cox08] e de Samule e Levy [SL88]. Os livros de Kostrikin [KM89] e de Shafarevich e Remizov [SR09]
também apresentam as Geometrias Afim e Projetiva. O livro de Gomes e Velho [GV08] aborda a aplicação
em Computação Gráfica.

Outra abordagem para geometria que pode ser útil é a Álgebra Geométrica, descrita nos livros de Emil
Artin [Art88], Alan MacDonald [Mac11] e de Dorst, Fontijne e Mann [DFM07].

Exercícios

Ex. 321 — No exemplo 13.2 mostramos que a reflexão por um dos eixos é uma isometria. Mostre que as
reflexões por quaisquer retas que contenham a origem são também isometrias.

Ex. 322 — Nos exemplos 13.2 e 13.4 mencionamos que rotações e translações são isometrias, e que cisa-
lhamento não é isometria, mas não demos demonstração disso. Elabore as demonstrações.

Ex. 323 — Prove o Teorema 13.7.

Ex. 324 — Prove que em um espaço afim, para todos os pontos p, q,

i) p− p = 0

ii) (q− p) = −(p− q)

iii) p = q se e somente se (p− q) = 0

Ex. 325 — No Capítulo1, vimos que os conjuntos de soluções (i) de um sistema linear homogeneo; e (ii)
de uma EDO linear homogênea são espaços vetoriais. No presente Capítulo, no exemplo 13.13, provamos
que as soluções para um sistema linear não homogêneo formam um espaço afim. Ë natural perguntar se o
conjunto de soluções para uma EDO linear não homogenea é um espaço afim. Prove que sim ou que não.

Ex. 326 — Seja Pp o conjunto de todos os polinômios cuja soma dos expoentes seja par, e Pi aqueles com
soma de expoentes ímpar. Prove que (Pi, Pa,+) é um espaço afim.

Ex. 327 — A transformação f[(x, y)T ] = (1, 1) é afim? Mostre que sim ou que não.
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Ex. 328 — Prove que transformações afim preservam

i) planos (planos são levados em planos);

ii) paralelismo entre retas e entre planos;

iii) razão entre volumes de paralelepípedos contidos em outros paralelepípedos: se um paralelepípedo
A está contido em B, entao volA/ volB é igual a vol f(A)/ vol f(B).

iv) o mesmo que pede o item (iii), mas para triângulos.

Ex. 329 — Prove que, dados dois triângulos quaisquer A e B em R2, existe uma transformação afim que
levaA em B (e consequentemente, transformações afim não preservam ângulos).

Ex. 330 — Prove o teorema 13.39.

Ex. 331 — Descreva algebricamente a transformação T no espaço afim (R3,R3), com

T(1, 0, 0, 1) = (1, 1, 1, 1)

T(0, 1, 0, 1) = (0, 1, 1, 1)

T(0, 0, 1, 1) = (0, 0, 3, 1)

Ex. 332 — Sejam (a, b, c) e (x, y, z) coordenadas homogêneas de dois pontos. O que se pode dizer dos
determinantes das matrizes (

x y
a b

)
,

(
x z
a c

)
,

(
y z
b c

)
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Capítulo 14

Série de Fourier

Em espaços vetoriais de dimensão finita sabemos como descrever vetores como combinação linear de al-
guma base daquele espaço. Como todo espaço de dimensão finita é isomorfo a Rn e conhecemos bases
para Rn, sempre temos como determinar uma base para estes espaços. No entanto, apresentamos no
exemplo 2.37 o espaço de polinômios em R, com a base infinita 1, x, x2, x3, . . .. Claramente, estes polinô-
mios geram todos os polinômios em Rn. Neste capítulo mostraremos que há espaços de funções para os
quais podemos determinar bases, compostas de infinitas senóides e cossenóides, e usamos estas bases para
descrever certas funções periódicas como combinações lineares infinitas.

14.1 Funções Periódicas

Definição 14.1 (Função periódica). Uma função f com domínioD é periódica com período T se existe T ∈ D
tal que f(x) = f(x + T). O menor T positivo tal que esta equação é satisfeita é chamado de período mínimo
de f.

A frequência de f é o inverso de seu período: ϕ = T−1

A frequência angular de f é

ω = 2πϕ =
2π

T
♦

Suponha que o domínio de uma função periódica f seja o tempo. Enquanto o período é a quantidade de
tempo necessária para que o valor da função se repita, a frequência é a quantidade de vezes que os valores
se repetem em uma unidade de tempo. Muitas vezes os fenômenos periódicos estão associados a ângulos
em uma circunferencia. Neste caso é mais conveniente usar a frequência angular, que é a quantidade de
vezes em que os valores da função se repetem no decorrer de uma volta completa na circunferência.

Exemplo 14.2. O período das funções seno e cosseno é 2π, e suas frequências angulares são (2π/2π) = 1.
O período da função tangente é π, e sua frequência angular é 1/2. ◀

Exemplo 14.3. Mostramos a seguir o gráfico da função f(x) = (−1)⌊x⌉, onde ⌊x⌉ é o inteiro mais próximo
de x.

457
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−3 −2 −1 1 2 3

−1.5

−1

−0.5

0.5

1

1.5

0

x

f(
x
)

O período de f é 2 (tome por exemplo o intervalo (0.5, 2.5]). A frequência de f é 1/2, e a frequência angular
é 2π. ◀

Exemplo 14.4. Háumexemplomuito simples,masmuito importante: seja f(x) = kuma função constante.
A função f é periódica, mas não podemos identificar seu período, porque f(x) = f(x + T) = k para todo
T . ◀

Os teoremas 14.5 e 14.7 garantem que tanto homotetias como combinações lineares de funções perió-
dicas são também periódicas. O exercício 336 pede suas demonstrações.

Teorema 14.5. Se f é periódica com período T , e a ̸= 0, então f(ax) é periódica com período T/a.

Exemplo 14.6. A função seno é periódica, com período 2π. A função g = sen(4x), múltipla de seno, é
também periódica, com período π/2, o período original dividido por 4. A Figura a seguir mostra estas duas
funções.

−3 −2 −1 1 2 3

−2

−1

1

2

0

x

◀

Teorema 14.7. Se f1, . . . , fn são funções periódicas definidas no mesmo domínio D, com o mesmo período, e
a1, . . . , an constantes emD, a combinação linear

h(x) =

n∑
i=1

aifi(x)
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14.1. FUNÇÕES PERIÓDICAS 459

é periódica, e seu período é o mesmo das fi.

Exemplo 14.8. A função g = 2 sen(x) + 4 cos(x), combinação linear de seno e cosseno, é periódica com
período 2π, que é o período tanto do seno como do cosseno. Na figura, g é a função que tem valor mínimo
−2 e máximo+2; mas as três funções tem o mesmo período.

−3 −2 −1 1 2 3

−2

−1

1

2

0

x

◀

O Teorema 14.9 afirma que o Teorema 14.7 vale quando a quantidade de funções é infinita.

Teorema 14.9. Sejam f1, . . . são funções periódicas definidas no mesmo domínio D, com o mesmo período T , e
a1, a2 . . . ∈ D, Seja h(x) definida pela série infinita

h(x) =

∞∑
i=1

aifi(x).

Então, para os valores de x para os quais a série converge, h(x) é periódica, e seu período é o mesmo das fi, ou seja,

h(x) = h(x+ T),

onde T é o período das fi.

Se f não é periódica, podemos tomar seus valores em um intervalo (a, b], e “repetí-los” no resto do
domínio da função. À função resultante damos o nome de extensão periódica de f.

Definição 14.10 (extensão periódica). Seja f uma função. A extensão periódica de f em um intervalo (a, b]
é uma função periódica g que tal que g(x) = f(x) quando x ∈ (a, b], com período b− a. ♦

Exemplo 14.11. A função f(x) = x não é periódica. Sua extensão periódica no intervalo (−1,+1] é mos-
trada na figura a seguir.
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−4 −2 2 4

−1.5

−1

−0.5

0.5

1

1.5

0
0

x

f(
x
)

Esta função é dada por

g(x) = 2

(
1

2
+ x−

⌊
1

2
+ x

⌋)
.

◀

Exemplo 14.12. A extensão periódica de x2 no intervalo [0, 2] é ilustrada na figura a seguir.

2 4 6 8

1

2

3

4

Observe que em [0, 2] a função é idêntica a x2, e nos outros períodos o comportamento se repete.
Esta função é dada por

g(x) = 2
(x
2
−
⌊x
2

⌋)2
. ◀

Deve ficar clara a diferença entre a descrição de uma função no domínio do tempo e sua descrição no
domínio da frequência.

A seguir mostramos os gráficos das funções g(x) = 4 cos(2π2x+ 1) e h(x) = cos(2π8x+ 1).
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−20 −10 10 20

−4

−2

2

4

0

x

g
(x
)

−20 −10 10 20

−4

−2

2

4

0

x

h
(x
)

A primeira forma de onda tem frequência ϕ = 2, amplitude A = 4 e deslocamento de fase f = 1. A
segunda tem frequência ϕ = 8, amplitudeA = 1.

−30 −20 −10 10 20 30

−4

−2

2

4

0

x

(g
+
h
)(
x
)

Temos agora duas funções somadas, ou duas formasde onda sobrepostas. Tendo jáfixado a formaA cos(2πϕx+
f), com f = 1, podemos representar esta forma de onda como uma função cujo domínio são as frequências
e cujo contradomínio são as amplitudes:

A(2) =4

A(8) =1

Desta forma descrevemos a função no domínio da frequência.
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1 2 3 4 5 6 7 8

1

2

3

4

0

f

A

Podemos também somar infinitas formas de onda – onde “somar infinitas funções” significa especificar
uma série.

Por exemplo, considere a forma de onda

gn(x) = an cos(2πωn(x) + f),

com

an =
4

(2n+ 1)π
(14.1)

ωn(x) = (2n+ 1)x (14.2)

f = −
π

2
.

Podemos somar infinitos termos como este,

G(x) = g1(x) + g2(x) + · · · .

Note que x é um parâmetro, enquanto o n nas equações 14.1 e 14.2 é o índice do termo gn:

gn(x) = an cos(2πωn(x) + f)

=
4

(2n+ 1)π
cos
(
2π(2n+ 1)x−

π

2

)
A função que acabamos de definir,G(x), é dada portanto pela série

G(x) =

∞∑
n=1

gn(x) (14.3)

=

∞∑
n=1

4

(2n+ 1)π
cos
(
2π(2n+ 1)x−

π

2

)
. (14.4)

Esta série, que é a soma de infinitas formas de onda, converge para a função

f(x) =

{
−1 se x < ⌊x+ 1/2⌋
+1 se x ≥ ⌊x+ 1/2⌋.

(14.5)
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Os gráficos a seguir mostram somatórios dos primeiros 1, 2, 20, e 80 termos da série mostrada na fór-
mula 14.4, e a função dada na equação 14.5.

−0.5 0 0.5

−1

−0.5

0

0.5

1

primeiro termo

−0.5 0 0.5

−1

−0.5

0

0.5

1

2 primeiros termos

−T
2

T
2

−A

−1
2

1
2

1

20 primeiros termos

−T
2

T
2

−A

−1
2

1
2

1

80 primeiros termos

A série 14.4 é chamada de série de Fourier da função 14.5.

14.2 Série de Fourier

Conhecendo as propriedades de combinações lineares de funções periódicas, podemos definir a série de
Fourier, que descreve uma combinação linear infinita de funções de mesmo período. Lembramos que uma
série apenas define um somatório, que pode ou não convergir.

Definição 14.13 (Série de Fourier). A série

a0

2
+

∞∑
n=1

an cos
(
2nπx

T

)
+ bn sen

(
2nπx

T

)
é composta de termos periódicos com o mesmo período T . Tomamos os valores de x para os quais a série
converge, definimos uma função f(x) comesses valores comodomínio, e dizemos que esta é a série de Fourier
para f.

Os coeficientes ai, bi da combinação linear são chamados de coeficientes de Fourier. ♦

Usando frequência angular ao invés de período, a série de Fourier para f é

f(x) ∼
a0

2
+

∞∑
n=1

an cos (nωx) + bn sen (nωx) .
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O símbolo∼ significa que o ladodireito é somente umaexpansão formal (ou simbólica). Nãousamos o símbolo
= porque não podemos garantir que a série converge em todos os casos.

Os lemas a seguir serão úteis no uso de séries de Fourier para solução de equações diferenciais.

Lema 14.14. Se f(x) é periódica com período T , sua derivada também tem período T .

Demonstração. Claramente, ao aplicar as definições de derivada e de função periódica, o resultado segue:

d

dx
f(x+ T) = lim

h→0

f(x+ T + h) − f(x+ T)

h

= lim
h→0

f(x+ h) − f(x)

h

=
d

dx
f(x). ■

14.3 Determinação de coeficientes

Evitaremos por ora determinar quais funções periódicas podem ser representadas por séries de Fourier, e
abordaremos o problema de, dada uma função f com período T , determinar os coeficientes de Fourier para
f.

A série de Fourier de uma função descreve a função como combinação linear de infinitas formas de
onda. Estas infinitas formas de onda são uma base para um determinado espaço de funções. Usamos aqui
uma analogia que poderá ajudar a compreender como obteremos os coeficientes da série de Fourier de uma
função. Os componentes de um vetor em R3 são determinados por suas projeções ortogonais na base.

Por exemplo, se usarmos a base canônica {e1, e2, e3} e soubermos os ângulos entre v e os vetores da base,
além da magnitude de v, teremos

⟨e1, v⟩ = x = ||v|| cosα
⟨e2, v⟩ =y = ||v|| cosβ
⟨e3, v⟩ = z = ||v|| cosγ

Usaremos a mesema idéia para determinar os coeficientes de Fourier. No entanto, sabemos que o espaço
das funções periódicas tem dimensão infinita, e que não tem, portanto, uma base finita. Já mostramos no
exemplo 7.53 que seno e cosseno são ortogonais no intervalo [−π, π]. O lema 14.15 mostra como obter
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infinitas funções ortogonais (e portanto LI) entre si. Estas funções são da forma cos
(
2nπx

T

)
e sen

(
2nπx

T

)
,

com n inteiro. Da mesma forma que descrevemos vetores em espaços de dimensão finita por combinações
lineares, também usaremos combinações lineares destas funções para representar funções periódicas.

Lema 14.15. Usando o produto interno usual para funções 1, em um intervalo fixo [a, b]; e para quaisquerm, n
inteiros positivos, 〈

cos
(
2mπx

T

)
, cos

(
2nπx

T

)〉
=

{
0 sem ̸= n
T/2 sem = n〈

sen
(
2mπx

T

)
, sen

(
2nπx

T

)〉
=

{
0 sem ̸= n
T/2 sem = n〈

sen
(
2mπx

T

)
, cos

(
2nπx

T

)〉
= 0.

A demonstração do lema 14.15 é um exercício simples de Cálculo. Este lema nos diz que seno e cosseno
são ortogonais (isto é semelhante a ⟨e1, e2⟩ = 0 em R3), e que as senóides sen(nπx/T) tem norma

√
T/2

(isto é semelhante a ||e1||2 = ⟨e1, e1⟩ = 1 em R3), assim como as cossenóides.
Observe que se T = 2, a norma de cada uma das funções é 1, e portanto temos uma família ortonormal de

funções2. quando T ̸= 2, temos uma família ortogonal. Uma família ortogonal é necessariamente composta
de funções LI (pelo teorema 7.56).

Lema 14.16. Seja f periódica com período T . Então para todos a e b,∫a+T

a

f(x)dx =

∫b+T

b

f(x)dx

A intuição nos diz que o lema 14.16 vale; as figuras a seguir mostram gráficos de cos(x). Na primeira,
é ilustrada a integral em [−π,+π]; na segunda, a integral de [1/2, 1/2 + 2π]. O exercício 334 pede uma
demonstração rigorosa deste lema.

−6 −4 −2 2 4 6

−1

−0.5

0.5

1

−6 −4 −2 2 4 6

−1

−0.5

0.5

1

Enunciamos agora o teorema que nos dá os coeficientes de Fourier de uma função.

Teorema 14.17 (Fórmulas de Euler-Fourier). Seja f uma função com período T e frequência fundamentalω. Os
coeficientes de Fourier tais que

f(x) ∼
a0

2
+

∞∑
n=1

an cos (nωx) + bn sen (nωx)

1O produto interno de funções contínuas foi definido no exemplo 7.6, página 7.6.
2Famílias ortogonais de funções também são chamadas de sistemas ortogonais.
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são

a0 =
2

T

∫T
0

f(x)dx

an =
2

T

∫T
0

f(x) cos(nωx)dx

bn =
2

T

∫T
0

f(x) sen(nωx)dx

Demonstração. (i) Para a0: integramos os dois lados da equação em [0, T ]:∫T
0

f(x)dx =

∫T
0

(
a0

2
+

∞∑
n=1

an cos (nωx) + bn sen (nωx)

)
dx

=
a0T

2
,

e portanto a0 = 2
T

∫T
0
f(x)dx.

(ii) Para an: multiplicamos os dois lados por cos(mωx) e integramos em [0, T ]:∫T
0

f(x) cos(mωx)dx =
∫T
0

a0 cos(mωx)
2

dx

+

∞∑
n=1

(∫T
0

an cos (nωx) cos (mωx)dx+
∫T
0

bn sen (nωx) cos (mωx)dx

)

Pelo lema 14.15, a última integral desta fórmula é zero, e∫T
0

f(x) cos(mωx)dx =
∫T
0

a0 cos(mωx)
2

dx+

∞∑
n=1

∫T
0

an cos (nωx) cos (mωx)dx

Novamente usando o lema 14.15, a integral dentro do somatório é nula quando m ̸= n e T/2 quando
m = n. Usamos entãom = n e obtemos∫T

0

f(x) cos(nωx)dx =
a0

2nω

[
sen(nωx)

]T
0
+
anT

2

=
a0

2nω
(sen(nωT) − sen(0)) +

anT

2

=
anT

2
.

(iii) Para bn: usamos raciocínio análogo a (ii), multiplicando por sen(mωx), e obtendo

bn =
2

T

∫T
0

f(x) sen(nωx)dx. ■

Exemplo 14.18. Sejam g(x) = x, e f(x) a expansão periódica de g para o intervalo (−1, 1].
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−3 −2 −1 1 2 3

−3

−2

−1

1

2

3

0
0

x

g(x)

−4 −2 2 4

−1.5

−1

−0.5

0.5

1

1.5

0
0

x

f(x)

Calcularemos os coeficientes de f no intervalo (−1,+1].

Precisamos da integral de g em um domínio de tamanho 2. Como sabemos que g é definida em fun-
ção de f, usaremos f. No entanto, não podemos integrar f no intervalo (0, 2] porque este intervalo não
corresponde ao domínio fundamental que se repete para compor a função g. Tomamos o intervalo (−1, 1].

a0 =

∫1
−1

xdx = 0

an =

∫1
−1

x cos(nxπ)dx = 0

bn =

∫1
−1

x sen(nxπ)dx =
2 sen(πn)
π2n2

−
cos(πn)
πn

.

Todos os an são zero. Como n é inteiro, sen(nπ) = 0 e cos(nπ) = −1n. Com isto podemos descrever os
coeficientes bn de maneira mais simples:

bn = −
2(−1)n

πn
.

A série de Fourier para f(x) é

x =

∞∑
n=1

−
2(−1)n

πn
sen(nxπ)

=
2

π
sen(πx) −

2

2π
sen(2πx) +

2

3π
sen(3πx)

2

4π
sen(4πx) + · · ·

Os gráficos das expansões de Fourier com n até 2, 4, 6 e 8 são mostrados a seguir.
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−4 −2 2 4

−1.5

−1

−0.5

0.5

1

1.5

0

x

f(x)

−4 −2 2 4

−1.5

−1

−0.5

0.5

1

1.5

0

x

f(x)

−4 −2 2 4

−1.5

−1

−0.5

0.5

1

1.5

0

x

f(
x
)

−4 −2 2 4

−1.5

−1

−0.5

0.5

1

1.5

0

x
f(
x
)

◀

Exemplo 14.19. Consideramos novamente f(x) = x, mas desta vez no intervalo [−π, π] (e consequente-
mente com período 2π). Temos

a0 =
1

π

∫π
−π

xdx = 0

an =
1

π

∫π
−π

x cos(nx)dx =
1

π

(
x sen(nx)

n
+
cos(nx)
n2

) ∣∣∣π
x=−π

= 0

bn =
1

π

∫π
−π

x sen(nx)dx =
1

π

(
−
x cos(nx)

n
+
sen(nx)
n2

) ∣∣∣π
x=−π

=
2(−1)n+1

n
.

e portanto

x =

∞∑
n=1

2(−1)n+1

n
sen(nx).

Substituindo x = π/2, temos

π

2
=

∞∑
n=1

2(−1)n+1

n
sen(n

π

2
)
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π

4
=

∞∑
n=1

(−1)n+1

n
sen(n

π

2
)

= 1−
1

3
+
1

5
−
1

7
+
1

9
− · · · ,

a série de Gregory, que nos dá um método para aproximar3 π. ◀

14.4 Forma exponencial (ou “complexa”)

A fórmula de Euler nos permite escrever funções trigonométricas em termos de exponenciais4,5.

Teorema 14.20 (fórmula de Euler). Para qualquer ângulo θ ∈ R,

eiθ = cos(θ) + i sen(θ),

e como consequência,

sen(θ) =
eiθ − e−iθ

2i
,

cos(θ) =
eiθ + e−iθ

2
.

Exemplo 14.21. A função f(x) = 1
3
sen(4x) pode ser descrita como

f(x) =
1

3
sen(4x)

=
1

3

(
ei4x − e−i4x

2

)
. ◀

Usando a fórmula de Euler, observamos que

sen(nωx) =
einωx − e−inωx

2i
,

cos(nωx) =
einωx + e−inωx

2
.

3A convergência da série de Gregory é bastante lenta.
4Observando com cuidado o Teorema, notamos que como consequência, temos também a conhecida identidade de Euler, eiπ =

cos(π) + i sen(π) = −1.
5Uma demonstração simples usa a série de Taylor de eix:

eix =

∞∑
n=0

(ix)n

n!

=

∞∑
n=0

(−1)nx2n

2n!
+ i

∞∑
n=1

(−1)n−1x2n−1

(2n − 1)!

= cos x + i sen x
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Substituindo na expansão de Fourier de uma função, obtemos a forma exponencial para a série de Fourier.

f(x) ∼
a0

2
+

∞∑
n=1

an cos (nωx) + bn sen (nωx)

=
a0

2
+

∞∑
n=1

an
einωx + e−inωx

2
+ bn

einωx − e−inωx

2i

=
1

2

(
a0 +

∞∑
n=1

ane
inωx + ane

−inωx +
bne

inωx

i
−
bne

−inωx

i

)

=
1

2

(
a0 +

∞∑
n=1

ane
inωx + ane

−inωx + (−ibn)e
inωx − (−ibn)e

−inωx

)

=
1

2

(
a0 +

∞∑
n=1

(an − ibn)e
inωx + (an − bn)e

−inωx

)
Observando que os dois termos dentro do somatório diferem somente pelo sinal den, podemos reescrever
de forma mais compacta

f(x) ∼
1

2

( ∞∑
n=∞ cne

inωx

)
,

com

cn =

a−n + ib−n n < 0,

a0 n = 0
an − ibn n > 0.

(porque ei0ωx = 1)

Exemplo 14.22. A série de Fourier para f(x) = x em [−π, π], dada no exemplo 14.19, tem coeficientes

an =0

bn =
2(−1)n+1

n
.

A forma exponencial desta série da Fourier é

f(x) ∼
1

2

( ∞∑
n=∞−ibne

inωx − bne
−inωx

)
Temosω = 2π/2π = 1, portanto

f(x) ∼
1

2

( ∞∑
n=1

−
2i(−1)n+1

n
einx −

2(−1)n+1

n
e−inx

)
◀

Lema 14.23. Se f(x) é periódica e tem expansão de Fourier complexa

f(x) ∼

+∞∑
k=−∞ cke

ikx

então

f ′(x) ∼

+∞∑
k=−∞ ikcke

ikx.
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14.5 Convergência

A convegência de séries é um tópico extenso e que envolvemuitas sutilezas. Nesta seção abordamos apenas
algumas idéias básicas relacionadas à convegência de séries de Fourier.

Apresentaremos tres diferentes noções de convergência – ou seja, definiremos de tresmaneiras diferentes
o que poderíamos entender por convergência para uma série de Fourier. Estas noções serão apresentadas
damais fraca para amais forte. Há outras noções de convergência que não apresentamos aqui; o leitor pode
encontrar um estudo mais extenso sobre convergência de séries na literatura de Análise [Rud76; Apo74], e
sobre séries de Fourier na literaura de Análise Harmônica [PW12; BC11; Zyg03].

Para cada número k ∈ N∗, podemos listar os k primeiros termos de uma série de Fourier. Com diferen-
teskobtemosdiferentes funções. Por exemplo, a série de Fourier do exemplo 14.19 é

∑∞
n=1

2(−1)n+1

n
sen(nx),

e obtemos dela a seguinte sequência de funções, onde fi(x) é a i-ésima função da sequência, obtida com os
i primeiros termos da série de Fourier.

f1(x) =2 sen(x)
f2(x) =2 sen(x) − sen(2x)

f3(x) =2 sen(x) − sen(2x) +
2

3
sen(3x)

...

Formalizamos a seguir as definições de sequência e série de funções.

Definição 14.24 (Sequências e Séries de funções). Uma sequência de funções (fn) é uma função de N∗ em
um conjunto de funções, todas tendo o mesmo domínio e o mesmo contradomínio.

Uma série de funções é a sequência obtida do somatório dos primeiros termos de uma sequência de fun-
ções,

sn =

n∑
i=1

fi(x).

Em particular, a série infinita para a sequência (fn) é∞∑
i=1

fi(x). ♦

Exemplo 14.25. Definimos duas sequências de funções,

fn(x) =nx

gn(x) =(−1)nx

hn(x) =
x

n

As sequências são:

f1(x) = x

f2(x) = 2x

f3(x) = 3x

...

g1(x) = −x

g2(x) = +x

g3(x) = −x

...

h1(x) = x

h2(x) = x/2

h3(x) = x/3

...
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As séries para fn, gn e hn são∑
fn =

∞∑
n=1

nx = x+ 2x+ 3x+ · · ·

∑
gn =

∞∑
n=1

(−1)nx = −x+ x− x+ x− · · ·

∑
hn =

∞∑
n=1

x

n
= x+

x

2
+
x

3
+ · · · ◀

Exemplo 14.26. Além das séries de Fourier, discutidas neste capítulo, outro exemplo relevante é o da série
de Taylor,

f(x) = f(a) + f ′(a)(x− a) +
f ′′(a)

2!
(x− a)2 +

f(3)(a)

3!
(x− a)3 + · · · ◀

Temos já clara a definição de série de funções, e passamos agora a tratar da convergência destas séries.
Há diferentes noções de convergência para séries de funções, e apresentamos algumas delas:

• Convergência quase sempre: a série deve convergir para a função em todos os pontos exceto por umnú-
mero “pequeno” deles. O raciocínio é análogo àquele usado quando verificamos que pontos isolados
não mudam o valor de uma integral, porque a área abaixo de um ponto é zero.

• Convergência pontual: uma série fn converge para f se para cada x, fn(x)→ f(x).

• Convergência uniforme: a mais forte das noções de convergência; exigimos não somente que fn(x)→
f(x), mas que seja possível, para algumn, que a distância entre fn(x) e f(x) seja tão pequena quanto
queiramos, para todo x.

Quando usamos apenas os n primeiros termos da série de Fourier de uma função f, temos uma aproxi-
mação de f. Para medirmos a qualidade desta aproximação definimos uma noção de erro.

Definição 14.27 (Erro na aproximação de função por série). Sejam f uma função e fn uma sequência de
funções. O erro na aproximação de f pela série

Sn(x) =

n∑
i=1

fi(x)

no ponto x é a diferença entre f(x) e Sn(x),

En = |f(x) − Sn(x)|. ♦

Exemplo 14.28. A expansão de Taylor de sen(a) é

sen(x) = x−
x3

3!
+
x5

5!
−
x7

7!
+
x9

9!
− . . .

Podemos aproximar sen(x) usando apenas alguns dos primeiros termos da série:

S4(x) = x−
x3

3!
+
x5

5!
−
x7

7!
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Comparamos o valor de sen(1) com S4(1):

sen(1) = 0.84147098480789 . . .

S4(1) = 0.84146825396825 . . .

Os valores diferem na quinta casa decimal, e o erro para esta aproximação é menor que 0.00001. ◀

14.5.1 Convergência quase sempre
Sabemos como obter os coeficientes de Fourier para uma função f. Estes coeficientes determinam uma
aproximação da função por uma série fn.

Medimos a qualidade da aproximação em x pela norma

||f(x) − Sn(x)|| =

√∫b
a

(f(x) − fn(x))
2
dx, (14.6)

ou seja, integrando o quadrado do erro em x. Mostramos a seguir que, se tivermos uma família ortonormal
{f1, f2, . . .} de funções e se for possível representar f como combinação linear das fi, os coeficientes de
Fourier minimizam o quadrado do erro.

Diremos que a série de Fourier para f converge quase sempre se a integral na igualdade 14.6 não é diver-
gente.

Definição 14.29 (Convergência quase sempre). A série fn converge quase sempre para f no intervalo [a, b]
se

lim
n→∞

∫b
a

[fn(x) − f(x)]
2dx = 0. (14.7)

♦

Da mesma forma que a modificação de um único ponto não altera o valor de uma integral, ao definir
a convergência desta forma, permitimos a divergência de uma série em pontos isolados, e ainda assim a
tratamos como convergente. Por isso o nome “quase sempre”.

Exemplo 14.30. A sequência de funções reais fn(x) =
√
(x) + 1

nx
, converge quase sempre para

√
(x).

Primeiro, observamos que o domínio de todas as fn deve ser (0,+∞).
A intuição sugere que a sequência deve convergir para

√
(x), já que 1

n
tende a zero.

0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

1

2

3

4

0

x

f1(x)

0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

1

2

3

4

0

x

f2(x)
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0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

1

2

3

4

0

x

f10(x)

0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

1

2

3

4

0

x

f50(x)

As figuras mostram o gráfico de
√
x e o de fn =

√
(x) + 1

nx
, com n valendo 1, 1.5, 10 e 50. Observe que a

área entre os gráficos das duas funções diminui quandon aumenta (e a integral de (f(x)−fn(x))2 portanto
também tenderá a zero).

No entanto, estas observações nos gráficos somente nos ajudam a desenvolver melhor a intuição a res-
peito do que acontece quando n→∞, mas não prova coisa alguma. Faremos a seguir uma demonstração
com rigor. Para todo a > 0,

lim
n→∞

∫∞
a

(√
(x) −

√
(x) −

1

nx

)2

dx = lim
n→∞

∫∞
a

(
1

nx

)2

dx

= lim
n→∞ 1

n2

∫∞
a

(
1

x

)2

dx

= lim
n→∞ 1

n2

(
1

a

)
= 0

(
1

a

)
= 0.

Esta demonstração só é válida porque para todon ∈ N, a integral não é divergente. Se não pudéssemos calcular
a integral, diríamos que a sequência de funções não converge quase sempre. ◀

Com este exemplo já conseguimos identificar as condições para que possamos definid convergencia
quase sempre: queremos que a integral na equação 14.7 não seja divergente. Observamos que

[fn(x) − f(x)]
2 = fn(x)

2 − 2fn(x)f(x) + f(x)
2,

e o que precisamos portanto é que as integrais∫b
a

|fn(x)|
2dx,∫b

a

|f(x)|2dx

sejam convergentes, e com isso chegamos à definição de função quadrado-integrável (estas funções for-
mam um espaço vetorial).
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Definição 14.31 (Espaço L2 de funções quadrado-integráveis). Uma função real ou complexa f é quadrado-
integrável no intervalo [a, b] se ∫b

a

|f(x)|2dx <∞.
O conjunto de todas as funções quadrado-integráveis em [a, b] é denotado por L2[a, b]. ♦

Assim como na definição de ℓ2 no exemplo 7.13, usamos |f|2, e não simplesmente f2, porque f pode ser
complexa.

Exemplo 14.32. A função real f(x) = 4x4 − x é quadrado-integrável no intervalo [0, 1] (f ∈ L2[0, 1]),
porque

∫1
0
|4x4 − x|2dx = 7/9.

Já a função g(x) = 1/x não é quadrado-integrável no intervalo [0, 1] (ou seja, g /∈ L2[0, 1]), porque a
integral

∫1
0
|x−1|2dx é divergente (há uma assíntota vertical).

1 2 3 4 5 6

2

4

6

8

10

0
x

|x−1|2

◀

Teorema 14.33. A série de Fourier de f converge quase sempre se

∞∑
n=1

(a2n + b2n)

converge.

De acordo com o teorema 14.34 L2 é um espaço vetorial. A demonstração é pedida no exercício 333.

Teorema 14.34. Para quaisquer a, b reais ou complexos, L2[a, b] é um espaço vetorial com as operações usuais de
soma de funções e multiplicação por escalar. Além disso, com o produto interno usual (exemplos 7.6 e 7.112), para toda
função em L2, ⟨f, f⟩ <∞ (ou seja, é finito).

Os teoremas 14.35 e 14.36 indicam situações em que podemos concluir que uma série de Fourier con-
verge quase sempre.

Teorema 14.35. Se f ∈ L2[a, b], então a série de Fourier de f converge quase sempre.
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Teorema 14.36. Se existem constantes p e q tais que

an ≤ p

n

bn ≤ q

n

então a série de Fourier com coeficientes an e bn converge quase sempre.

14.5.2 Convergência pontual
A idéia básica de convergência pontual é que, à medida que incluímos mais termos na série, fn(x) tende
a f(x), para cada ponto x. Ao contrário da convergência quase sempre, não admitimos que fn(x) seja
divergente de f(x) para nenhum x.

Definição 14.37 (Convergência pontual). Seja (fn) uma série de funções. Se, para todo x no domínio de
fn,

lim
n→∞ |fn(x) − f(x)| = 0

então a série converge pontualmente para f. ♦

Oprimeiro exemplo que damos ilustra demaneira bastante simples o conceito de convergência pontual.

Exemplo 14.38. Considere a série ∞∑
n=1

x

2n−1
.

A série converge pontualmente, porque para todo x

lim
n→∞ x

2n−1
= 2x lim

n→∞ 1

2n
= 2x.

Esta sequência de funções também converge quase sempre. ◀

Nem toda sequência que converge quase sempre também converge pontualmente. O exemplo a seguir
mostra uma sequência de funções, consrtuída de maneira bastante simples, que converge quase sempre
mas não pontualmente.

Exemplo 14.39. Considere a função

f(x) =

{
x se x ̸= 1,
0 se x = 1.

−3 −2 −1 1 2 3

−2

2

4
f(x)x
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Tentaremos aproximar esta função usando a sequência de funções

fn(x) = x+
1

n
.

Observamos que fn converge quase sempre para f:

lim
n→∞

∫+∞
−∞ (fn(x) − f(x))

2dx = lim
n→∞

∫+∞
−∞

(
x+

1

n
− f(x)

)2

dx

=

∫+∞
−∞ (x− f(x))

2
dx (limn→∞ 1

n
= 0)

= 0

A integral é zero porque (x− f(x)) só é diferente de zero em um ponto (x = 1).
No entanto, a função não converge pontualmente, porque no ponto x = 1,

lim
n→∞ |fn(1) − f(1)| = lim

n→∞ |fn(1) − 0|

= lim
n→∞ |fn(1)|

= lim
n→∞ |1+

1

n
|

= 1,

diferente de zero. ◀

O próximo exemplo mostra que há funções mais interessantes que convergem quase sempre mas não
pontualmente (e neste caso a conclusão a respeito da convergência não é tão imediata).

Exemplo 14.40.⋆ Considere a função identidade, F(x) = x, e a função linearG(x) = x/3 definidas somente
no intervalo [0, 1). Note que o intervalo é fechado à esquerda e aberto à direita. Sejam f e g as extensões
periódicas de F eG.

Definimos uma sequência de funções

fn(x) = x− n

gn(x) =
x− n

3

onde cada fn é definida no intervalo [n− 1, n).
A figura a seguir ilustra as duas funções.

1 2 3

0.5

1

x
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478 CAPÍTULO 14. SÉRIE DE FOURIER

Agora definimos uma sequência de intervalos In = [gn(n), fn(n)], com n = 0, 1
2
, 1, 3

2
, 3, . . ..

1 2 3

0.5

1

x

Observamos que todos os intervalos gerados para n ≥ 1 ficam contidos em [0, 3].
A função característica para o intervalo In é χn : [0, 1]→ {0, 1}, tal que

χn(y) =

{
1 se y ∈ In
0 se y /∈ In

Temos portanto uma sequência de funções χn.
Verificamos primeiro a convergência quase sempre. À medida que n → ∞, o tamanho do intervalo

claramente tende a zero. Verificamos:

lim
n→∞

∫3
0

χn(y)dy = lim
n→∞ fn(n) − gn(n)

= 0.

Assim, a função χn converge quase sempre para a função constante zero.
Agora, tome o ponto y = 0.5. Há infinitos intervalos In para os quais y ∈ In, e infinitos intervalos

para os quais y /∈ In.

1 2 3

1

y→
x

O ponto y pertence a todos os intervalos definidos em x = 1/2, 3/2, 5/2, . . ., e a nenhum dos intervalos
x = 1, 2, 3, . . ..

Logo, como há um ponto que não converge, χn não converge pontualmente.
Note que no ponto y = 0 a sequência χn também não converge. ◀

Uma função contínua em partes é composta de várias funções, cada uma contínua em um intervalo,
sem assíntotas verticais.

Definição 14.41 (Função contínua em trechos). Uma função f é contínua em partes se seu domínio pode ser
particionado em uma quantidade finita de intervalos disjuntos, e f é contínua em cada um dos intervalos,
e o limite de f é finito em todo seu domínio. ♦
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Exemplo 14.42. Em qualquer intervalo, a função escada é contínua em trechos
A função dada na equação 14.5 também é contínua em trechos em qualquer intevalo. ◀

Exemplo 14.43. Seja f : R→ R definida da seguinte maneira.

f(x) =

{
1 se x ∈ Q
0 se x /∈ Q.

A função f não é contínua em partes, porque a única partição que resulta em intervalos onde a função é
contínua terá infinitas partes racionais e irracionais intercaladas. ◀

Teorema14.44. Seja uma função f comperíodoT . Se tanto f como f ′ são contínuas empartes no intervalo [−T/2,+T/2],
então a série de Fourier para f converge pontualmente para f.

Teorema 14.45. Convergência pontual implica em convergência quase sempre.

⋆ 14.5.3 Convergência uniforme

Há alguns problemas com a noção de convergência pontual: a função f para qual a série converge pode
não ser contínua nem integrável, mesmo que cada função fn da sequência seja. Além disso, embora fn(x)
tenda a f(x) para todo x, para um n fixo não temos garantia de que a distância |fn(x) − f(x)| é limitada
para todo x. A noção de convergência uniforme resolve estes problemas
Definição 14.46 (Convergência uniforme). Seja (fn) uma série de funções. Se para todo ϵ existe um N0

tal que para todoN > N0 e para todo x no domínio de fn,

|fn(x) − f(x)| < ϵ

então a série converge uniformemente para f. ♦

Exemplo 14.47. A série x
2n−1 , que mostramos convergir pontualmente no exemplo 14.38, não converge

uniformemente em R.
Intuitivamente, podemos observar o seguinte: esta série é

x+
x

2
+
x

4
+
x

8
+ · · · ,

ou seja, a soma de infinitas funções lineares. Sua aproximação com n termos é

sn(x) = x+
x

2
+
x

4
+
x

8
+ · · ·+ x

2n − 1

claramente também uma função linear em x.
A distância entre a função linear 2x (que é para onde a série converge) e outra função linear (sn(x)

neste exemplo) poderá ser tão grande quanto queiramos, bastando para isso escolher x suficientemente
grande, como ilustra a figura a seguir.
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1 2 3 4

2

4

6

distância →
sn(x)

2x

A seguir damos o mesmo argumento, de forma mais rigorosa.
Seja ϵ > 0. Se a convergrência fosse uniforme, haveriaN0 tal que para todoN > N0,∣∣∣∣∣

(
x

N∑
i=1

1

2i−1

)
− 2x

∣∣∣∣∣ < ϵ.
Suponha x > 0, e tentaremos escreverN em função de ϵ. Teríamos

x

∣∣∣∣∣
(

N∑
i=1

1

2i−1

)
− 2

∣∣∣∣∣ <ϵ∣∣∣∣∣
(

N∑
i=1

1

2i−1

)
− 2

∣∣∣∣∣ <ϵx ,
e o valor deN dependeria de x –mas a definição de convergência uniforme exige que exista umN0 a partir
do qual a distância entre a série e a função aproximada sejamenor que ϵ, para todo x. Assim, a convergência
não é uniforme. ◀

Exemplo 14.48. Seja fn : [0, 1]→ [0, 1], tal que

fn(x) = x
n.

A série fn converge pontualmente, porque

lim
n→∞ fn(x) =

{
0 x ∈ [0, 1)

1 x = 1.

No entanto, mesmo f(x) = xn sendo contínua para qualquer n, a série converge para uma função descon-
tínua – a descontinuidade está no ponto f(x) = 1.

Além disso, mostramos que apesar de convergir pontualmente, a sequência não converge uniforme-
mente.

Seja ϵ > 0 – por exemplo, ϵ = 1/2. Suponha que a sequência tenha onvergência uniforme. Então
existe algumN0 tal que, para todoN > N0, e para todo x,

|f(x) − fN(x)| ≤ 1

2
.

No entanto, para qualquer N0, pode-se escolher um valor de x próximo o suficiente de 1 de forma que
f(x) > 1/2, como se pode perceber observando o gráfico da função abaixo (são mostrados os gráficos de
x2, x4, x8 e x16).
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0.2 0.4 0.6 0.8 1

0.5

1

f(x) > 0.5

Assim teríamos |f(x) − fN(x)| = |f(x) − 0| = f(x) > 1
2
. A sequência, portanto, não converge uniforme-

mente. ◀

Exemplo 14.49. A série
fn(x) =

nx

n2 − x2

converge uniformemente no intervalo [2,∞] para

f(x) =
x

x− 1
.

Observamos que
nx

n2 − x2
=

nx

(n+ 1)(x− 1)
,

e portanto para ϵ > 0 queremos ∣∣∣∣( Nx

(N+ 1)(x− 1)

)
−

(
x

x− 1

)∣∣∣∣ < ϵ
para todoNmaior que algumN0.

Escrevemos ϵ em função deN0. PresumimosN > N0, e∣∣∣∣( Nx

(N+ 1)(x− 1)

)
−

(
x

x− 1

)∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ x

x− 1

(
N

N+ 1
− 1

)∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ x

x− 1

∣∣∣∣ ∣∣∣∣( N

N+ 1
− 1

)∣∣∣∣ ( x
x−1

> 0)

=

∣∣∣∣ x

x− 1

∣∣∣∣ ∣∣∣∣− 1

N+ 1

∣∣∣∣
=

x

x− 1

1

N+ 1
(N > 0)

<
x

x− 1

1

N

<
x

x− 1

1

N0
(N > N0)

≤ 2

N0
(porque x ∈ [2,∞])
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482 CAPÍTULO 14. SÉRIE DE FOURIER

< ϵ.

Note queN0 depende de ϵ, mas não de x. Desta forma, só precisamos que 2/N0 < ϵ, ouN0 > 2/ϵ. ◀

Proposição 14.50. Convergência uniforme implica em convergência pontual.

Teorema 14.51. Seja f uma função com expansão de Fourier dada por coeficientes an e bn. Se a série

∞∑
n=1

(|an|+ |bn|)

converge, então a série de Fourier para f converge uniformemente e f é contínua.

Exemplo 14.52. A expansão de Fourier para

f(x) =
x− 2

2

é

an =−
sen(πn)
πn

bn =
sen(πn) − πn cos(πn)

πn2

A série ∞∑
n=1

∣∣∣∣− sen(πn)πn

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ sen(πn) − πn cos(πn)πn2

∣∣∣∣
converge, portanto a série de Fourier converge para uma função contínua. ◀

Teorema 14.53. Se f é contínua em [−π,+π], f(−π) = f(+π) e a derivada de f é contínua em trechos, então a
série de Fourier para f converge uniformemente.

Teorema 14.54. Se an e bn são tais que

an ≤ p

nx

bn ≤ q

ny
,

com x, y, p, q constantes e x, y > 1, então a série de Fourier com coeficientes an e bn converge uniformemente.

⋆ 14.6 Transformada de Fourier

Da mesma forma que pudemos aproximar funções periódicas por séries, podemos fazer o mesmo com
funções não-periódicas. Para isso usamos a transformada de Fourier, que é uma generalização da série de
Fourier quando o período da função tende ao infinito.
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14.6. TRANSFORMADA DE FOURIER 483

A transformada de Fourier é, portanto, semelhante à série de Fourier: dada uma função qualquer, sua
transformada de Fourier será uma outra função, no domínio da frequência.

F(f(x)) = F(ϕ),

ondeGmapeia frequências ϕ em amplitude. Também é possível, dadaG, obter a função através da trans-
formada inversa de Fourier:

F−1(F(ϕ)) = f(x).

A série de Fourier de uma função é um somatório discreto, com os coeficientes calculados a partir da função
original. Quando a generalizamos, tomando seu limite quando o período tende ao infinito, este somatório
torna-se uma integral6

Na forma exponencial, a série de Fourier de f(x) tem coeficientes

cn =
1

T

∫x0+T/2

x0−T/2

f(x)e−2πinx/Tdx.

Desenvolvemos informalmente a definição da transformada de Fourier.Quando o período T tende a ∞,
temos

1

T
→ dϕ (frequência tenderá a zero)

n

T
→ ϕ

cn → F(ϕ)dϕ.

Como consequência disso chegamos à definição da transformada de Fourier, dada a seguir.
Definição 14.55 (transformada de Fourier). Seja f uma função complexa. Sua transformada de Fourier é

F(ϕ) =
∫+∞
−∞ f(x)e

−2πiϕxdx.

A transformada inversa de Fourier de F(ϕ) é

f(x) =

∫+∞
−∞ F(ϕ)e2πiϕxdϕ.

♦

Exemplo 14.56. A função a seguir não é periódica.

f(x) = e(−x2)

Sua transformada de Fourier é

F(f(x)) = F(ϕ) =
∫+∞
−∞ f(x)e

−2πiϕxdx

=

∫+∞
−∞ e

(−x2)e−2πiϕxdx

6Vale lembrar a definição de integral como limite de somatório de n termos quando n→ ∞.
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=
√
πe−π2ϕ2

Isto significa que f pode ser descrita como uma soma de infinitas formas de onda, e que a amplitude da forma de onda
com frequênciaϕ é

A(ϕ) =
√
πe−π2ϕ2

. ◀

Exemplo 14.57. A função a seguir não é periódica.

f(x) =
1

x2 + 1

Sua transformada de Fourier é

F(f(x)) = F(ϕ) =
∫+∞
−∞ f(x)e

−2πiϕxdx

=

∫+∞
−∞

1

x2 + 1
e−2πiϕxdx

= πe−2πϕ. ◀

Teorema 14.58. A transformada de Fourier é um operador linear:

F(f+ g) = F(f) + F(g)
F(af) = aF(f).

Teorema 14.59 (de Rayleigh). A energia total (ou seja, a soma dos quadrados) é a mesma nos dois domínios.∫+∞
−∞ |f(x)|

2
dx =

∫+∞
−∞ |F(ϕ)|2 dϕ.

14.7 Aplicações

14.7.1 Equações diferenciais [ série de Fourier ]
Uma breve introdução às Equações Diferenciais é dada no Apêndice δ. Nesa seção abordamos alguns mé-
todos para resolver estas equações usando séries de Fourier.

Resolvendo uma equação diferencial [ série de Fourier ]

Expandir uma função como série de Fourier pode ser útil em diversas situações. Por exemplo, ao resolver
uma equação diferencial, pode ser interessante reescrever funções como suas séries de Fourier.

Para exemplificar, resolveremos a equação diferencial linear não homogênea

y ′′ + 3y = 2x,

com as condições de contorno

y(0) = 0
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y(1) = 0.

Tomamos a função 2x e a expandimos como série de Fourier no intervalo [0, 1] (que é o que nos interessa,
conforme as condições de contorno dadas). Encontramos

2x = −
4

π

∞∑
n=1

(−1)n sen(nπx)
n

,

portanto já podemos reescrever a equação.

y ′′ + 3y = −
4

π

∞∑
n=1

(−1)n sen(nπx)
n

.

Agora, presumimos que a expansão de Fourier para y(x) só tem os termos senóides (os cossenóides tem
coeficiente zero). Presumimos isto porque as condições de contorno exigem que y(0) = y(1) = 0, e isto
só pode acontecer para uma série de senóides: sen(0 nπ) = sen(1 nπ) = 0, porque n é inteiro. Para
cossenos não teríamos zero. A solução para esta equação deve ser então da forma

y(x) =

∞∑
n=1

bn sen(nπx).

Substituímos na equação, e chegamos a

y ′′︷ ︸︸ ︷
d2

dx2

∞∑
n=1

bn sen(nπx)+

3y︷ ︸︸ ︷
3

∞∑
n=1

bn sen(nπx) =

2x︷ ︸︸ ︷
−
4

π

∞∑
n=1

(−1)n sen(nπx)
n

∞∑
n=1

−π2n2bn sen(nπx) + 3
∞∑

n=1

bn sen(nπx) = −
4

π

∞∑
n=1

(−1)n sen(nπx)
n

∞∑
n=1

(3− π2n2)bn sen(nπx) =
∞∑

n=1

(−4)(−1)n sen(nπx)
πn

Só precisamos portanto garantir que os coeficientes de bn nos dois lados da equação sejam iguais:

(3− π2n2)bn =
−4(−1)n

πn

bn =
−4(−1)n

3πn− π3n3
,

e temos finalmente a solução,

y(x) =

∞∑
i=1

−4(−1)n

3πn− π3n3
sen(nπx).
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Oscilador harmônico forçado [ série de Fourier ]

Considere o sistemamassa-mola a seguir. Amassam com 1kg está presa a umamola comconstante elástica
k = 5, e uma força F de 1N atua sobre a massa periodicamente, atuando por um segundo e parando no
segundo seguinte.

k F(x)

m

Para simplificar a exposição, supomos que o movimento não é amortecido.
A posição x da massa é dada pela equação diferencial

x ′′ + 5x = F(t), (14.8)

onde F é

F(t) =

{
0 t ∈ [−1, 0)

1 t ∈ [0, 1].

O gráfico de F é mostrado a seguir.

1 2 3 4 5 6

1

t

F(t)

A posição é claramente dada em metros, já que usamos kg para a massa eNewtons para a força.
Suponha que queiramos encontrar a solução geral (note que todas as soluções são periódicas) para esta

equação diferencial.
Usaremos o seguinte Teorema, que enunciamos sem demonstração7, e aplicaremos ométodo dos coefici-

entes indeterminados8.
7O leitor encontrará a demonstração em livros sobre Equações Diferenciais Ordinárias (por exemplo, cap. 2 de [Cod61] – mas o

leitor pode tentar demonstrá-lo: começe verificando que a diferença entre duas soluções da equação não-homogênea é solução para
a homogênea.)

8O leitor familiar com este método observará que a parte interessante deste problema está na função F(x), que se comporta como
onda quadrada – isto torna o problema diferente dos exemplos iniciais usados na descrição do método em livros-texto, que normal-
mente não chegam a usar a expansão de Fourier de F.
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Teorema 14.60. Sejam y1 e y2 duas soluções fundamentais para a equação homogênea

y ′′ + ay ′ + by = 0,

ou seja, a solução geral da equação homogênea é

Py1 +Qy2,

onde P eQ são constantes arbitrárias.
Seja yp uma solução particular para a equação não homogênea

y ′′ + ay ′ + by = f(x). (14.9)

Então toda solução para 14.9 é a soma de yp com uma combinação linear de y1 e y2, ou seja, é da forma

αy1 + βy2 + yp.

A partir deste Teorema, chegamos naturalmente nométodo dos coeficientes indeterminados, que con-
siste em

i) Encontrar a solução geralAy1 + By2 para a equação associada homogênea;

ii) Encontrar uma solução yp particular para a equação não-homogênea;

iii) Descrever a solução geral da equação não-homogênea comoAy1 + By2 + yp.

Começamos por (i), obtendo a solução geral de

x ′′ + 5x = 0, (14.10)

que é a equação homogênea associada à equação 14.8. Comom,k > 0, a equação homogênea tem solução
geral

A cos

(
t

√
k

m

)
+ B sen

(
t

√
k

m

)
.

Como temos k = 5 em = 1, a solução geral de 14.10 é

yc = A cos
(
t
√
5
)
+ B sen

(
t
√
5
)
.

Passamos para o passo (ii), e calculamos a expansão de Fourier de F(t), obtendo

a0 = 1

an = 0

bn =
1− (−1)n

πn
=

{
2/πn n ímpar
0 n par.

Usaremos a expansão de F e a compararemos com a da solução geral que queremos para x, assim temos

F(t) ∼
1

2
+

∞∑
i=1,(ímpar)

2

πn
sen(nπt),
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x(t) ∼
a0

2
+

∞∑
i=1

an cos(nπt) + bn sen(nπt).

Claramente, an = 0 quando n > 0, e bn só será diferente de zero para n ímpar. Substituímos a expansão
de x no lado esquerdo da equação 14.8.

x ′′ + 5x =

(
a0

2
+

∞∑
i=1

bn sen(nπt)

) ′′

+ 5

(
a0

2
+

∞∑
i=1

bn sen(nπt)

)

=

( ∞∑
i=1

(−n2π2)bn sen(nπt)

)
+
5

2
a0 + 5

∞∑
i=1

bn sen(nπt)

=
5

2
a0 +

∞∑
i=1

(5− π2n2)bn sen(nπt).

Agora podemos escrever a equação inteira, substituindo as duas expansões:

x ′′ + 5x = F(t)

5

2
a0 +

∞∑
i=1

(5− π2n2)bn sen(nπt) =
1

2
+

∞∑
i=1(ímpar)

2

πn
sen(nπt),

e temos igualdade com 5a0 = 1, ou a0 = 1/5, e

5− π2n2bn sen(nπt) =
2

πn
sen(nπt

5− π2n2bn =
2

πn

bn =
2

πn(5− π2n2)
.

Com estes coeficientes, temos uma solução particular para 14.8:

xp =
1

4

∞∑
i=1

2

πn(2− π2n2)
sen(nπt).

Podemos agora passar ao passo (iii) e somá-la à solução geral para a equação homogênea associada e final-
mente teremos a solução geral para 14.8:[

A cos
(
t
√
5
)
+ B sen

(
t
√
5
) ]

+ xp.

Observe que a corrente elétrica no circuito LC descrito a seguir obedece amesma equação que usamos para
descrever a posição da massa no sistema massa-mola. A determinação da corrente em circuitos desse tipo
é realizada da mesma forma.

+

−
U L C
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L = 10H,

C =
1

2
F

Neste diagrama, U é uma fonte de energia de 1V , que liga periodicamente (fica ligada por 1s e desligada
por 1s).

A equação que dá a corrente em função do tempo neste circuito é

i ′′ +
1

LC
i = U(t),

e como 1/LC = 5, temos
i ′′ + 5i = U(t).

⋆ 14.7.2 Equações diferenciais parciais: a equação da onda [ série de Fou-
rier ]

Fenômenos ondulatórios (luz, eletromagnetismo, fenômenos mecânicos envolvendo formas de onda)
são descritos pela equação da onda,

∂2y

∂t2
= v2

∂2y

∂x2

onde v é a velocidade de propagação da onda. A magnitude da onda pode ser de diferentes naturezas: se
for distância física, denotamos a velocidade por v; se for a força de um campo eletromagnético, usamos c
(velocidade da luz no vácuo) ao invés de v.

Uma onda pode se propagar em diferentes direções. Em uma dimensão, há duas possíveis direções de
propagação.

Umaonda é estacionária se vibra de acordo comumpadrão estacionário, ou seja, não se propaga emdire-
ção alguma9. Por exemplo, em uma dimensão podemos umaginar uma corda presa nas duas extremidades
vibrando; em duas dimensões, a membrana de um instrumento de percussão.

Nesta seção mostraremos como séries de Fourier podem ser usadas para resolver a equação da onda
para o caso estacionário, ou seja, determinar a posição completa de uma corda vibrante, dadas apenas a
posição e a velocidade iniciais da corda. Observe que a equação da onda é linear – e podemos entender a
derivada segunda como um operador linear em um espaço de funções (os operadores ∂2

x2 e ∂2

t2
), e é comum

até mesmo definir um operador de onda,

W =
∂2

x2
−
1

v2
∂2

t2
,

e a equação da onda seria descrita comoWy(x, t), sendo y função de x e to tempo, t.
Uma corda de violão está fixada em dois pontos que presumimos estarem alinhados com o eixo x. A

distância entre as duas pontas é L. Quando a corda é tocada vibra, oscilando verticalmente.

x = 0 x = L

y

9Toda onda estacionária em uma dimensão é a soma de duas ondas idênticas, mas viajando em direções opostas.
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Sejay a função que descreve o deslocamento vertical da corda em função do tempo t e do deslocamento
horizontal x.

Quando a corda está vibrando, y(x, t) obedece a equação da onda:

∂2y

∂t2
= v2

∂2y

∂x2

onde v é a velocidade em t = 0.
A corda não se move nas duas pontas, ou seja, y = 0 tanto em x = 0 como em x = L.

y(0, t) = 0 (14.11)
y(L, t) = 0 (14.12)

Além disso, sabemos a posição e a velocidade da corda no instante t = 0, ou seja,

y(x, 0) = f(x) (14.13)
∂

∂t
y(x, 0) = g(x). (14.14)

Note que conhecemos a posição e velocidade da corda, as duas equações acima valem para todo x.
Primeiro usaremos a técnica de separação de variáveis para reescrever y(x, t) como funções separadas

de x e de t,
y(x, t) = X(x)T(t)

Chegaremos a duas equações diferenciais ordinárias, e as resolveremos. As soluções que obteremos, no
entanto, serão da forma

Xn(x) = sen(. . . x)
Tn(t) = an cos(. . . t) + bn sen(. . . t),

envolvendo constantes não ainda determinadas. Como as soluções tem claramente a forma de séries de
Fourier, sabemos como os an e bb são definidos, e isto nos permitirá obter fórmulas que nos darão estes
coeficientes em função das coondições iniciais.

Queremos determinar y(x, t) em função de x e t. Usamos o método da separação de variáveis: presu-
mimos que a função y pode ser decomposta em duas partes, X(x) e T(t), tais que

y(x, t) = X(x)T(t).

Assim, teremos duas funções diferentes, uma dependendo apenas de x e uma dependendo apenas de t.
(Vale lembrar que este também foi o objetivo douso da diagonalização de operadores na solução de sistemas
de equações diferenciais).

Partindo da equação original, temos então

∂2y

∂t2
= v2

∂2y

∂x2

∂2

∂t2
X(x)T(t) = v2

∂2

∂x2
X(x)T(t)

X(x)T ′′(t) = v2X ′′(x)T(t)
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X ′′(x)

X(x)
=
1

v2
T ′′(t)

T(t)
.

Os dois lados da equação são iguais, e como o lado esquerdo não depende de t e o direito não depende de x,
então nenhum dos dois pode depender de nenhuma variável – os dois lados descrevem a mesma constante.

X ′′(x)

X(x)
= k =

1

v2
T ′′(t)

T(t)
.

Temos portanto duas equações diferenciais:

X ′′(x) − kX(x) = 0

T ′′(t) − v2kT(t) = 0

Temos que satisfazer as condições de contorno dadas (Equações 14.11 e 14.12).

y(0, t) = 0 ⇒ X(0)T(t) = 0 ⇒ X(0) = 0

y(L, t) = 0 ⇒ X(L)T(t) = 0 ⇒ X(L) = 0

Agora temos dois problemas de valor de contorno (ou seja duas EDOs com restrições de contorno):

i) X ′′(x) − kX(x) = 0, com X(0) = 0 e X(L) = 0;

ii) T ′′(t) − v2kT(t) = 0, com X(0) = 0 e X(L) = 0.

Observamos que a derivada segunda é um operador linear:

DX− kX = 0

DT − v2kT = 0

Assim, em ambos os casos, procurar k é o mesmo que procurar autovalores de X e T .
Voltamos a atenção para (i):

X ′′(x) − kX(x) = 0

X(0) = 0

X(L) = 0

Se k > 0, a solução para esta equação é X(x) = 0, que obviamente não nos interessa, porque implicaria
em X(x)T(t) = 0, e portanto y(x, t) = 0 sempre.

Presumimos portanto que k é negativo, ou seja, k = −λ2 para algum λ. Então a solução para (i) é

X(x) = A cos(λx) + B sen(λx),

• Como X(0) = 0, necessariamente temosA = 0.

• Como X(L) = 0, necessariamente temos B sen(λL) = 0.
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Assim, como B ̸= 0, sen(λL) = 0 implica em

λL = nπ

λ =
nπ

L
,

para qualquer n inteiro diferente de zero.

Xn(x) = sen(λnx)

O problema (ii) é

T ′′(t) − v2kT(t) = 0

X(0) = 0

X(L) = 0,

e tem solução
Tn = an cos(λnvt) + bn sen(λnvt),

onde os λn são os autovalores dos Tn.

yn(x, t) = sen(λnx)
[
an cos(λnvt) + bn sen(λnvt)

]
Combinações lineares das diferentes soluções também são solução. Ao calcularmos estas combinações line-
ares, podemos manter a notação an e bn, porque estas eram variáveis arbitrárias mesmo. Assim, obtemos

y(x, t) =

∞∑
n=1

sen(λnx)
[
an cos(λnvt) + bn sen(λnvt)

]
.

As condições iniciais são a posição inicial da corda, que denotaremos por f(x) = y(x, 0), e a velocidade
inicial, que denotaremos g(x) = ∂y

∂t
(x, 0).

Para f, expandimos y(x, 0). Para g, derivamoso a expansão de y(x, 0), e obtemos

y(x, 0) = f(x) =

∞∑
n=1

an sen(λnx)

∂y

∂t
(x, 0) = g(x) =

∞∑
n=1

bnλnv cos(λnx)

Mas sabemos que os coeficientes das séries de Fourier de f e g são únicos, e sabemos que são dados pelas
fórmulas

an =
2

L

∫L
0

f(x) sen
(πnx
L

)
dx

bn =
2

nπv

∫L
0

g(x) sen
(πnx
L

)
dx,

e temos agora os coeficientes an e bn em função das condições iniciais.
Esta seção está incompleta!
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14.7.3 Música

⋆ 14.7.4 Compressão de dados [ transformada de Fourier ]

O que percebemos como “som” são variações periódicas da pressão do ar.
O volume do som é dado pela amplitude da forma de onda que descreve a variação de pressão;
O ouvido humano consegue perceber variações entre 20Hz e 20kHz.
Algoritmos de compressão de áudio incluem os seguintes passos:

• Transformação do áudio do domínio do tempo para o domínio da frequência;

• Eliminação de formas de onda irrelevantes: tanto aquelas que representam frequências fora do es-
pectro audível, como aquelas que tenham amplitude (volume) excessivamente pequena.

Da mesma forma que sons, imagens podem ser vistas como funções (de duas variáveis) e decompos-
tas em formas de onda. A compressão de imagens inclui passos semelhantes ao que descrevemos para a
compressão de áudio, eliminando formas de onda que contribuem pouco à imagem, levando em conta os
limites da percepção humana.

Há muitos textos abordando compressão de dados com transformada de Fourier e métodos semelhan-
tes. Destacamos odeGonzales eWoods [GW07], o deMaria e Costas Petrou [PP10] e odeBurger eBurge [BB09].

⋆ 14.7.5 Espectroscopia de infravermelho [ transformada de Fourier ]

Espectroscopia é o nome dado a técnicas para identificar um composto químico a partir dos padrões
vibratórios das moléculas.

Para umaexposiçãodetalhada, veja os livros deGriffiths eHaseth [GH07] e deDavis, Abrams eBrault [DAB01].

Leitura Adicional

Há uma grande quantidade de bons textos que tratam de séries de Fourier mais extensivamente e em
mais profundidade do que o fizemos neste Capítulo. Citamos os livros de Jackson [Jac04], Brown e Chur-
chill [BC11], Davis [Dav89], Pereyra e Ward [PW12], e Zygmund [Zyg03].

A solução da equação da onda é inspirada na exposição dada no livro de David Powers [Pow06].

Exercícios

Ex. 333 — Prove o teorema 14.34.

Ex. 334 — Prove o teorema 14.16.

Ex. 335 — A recíproca do Lema 14.14 vale?

Ex. 336 — Prove os teoremas 14.5 e 14.7.

Ex. 337 — As funções periódicas de mesmo período formam um espaço vetorial? (Prove que sim ou que
não)
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494 CAPÍTULO 14. SÉRIE DE FOURIER

Ex. 338 — Calcule a série de Fourier que aproxima:

e(x) = cos(x), x ∈ [0, 2π]
f(x) = cos(x), x ∈ [0, π]

g(x) =
∣∣∣⌊x⌋x∣∣∣, x ∈ [−L, L], L > 0

h(x) =

{
1 se 0 < x < π
−1 se − π < x ≤ 0,

i(x) =|x|, x ∈ [−π, π]

Ex. 339 — O que acontece com os coeficientes de Fourier para funções pares e ímpares?

Ex. 340 — Calcule a expansão de Fourier para

f(x) = cosm(x) + senn(x).

Ex. 341 — ⋆No exemplo 14.48 mostramos que a série fn(x) = xn converge pontualmente mas não uni-
formemente no intervalo fechado [0, 1]. Determine se a sequência converge uniformemente no intervalo
aberto [0, 1).

Ex. 342 — ⋆Prove que se f ∈ L2[a, b], então a sequência de coeficientes de Fourier para f, a0, a1, b1, . . .,
pertence a ℓ2.

Ex. 343 — Prove o Teorema 14.58.

Ex. 344 — ⋆Determine a transformada de Fourier de

a) f(x) = eiπx
2

b) g(x) = cos(x2)

Ex. 345 — Seja

f(ωt) =

{
sen(ωt) se sen(ωt) > 0
0 se sen(ωt) ≤ 0

i) Determine os coeficientes de Fourier para esta função.

ii) Verifique que a série converge para o valor correto em t = 0.

Ex. 346 — ⋆Diga se a série de Fourier calculada no Exercício 345 converge quase sempre, pontualmente ou
uniformemente.

Ex. 347 — Os coeficientes em uma série de Fourier são as coordenadas de uma função periódica em uma
base, fn(x) = cos(2πnx/T), gn(x) = sen(2πnx/T), com n ∈ N. Mostre outra base para o mesmo espaço
(das funções com período T ).
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Ex. 348 — Seja f uma função não periódica. Qual é o efeito de (1) expandirmos a série de Fourier de f usando
domínio de integração [a, b], (2) aplicarmos a transformada inversa de Fourier na função resultante?

Ex. 349 — Mostre uma sequência de funções no domínio [−a,+a], onde cada função da sequência é contínua
(e portanto limitada), mas a sequência converge para uma função ilimitada no mesmo domínio.

Ex. 350 — Na seção 14.7.1, obtivemos como solução para a equação diferencial a função

y(x) =

∞∑
i=1

−4(−1)n

3πn− π3n3
sen(nπx).

Mas y é descrita como uma série. Há alguma maneira de obter uma forma fechada para y?

Ex. 351 — Na Seção 14.7.1 obtivemos a solução geral para a equação diferencial que descreve um oscilador
harmônico não amortecido. Suponha agora que omovimento é amortecido, e que a equação que o descreve
é

x ′′ + 2x ′ + 5x = F(t).

Use a mesma técnica descrita naquela seção para obter a solução geral desta equação.

Ex. 352 — Prove que as séries de Fourier usadass no exemplo da Seção 14.7.1 converge. Faça omesmo para
as séries que usou no Exercício 351.

Ex. 353 — A equação do calor modela a propagação do calor em diferentes meios. Para descrever a propa-
gação em uma dimensão (por exemplo, ao longo de uma barra, ignorando seu diametro), temos

∂u

∂t
− k

∂2u

∂x2
= 0,

onde u é a temperatura, função da posição (x) e do tempo (t). A derivação da equação do calor é feita na
seção δ.5.3 do apêndice δ.
Resolva a equação do calor, sujeita às condições

u(x, 0) = f(x),

u(0, t) = 0,

u(L, t) = 0,

onde f(x) dá a temperatura da barra no tempo zero. Considere os casos a seguir:

a) f(x) = 2x

b) f(x) = ex

c) f(x) = 3 sen(πx/L)

d) f(x) = 2 sen(πx/L) − cos(πx/L)

Aqui, L é o comprimento da barra.
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Capítulo 15

Tensores e Rudimentos de Álgebra
Multilinear

No Capítulo 3 tratamos de transformações lineares; já no Capítulo 12, de formas bilineares. Este Capítulo
é uma brevíssima introdução às formas multilineares e tensores, que são uma generalização de alguns dos
objetos de que tratamos no resto deste livro – escalares, vetores, transformações lineares e bilineares.

Barry Spain dá em seu livro [Spa60] uma introdução ao cálculo tensorial, com aplicações em Mecânica
Quântica e Relatividade. Os livros de Nadir Jevanjee [Jev11] e de Anadijiban das [Das07] também introdu-
zem tensores, com foco em Física. Outras boas introduções ao cálculo tensorial são dadas nos livros de L.
Lebedev e Michael Cloud [LC03] e de Akivis e Goldberg [AG72].

15.1 Notação

Neste Capítulo usamos notação diferente daquela usada no resto do texto.

• bases ordenadas tem seus vetores indexados com subscrito: (e1, e2, . . . en).

• componentes de vetores temseus vetores indexados comsuperscrito: x temcoordenadasx1, x2, . . . xn.

• coeficientes de formas lineares tem seus vetores indexados com subscrito: a1x1+a2x2+ . . . anxn.

• elementos de matrizes são denotados com subscrito para coluna e superscrito para linha: aij é o
elemento na linha i e coluna j da matrizA;

• naturalmente, denotamos por ai a i-ésima linha e por aj a j-ésima coluna da matrizA.

Exemplo 15.1. Seja B = (b1, b2, b3) uma base para R3. Um vetor x, descrito como combinação linear da
base, é

x = x1b1 + x2b2 + x3b3. ◀

Exemplo 15.2. A multiplicação de matrizes C = AB pode ser descrita como

cij =
∑
k

aikb
k
j .

497
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O elemnto na linha i e coluna j da matriz resultante C é a soma do produto da i-ésima linha de A com a
j-ésima coluna de B. Isto pode ser denotado de forma mais compacta:

cij = a
ibj. ◀

Exemplo 15.3. SejaA a matriz de uma transformação linear. A aplicação deA em um vetor v é

Av =
∑
i

viai,

ou seja, a soma das multiplicações de cada coeficiente vi pelas colunas ai. ◀

15.2 Espaço dual e funcionais lineares

Definição 15.4 (Funcional linear). Seja V um espaço vetorial sobre um corpo K. Uma função linear de V
em K é um funcional linear. ♦

Funcionais lineares podem também ser chamados de vetores duais, covetores, ou formas lineares.

Exemplo 15.5. A função f : R3 → R, dada por

f(x, y, z) = 2x− z

é um funcional linear em R3. ◀

Exemplo 15.6. A função f : R3 → R, dada por

f(x, y, z) = xyz+ xy+ yz+ xz

não é um funcional linear em R3, porque não é linear (x, y e z são multiplicados). ◀

Exemplo 15.7. Generalizamos o exemplo 15.5. Em Rn, qualquer função f : Rn → R da forma

f(x) = a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn

é um funcional linear.
Note que podemos representar estas funções apenas pelos coeficientes a1, . . . , an. ◀

Exemplo 15.8. No exemplo 1.40 mostramos que as variáveis aleatórias reais em um espaço amostral for-
mam um espaço vetorial sobre R. Já no exemplo 3.11 (Capítulo3, página 95), verificamos que a esperança
mapeia variáveis aleatórias emR. A esperança é, portanto, um funcional linear, e pertence ao espaço dual
das variáveis aleatórias. ◀

Exemplo 15.9. EmRn[x], para cada constante c ∈ R, a função que dá o valor de um polinômio em c é um
funcional linear. ◀

Exemplo 15.10. Em C[a, b], a integração é funcional linear, porque leva funções em escalares:

I(f+ g) =

∫b
a

f(x) + g(x)dx =

∫b
a

f(x)dx+

∫b
a

g(x)dx,

I(kf) =

∫b
a

kf(x)dx = k

∫b
a

f(x)dx. ◀
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Exemplo 15.11. Fixe uma sequência (k)n de números reais. Em ℓ2, a função

F[ (a)n ] =

∞∑
i=1

kiai

é um funcional linear. ◀

Exemplo 15.12. O traço é funcional linear para matrizes quadradas, porque leva matrizes em escalares e
porque

Tr(A+ B) = TrA+ TrB,
Tr(kA) = k TrA. ◀

Exemplo 15.13. O determinante não é funcional linear para matrizes quadradas, porque em geral, detA +
detB ̸= det(A+ B).

No entanto, se fixarmos dois vetores x, y, o produto triplo (x, y, z), que é dado pelo determinante da
matriz com colunas x, y, z, é linear em z, e resulta em um escalar, logo é funcional linear emRn (e não no
espaço de matrizes quadradas!) ◀

Exemplo 15.14. ⋆Para os vetores de Z4, são funcionais lineares:

• p(b3b2b1b0) = b0, que retorna o primeiro bit (e portanto nos dá a paridade).

• s(b3b2b1b0) = b0 ⊕ b1 ⊕ b2 ⊕ b3, que retorna a soma dos bits módulo dois.

◀

Claramente, funcionais lineares em espaços de dimensão finita são representados por vetores-linha, porque
são transformações de Vn em V1.

Exemplo 15.15. A função f : R3 → R, dada por

f(x, y, z) = x− 2y+ 3z

é um funcional linear em R3, cuja representação como matriz é

F = (1 −2 3) .

Claramente, se v = (x, y, z)T , então

Fv = (1 −2 3)

(
x
y
z

)
= x− 2y+ 3z. ◀

No próximo exemplo usamos o operador∇ para funções de n variáveis.

Definição 15.16 (operador nabla). O operador∇ (“nabla”) em Rn é

∇ =
∂

∂x1
e1 +

∂

∂x2
e2 + · · ·+ ∂

∂xn
en.
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de forma que, quando o aplicamos a uma função f : R3 → R, temos

∇f = ∂f

∂x1
e1 +

∂f

∂x2
e2 + · · ·+ ∂f

∂xn
en.

Mais concretamente, para uma função de duas variáveis f(x, y) temos

∇f = ∂f

∂x
e1 +

∂f

∂y
e2.

♦

O operador∇ não deve ser confundido com o vetor gradiente, que é o resultado da aplicação de∇ a uma
função em um ponto.

Exemplo 15.17. Seja f : R2 → R, com f(x, y, z) = x2y+ cos(y). Então

∇f = ∂f

∂x
e1 +

∂f

∂y
e2 = (2xy,− sen(x))T

O operador∇ é (∂/∂x, ∂/∂y); o vetor gradiente, denotado∇f(x, y) é o vetor (2xy,− sen(x))T . Claramente,
para cada (x, y) emR2 haverá um vetor gradiente diferente – a aplicação de∇ em uma função de n variá-
veis resulta em um campo vetorial. ◀

Exemplo 15.18. Da mesma forma que a derivada é um operador linear no espaço das funções reais em
uma variável, o operador ∇ é uma aplicação multilinear no espaço das funções reais em n variáveis. Por
exemplo, seja f : R3 → R.

∇f =
(
∂f

∂x
,
∂f

∂y
,
∂f

∂z

)
,

que é multilinear: se fixarmos dois dos argumentos de f, por exemplo x = A e y = B, então∇f(A,B, z)
se torna uma função linear do terceiro argumento. Sem perda de generalidade, suponha que x e y são
constantes. Então

∇f =
(
0, 0,

∂f

∂z

)
,

que é linear. ◀

Definição 15.19 (Espaço dual). Seja V um espaço vetorial. O espaço dual de V é formado por todos os
funcionais lineares definidos em V . Denotamos o espaço dual de V por V∗. ♦

A dimensão do espaço dual de V é igual à de V – a demonstração disso é pedida no Exercício 356.

Teorema 15.20. Seja V um espaço vetorial de dimensão finita. Então dimV∗ = dimV .

Exemplo 15.21. O espaço dual de R3 é o espaço vetorial formado por todas as funções lineares em R3 –
ou seja, das funções da forma

f(x1, x2, x3︸ ︷︷ ︸
x

) = f1x
1 + f2x

2 + f3x
3.

Estas funções podem ser representadas por vetores linha com 3 elementos: se f é um vetor linha,

f(x) = fx =
(
f1 f2 f3

)(x1
x2

x3

)
= f1x

1 + f2x
2 + f3x

3.
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15.3. PRODUTO TENSORIAL 501

Este espaço claramente tem a mesma dimensão que R3, já que pode ser gerado por qualquer base de R3

com os vetores transpostos.
Por exemplo, como

B =

{(
1
0
0

)
,

(
0
1
0

)
,

(
0
0
1

)}

é base de R3, então {
(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)

}
é base de (R3)∗. ◀

Exemplo 15.22. O espaçoM2×2 tem dimensão quatro.
As funções lineares de matrizes 2× 2 em R são da forma

f(A) = f1a11 + f2a12 + f3a21 + f4a22,

logo temos como base as funções

f1(A) = a11

f2(A) = a12

f3(A) = a21

f4(A) = a22,

com dimensão quatro – a mesma que a deM2×2. ◀

15.3 Produto Tensorial

Começamos com um exemplo simples que ilustra o conceito de produto tensorial. Temos dois espaços
vetoriais, R3[x] e R4[y]. Se fizermos a soma destes dois espaços, poderemos descrever polinômios com
termos de grau no máximo 3 na variável x e no máximo 4 na variável y. No entanto, não teremos neste
espaço os poliômios que envolvem o produto de membros de cada espaço, como xy, x2y3 e xy+ x2y2.

Surge naturalmente a pergunta: se multiplicarmos, dois a dois, todos os elementos dos dois espaços,
teremos um espaço vetorial? A resposta é sim: este será o espaço vetorial R3,4[x, y], onde em cada termo
x pode ter grau no máximo 3 e y pode ter grau no máximo 4.

Se simplesmente tomarmos as uniões das bases dos dois espaços, teremos um espaço com a união dos
vetores de ambos. Queremos que nosso novo espaço contenha combinações (“multiplicações”, em um
sentido amplo) de vetores dos dois espaços: os elementos do novo espaço serão denotados “u⊗ v”.

Definição15.23 (produto tensorial). SejamU eV dois espaços vetoriais combases (u1, . . . , um) e (v1, . . . , vn).
Então o produto tensorial destes espaços, denotado U ⊗ V , é o espaço gerado pela base (u1 ⊕ v1, u1 ⊕
v2, . . . , um ⊕ vn). ♦

Exemplo 15.24. O produto tensorial deR2[x] eR3[y] é composto pelos polinômios em duas variáveis, x e
y, onde x tem grau menor ou igual a 2 e y tem grau menor ou igual a 3. ◀
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15.4 Notação de Einstein

Muitas vezes acontece de precisarmos descrever, em fórmulas, somas semelhantes ao produto interno em
Rn. Normalmente escrevemos

n∑
i=1

· · ·aibi · · ·

No entanto, quando hámuitas destas somas emuma fórmula (como de fato acontece emCálculo Tensorial),
a quantidade de símbolos de somatório torna-se um problema. Quando trabalhamos com tensores, usamos
a notação de Einstein:

• Se um índice i aparece exatamente duas vezes em um termo, uma vez como subscrito e uma em
sobrescrito, presume-se a soma para todos os valores de i, que deve ficar claro pelo contexto.

• Um mesmo índice não pode aparecer mais de duas vezes na mesma fórmula.

Ou seja,
· · ·+ aibi + · · · = · · ·+

∑
i

aibi + · · ·

Exemplo 15.25. Seja B = {b1, . . . , bn} uma base, e um vetor com coordenadas a1, a2, . . . , an nesta base.
Sabemos que este vetor é

v = a1b1 + · · ·+ anbn

=

n∑
i=1

aibi.

Usando a notação de Einstein, podemos dizer que

v = aibi,

onde fica implícita a soma para todos os valores de i. ◀

Exemplo 15.26. O traço de uma matriz quadrada é

TrA = aii. ◀

Exemplo 15.27. O produto interno usual em Rn é

⟨v,w⟩ = viwi. ◀

Exemplo 15.28. Em R3, o operador gradiente∇ é

∇ =

 ∂
∂x1

∂
∂x2

∂
∂x3

 ,
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ou

∇ =

 ∂
∂x1

0
0

+

 0
∂

∂x2

0

+

 0
0
∂

∂x3


=

∂

∂x1

(
1
0
0

)
+

∂

∂x2

(
0
1
0

)
+

∂

∂x3

(
0
0
1

)

=
∂

∂xi
ei. ◀

Exemplo 15.29. SejamA e B duas matrizes compatíveis para multiplicação, de forma queAB é definido.
Usando a notação usual, C = AB é dado por

cij =

q∑
k=1

aikb
k
j .

Usando a notação de Einstein, o mesmo produto é descrito como

cij = a
i
kb

k
j . ◀

15.5 Tensores

Definimos tensor como uma generalização natural de operador linear. Um tensor é umoperadormultilinear
(ou seja, linear em cada um de seus argumentos, como dissemos que o determinante é multilinear, no
Capítulo 5).

Definição 15.30 (Tensor). Seja V um espaço vetorial sobre um corpo K. Um Um tensor é uma função
multilinear do produto cartesiano de cópias de V e V∗ em K:

T : V∗ × · · · × V∗ × V × · · · × V → K.

Se há p cópias de V∗ e q cópias de V , denotamos o tensor por

T
i1,i2,...,ip
j1,j2,...,jq

,

e dizemos que este tensor é de ordem (ou tipo) (p, q). ♦

Exemplo 15.31. Um escalar c no corpo K é sempre um tensor de ordem (0, 0), porque o escalar pode ser
visto como uma função constante c : ∅→ K. ◀

Exemplo 15.32. Emumespaço vetorialV sobre um corpoK, um vetor é sempre um tensor de ordem (0, 1),
e um funcional linear T : V → K é um tensor de ordem (1, 0).

Se V = R3 e T é um vetor linha:
T = (t1 t2 t3),

tal que para todo vetor v em V ,

Tv = (t1 t2 t3)

v1v2
v3

 = t1v2 + t2v2 + t3v3 ∈ R.
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Se S é vetor coluna, temos

S =

s1s2
s3

 ,
e para todo covetorw em V∗,

wS = (s1 s2 s3)

w1

w2

w3

 = s1w2 + s2w2 + s3w3 ∈ R. ◀

Exemplo 15.33. Uma transformação linear é um tensor de ordem (1, 1). ◀

Exemplo 15.34. Uma forma bilinear é, por definição, um tensor de ordem (2, 0). ◀

Exemplo 15.35. EmRn, o determinante da matriz formada por n vetores é um tensor de ordem (0, n), já
que o descrevemos como “função multilinear de n colunas” (e colunas são vetores de Rn). ◀

Os exemplos 15.33 e 15.34 mostram que uma matriz, considerada isoladamente, não é um tensor! Ela
pode, na verdade, representarmais de um tensor.

Denotamos por T p
q o conjunto de todos os tensores de ordem (p, q) sobre R.

Teorema 15.36. Para todos p, q, T p
q é espaço vetorial.

Teorema 15.37. T p
q ⊕ T r

s é isomorfo a T
p+r
qs .

Como T 1
0 é isomorfo a V , e T 0

1 é isomorfo a V∗, temos uma definição alternativa de tensor.

Definição 15.38 (Tensor). Um tensor é um elemento do espaço V ⊗ · · · ⊗ V ⊗ V∗ ⊗ · · · ⊗ V∗. ♦

15.6 Mudança de base, covariância e contravariância

Seja V um espaço vetorial. A partir de uma base B para V podemos determinar uma base B ′ para o dual
V∗.

Definição 15.39 (funcional coordenada). Seja V um espaço vetorial de dimensão finita sobre um corpo K
e uma base ordenada B para este espaço. O funcional h : V → K que seleciona a i-ésima coordenada de
vetores na base B – ou seja,

hi(v) = vi,

é o funcional coordenada no espaço V para a i-ésima coordenada e para base B. ♦

Exemplo 15.40. A seguir temos uma base ordenada para R2:

B =

( (
1
0

)
,

(
0
2

) )
.

Seja v = (4, 6)T . Temos então

[v]B =

(
4
6

)
,

e para esta base,

h1(v) = 4
h2(v) = 3. ◀
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Proposição 15.41. H = (h1, h2, . . . , hn) é base para V∗.

Definição 15.42 (base conjugada). A baseH descrita na Proposição 15.41 é a base conjugada de B. ♦

Exemplo 15.43. Continuando o último exemplo,

h1 = (1, 0)

h2 = (0, 1/2)

formam base para
(
R2
)∗
. Esta é a base conjugada para B. ◀

Na seção 4.3.1 (na página 4.57) dissemos que os vetores com que trabalhamos são contravariantes: su-
ponha que tenhamos uma base B e as coordenadas [v]B de um vetor v, e aplicamos uma mudança de base
[id]B→C obtendo C:

C = SB.

Então a transformação que deve ser aplicada em [v]B para obter as coordenadas de vna nova base é a inversa
da que foi aplicada na base,

[v]C = S−1[v]B,

como ilustrado pelo diagrama a seguir.

B C

[v]B [v]C

S

S−1

O nome contravariante vem justamente do fato das coordenadas dos vetores mudarem de forma contrária
à dos vetores da base.

Seja V um espaço vetorial com base B = (b1, b2 . . . , bn).

Teorema 15.44. Seja V um espaço vetorial com bases B eC, e V∗ seu dual. Seja f ∈ V∗ um funcional linear.

f(x) = Sf(S−1x)

Olhamos agora para o efeito de uma mudança de base em vetores duais.

Exemplo 15.45. Seja B a base canônica para R3:

B = (e1, e2, e3).

O ponto (2, 3, 1) é representado pelas coordenadas (2, 3, 1) nesta base. Agora mudamos a base, aplicando
uma transformação:

C = SB, S =

(
1 0 0
0 1 0
1 0 1

)
Como B é identidade, temos C = SB = S.

A inversa de S é

S−1 =

(
1 0 0
0 1 0

−1 0 1

)
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Na base C, as coordenadas do ponto (2, 3, 1) são

S−1

(
2
3
1

)
=

(
1 0 0
0 1 0

−1 0 1

)(
2
3
1

)

=

(
2
3

−1

)

Verificamos que as coordenadas estão corretas:

2

(
1
0
1

)
+ 3

(
0
1
0

)
− 1

(
0
0
1

)
=

(
2
3
1

)
.

Depois de aplicarmos a transformação S na base, tivemos que aplicar a inversa de S nas coordenadas para
obter o mesmo ponto. ◀

Exemplo 15.46. Sabemos que no espaçoM2×2, o traço é um funcional linear. Considere a base ordenada

B1 =

(
1 0
0 0

)
, B2 =

(
0 1
0 0

)
, B3 =

(
0 0
1 0

)
, B4 =

(
0 0
0 1

)
.

A matrizA = ( a11 a12
a21 a22

) pode ser descrita como

A = a11B1 + a12B2 + a21B3 + a22B4.

Se multiplicarmos o primeiro vetor da base por 2, teremos

C1 =

(
2 0
0 0

)
, C2 =

(
0 1
0 0

)
, C3 =

(
0 0
1 0

)
, C4 =

(
0 0
0 1

)
.

e a matrizA (que é um vetor contravariante) será descrita como

A =
a11

2
C1 + a12C2 + a21C3 + a22C4,

e suas coordenadas são portanto (1/2, 1, 1, 1). Para representar a mesma matriz, fizemos a transformação
inversa!

Se
C = SB,

então
[v]C = S−1[v]B.

Já o traço deA é

Tr[A]B = [a11]B + [a22]B

= a11 + a22

Para calcular o traço na base C, temos

Tr[A]C = 2[a11]C + [a22]C
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= 2

(
1

2

)
a11 + a22

= a11 + a22.

Vemos então claramente que o funciona linear traço é covariante: para usá-lo em um vetor na base C, aplicamos
nele a mesma transformação que aplicamos na base B para obterC. Se

C = SB,

então
[Tr]C = S[Tr]B.

Evidentemente, o mesmo vale paraMn×n, para qualquer n. ◀

Exemplo 15.47. ◀

Exemplo 15.48. O produto vetorial, denotado por v× w, é um (1, 2)-tensor. ◀

15.6.1 Operações com tensores
Definição 15.49 (Contração). ♦

Exemplo 15.50. Para transformações lineares, o traço é contração:

TrA = aii ◀

Proposição 15.51. A contração elimina um índice covariante e um contravariante de um tensor.

Definição 15.52 (subindo e baixando índices). ♦

15.7 Aplicações

15.7.1 Mecânica
Força

Tração
As forças atuando em lados opostos de uma superfície são chamadas de stress sobre a superfície.
Suponha que consigamos descrever as forças atuando sobre três planos mutuamente ortogonais, que

se encontram em um ponto p. Usando esta descrição de forças, podemos descrever o stress em qualquer
superfície passando pelo ponto p. Esta descrição das forças por três planos ortogonais é o tensor de stress.

Definição 15.53. Dado um ponto p ∈ R3, o tensor de stress para p descreve as forças aplicadas sobre tres
planos ortogonais passando por p.

O tensor de stress é representado por uma matrizσxx σxy σxz
σyx σyy σyz
σzx σzy σzz


Na notação σij, o primeiro símbolo (i) representa a face (o plano) e o segundo (j) representa o componente
da força atuando sobre ele. ♦
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Exemplo 15.54. ◀

Proposição 15.55. Seja Π um plano passando por um ponto P em um sólido, e σ o tensor de stress representando
forças agindo sobre o sólido. Então a componente do stress normal aΠ em P é

σn,

onde n é o vetor normal ao planoΠ.

Teorema 15.56. O tensor de stress é um (2, 0) − tensor (ou seja, contravariante de ordem dois).

Exercícios

Ex. 354 — Diga se são funcionais lineares:

i) Em C[0, 1],

F
[
f(x)

]
=

∫
f(x)dx.

(integral indefinida)

ii) Em C[0, 1],

F
[
f(x)

]
=

∫b
a

∫b
a

K(x, y)f(x)g(y)dxdy,

sendo K(x, y) uma função contínua em x e y, fixada para F.

Ex. 355 — Prove que, todo linear funcional deve ser ou a função constante zero ou uma função sobrejetora
sobre o corpo subjacente.

Ex. 356 — Prove o Teorema 15.20.

Ex. 357 — Prove a Proposição 15.41.

Ex. 358 — Prove que todo tensor semidefinido positivo S tem raiz quadrada, ou seja, existeU tal queU2 =
S.
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Apêndice α

Revisão: Sistemas Lineares e Matrizes

Este Apêndice trata de matrizes, operações básicas sobre elas e sistemas de equações lineares, a fim de
possibilitar a revisão destes conceitos. Alguns tópicos, no entanto, são omitidos, umavez que são abordados
de maneira mais adequada no corpo do texto: a representação de sistemas de equações lineares na forma
matricial e a regra de Cramer.

Os tópicos são apresentados de forma comopoderiam ser apresentados no ensinomédio, sem requisitos
adicionais – e mesmo nesta revisão presume-se que o leitor está habituado à notação de somatório. As
aplicações no final do Apêndice são também as que normalmente são dadas (ou que poderiam ser dadas)
no ensino médio, mas seguem com referências bibliográficas mais avançadas para leitura adicional.

α.1 Sistemas de equações lineares

Definição α.1 (Sistema de equações lineares). Um sistema de equações lineares é um conjunto de equações,
cada uma representando uma relação linear entre várias variáveis. Uma solução para um sistema de equa-
ções lineares envolvendo variáveis x1, x2, . . . , xn é um mapeamento de cada xi para um valor, de forma
que todas as equações do sistema sejam satisfeitas. Formalmente, descrevemos um sistema de equações
lineares como

a11x1 + a12x2 + . . . +a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + . . . +a2nxn = b2

...
...

am1x1 + am2x2 + . . .+amnxn = bm
onde os aij são os coeficientes e os xj são as incógnitas.

Quando todos os bi são zero, o sistema é homogêneo. ♦

É conveniente, quando trabalhamos com sistemas lineares, dispor as equações de forma que cada va-
riável xi apareça alinhada verticalmente em todas as equações.

Exemplo α.2. O sistema 
x1 + x2 + x3 − x4 = 2

x4 − x3 = 3

x2 − x3 = 2

x3 = 5

509
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é mais convenientemente visualizado com as variáveis alinhadas:
x1 + x2 + x3 − x4 = 2

− x3 + x4 = 3

x2 − x3 = 2

x3 = 5

◀

Exemplo α.3. Considere os dois sistemas lineares a seguir.{
2x1 − x2 = 8

x1 + x2 = 30

{
3x1 + 8x2 − x3 = 0

−x1 − 3x2 + 9x3 = 0

O primeiro sistema não é homogêneo, porque tem constantes 8 e 30 no lado direito das igualdades. Já o
segundo é homogêneo, porque o lao direito das equações é zero. ◀

Definição α.4. Um sistema linear é chamado de possível, ou consistente, se tem solução, e de imposível ou
inconsistente caso contrário. Um sistema consistente pode ter exatamente uma solução – e neste caso é
chamado de determinado ou infinitas soluções – quando é chamado de indeterminado. ♦

Exemplo α.5. O sistema a seguir é consistente e determinado. As duas equações representam duas retas
diferentes que se cruzam, portanto a solução é o ponto de R2 que satisfaz as duas equações – exatamente
o ponto onde cruzam. {

2x+ y = 0

x+ y = 1

O próximo sistema é consistente, mas indeterminado. As duas equações representam a mesma reta, por-
tanto quaisquer valores de x e y que representem pontos desta (ou seja, com y = 2x−1) reta são soluções.{

2x− y = 1

4x− 2y = 2

Finalmente, o sistema a seguir é inconsistente: as equações representam duas retas paralelas, e não há
ponto em comum entre elas (não há (x, y) satisfazendo as duas equações).{

x+ y = 1

x+ y = 3
◀

Definição α.6 (Sistema lineares equivalentes). Dois sistemas lineares são equivalentes se admitem exata-
mente as mesmas soluções. ♦

Exemplo α.7. Considere os sistemas a seguir.{
3x+ y = 0

x− y = 5

{
x+ y

3
= 0

4x = 5

Os dois sistemas são equivalentes, porque são ambos determinados e admitem apenas a mesma solução
x = 5/4, y = −15/4. ◀
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Definição α.8 (Forma escalonada por linhas de um sistema linear). Suponha que um sistema linear esteja
descrito de forma que as variáveis em cada equação aparecem sempre em umamesma ordem. Este sistema
está na forma escalonada por linhas (ou triangular) se em cada linha, a primeira variável com coeficiente
diferente de zero não aparece (ou seja, tem coeficiente zero) nas outras linhas.

A primeira variável com coeficiente diferente de zero em uma linha é chamada de pivô. Se todos os
pivôs são iguais a um, o sistema está na forma escalonada reduzida por linhas. ♦

Exemplo α.9. Os seguintes sistemas estão na forma escalonada. O último está na forma escalonada redu-
zida. {

−5x1 − x2 = 2

x2 = 4

{
−x1 − x2 + x3 = 1

x2 = 0


x1 + x2 + x3 = 2

x2 − x3 = 1

x3 = 10

◀

Exemplo α.10. Os sistemas a seguir não estão na forma escalonada.

{
2x1 + x2 = 0

−3x1 − 8x2 = 1


−x1 − x2 + x3 = 0

x1 − x2 + 3x3 = 0

3x2 + 2x3 = 0

8x3 = 0


4x1 − x2 + 2x3 = 6

− 7x2 + 5x3 = 5

3x2 − x3 = 1

◀

α.1.1 Resolução de sistemas escalonados por linhas
Um sistema na forma escalonada por linhas pode ser resolvido facilmente através de substituição de variá-
veis:

i) Se a última linha contémuma única incógnita, seu valor já está determinado. Substituímos este valor
nas linhas de cima e retiramos esta última linha do sistema, resultando em um novo sistema.

ii) Se a última linha contém mais de uma incógnita, o sistema é indeterminado.

iii) Se a última linha não tem variáveis e é da forma 0 = bi, com bi ̸= 0, o sistema é inconsistente.

Repetimos este processo até ter obtido os valores de todas as variáveis ou determinar que o sistema não
tem solução.

Exemplo α.11. Considere o sistema triangular a seguir.
x1 + x2 + x3 = 2

− x2 − x3 = 1

2x3 = 10

Resolveremos este sistema usando as regras (i), (ii) e (iii) mencionadas anteriormente.
x1 + x2 + x3 = 2

− x2 − x3 = 1

2x3 = 10

(i),x3=5−−−−−−→ {
x1 + x2 + 5 = 2

− x2 − 5 = 1

reorganizando−−−−−→ {
x1 + x2 = −3

− x2 = 6
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(i),x2=−6−−−−−−−→ x1 − 6 = −3.

e x1 = 9. A solução para o sistema é

x1 = 9

x2 = −6

x3 = 5 ◀

Exemplo α.12. Considere o sistema
−2x1 + x2 + x3 + x4 = 1

x2 − 3x3 + x4 = 0

x3 = −4

Tentaremos resolver usando as regras mencionadas.
−2x1 + x2 + x3 + x4 = 1

x2 − 3x3 + x4 = 0

x3 = −4

(i),x3=−4−−−−−−−→ {
−2x1 + x2 + x4 = 5

x2 + x4 = −12

(ii)−−→ ⊥

Aqui percebemos que o sistema tem infinitas soluções: x2 e x4 podem variar de forma que sua soma seja
−12. Continuamos, para obter o valor de x1. Determinamos que x2 = −x4 − 12:

−2x1 + [−x4 − 12] + x4 = 5

Então
−2x1 − 12 = 5,

e temos x1 = −17/2. ◀

α.1.2 Resolução de sistemas lineares na forma geral
Pode-se resolver sistemas de equações lineares usando três operações elementares, que não mudam a solu-
ção do sistema, a fim de transformar o sistema original em um sistema na forma escalonada. As operações
elementares são:

• Permutar a posição de duas equações.

• Multiplicar uma equação por uma constante.

• Somar um múltiplo de uma equação a outra.

Seja um sistema na forma

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2
... =

...
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am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxm = bm

Modificaremos uma coluna da matriz de cada vez. A modificação de uma coluna é uma fase do algoritmo.
Na primeira fase, eliminamos x1 de todas as linhas abaixo da linha 1; na segunda fase, eliminamos x2 de
todas as linhas abaixo da linha 2; e sucessivamente, eliminamos xi de todas as linhas abaixo da linha i. O
diagrama a seguir ilustra o processo – ali, os pontos (•) representam coeficientes das variáveis.

fase 1︷ ︸︸ ︷
•x1 + •x2 + •x3 + · · ·+ •xn = b1
•x1 + •x2 + •x3 + · · ·+ •xn = b2
•x1 + •x2 + •x3 + · · ·+ •xn = b3
•x1 + •x2 + •x3 + · · ·+ •xn = b4

−→
fase 2︷ ︸︸ ︷

•x1 + •x2 + •x3 + · · ·+ •xn = b1
•x2 + •x3 + · · ·+ •xn = b2
•x2 + •x3 + · · ·+ •xn = b3
•x2 + •x3 + · · ·+ •xn = b4

−→
fase 3︷ ︸︸ ︷

•x1 + •x2 + •x3 + · · ·+ •xn = b1
•x2 + •x3 + · · ·+ •xn = b2

•x3 + · · ·+ •xn = b3
•x3 + · · ·+ •xn = b4

−→
próximas fases︷ ︸︸ ︷

•x1 + •x2 + •x3 + · · ·+ •xn = b1
•x2 + •x3 + · · ·+ •xn = b2

•x3 + · · ·+ •xn = b3
· · ·+ •xn = b4

Suponha que a linha i contenha xi com coeficiente α. Suponha também que a linha j tenha coeficiente β
para xi – ou seja, as linhas i e j são

. . .+ αxi + . . . = bi
...

...

. . .+ βxi + . . . = bj

Para eliminar xi da linha j, somamos−β/α vezes a linha i à linha j:

. . .+ αxi + . . . = bi
...

...

. . .+ ((−β/α)αxi) + βxi + . . . = (−β/α)bi + bj

O resultado será a eliminação de xi da linha j:

. . .+ 0xi + . . . = (−β/α)bi + bj.

Este método é chamado de eliminação de Gauss.

Exemplo α.13. Transformaremos o sistema a seguir na forma escalonada.
−2x1 − x2 + 7x3 = 1

3x1 − 2x2 + x3 = −1

x1 + x2 + 3x3 = 4

Somamos à segunda linha 3/2L1 e à terceira,−1/2L1:
−2x1 − x2 + 7x3 = 1

− 7/2x2 + 23/2x3 = 1/2

3/2x2 − 1/2x3 = 7/2
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Agora somamos à última linha 3/7L2, obtendo um sistema na forma escalonada:
−2x1 − x2 + 7x3 = 1

− 7/2x2 + 23/2x3 = 1/2

31/7x3 = 26/7

◀

α.2 Matrizes

Definiçãoα.14 (Matriz). Umamatriz é uma coleção de objetos dispostos emuma grade, de forma que todas
as linhas tem a mesma quantidade de colunas. Uma matriz comm linhas e n colunas é também chamada
de “matrizm × n”, e é usualmente denotada com seus elementos dispostos de maneira retangular, entre
parênteses, como a matriz A abaixo. Também é comum dispor os elementos da matriz entre colchetes,
como a matriz B abaixo, que é p× k.

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

. . .
...

am1 am2 . . . amn

 , B =


a11 a12 . . . a1k
a21 a22 . . . a2k
...

. . .
...

ap1 ap2 . . . apk

 .
Pode-se também denotar as matrizes acima porA = [aij] e B = [bgh]. Usualmente fica subentendido que
os elementos de uma matrizM sãom11,m12, . . . ♦

É comum denotar matrizes por letras maiúsculas e seus elementos pela mesma letra, minúscula, com
a linha e coluna em subscrito.

Exemplo α.15. A matrizAmostrada a seguir é 2× 3.

A =

(
0 2 4
1 3 5

)
Temos a11 = 0, a12 = 2, etc. ◀

Definição α.16 (Classificação de matrizes). Uma matriz é quadrada se seu número de linhas é igual ao seu
número de colunas. Dizemos que uma matriz quadrada com n linhas e colunas é de ordem n. Uma matriz
é triangular superior se os elementos abaixo de sua diagonal são todos zero. Similarmente, uma matriz é
triangular inferior se seus elementos acima da diagonal são zero. Umamatriz que é tanto triangular superior
como triangular inferior é umamatriz diagonal. Umamatriz com uma única coluna é um vetor coluna, e uma
matriz com uma única linha é um vetor linha. Uma matriz A é simétrica se aij = aji para toda linha i e
coluna j (ou seja, a parte acima da diagonal é refletida na parte abaixo da diagonal). Uma matrizA é anti-
simétrica se aij = −aij para toda linha i e toda coluna j (ou seja, a parte acima da diagonal é refletida com
sinal trocado na parte abaixo da diagonal, e a diagonal é zero). ♦

Exemplo α.17. A matriz A a seguir é quadrada. C é triangular superior. D é diagonal (e portanto trian-
gular). E é simétrica e F é antisimétrica. G é um vetor coluna, eH é um vetor linha. J é anti-simétrica. B
não é classificada de nenhuma dessas formas.

A =

(
2 4 6
8 10 12
14 16 18

)
, B =

(
1 2
3 4
5 6

)
C =

(
1 −1 1
0 2 −2
0 0 3

)
D =

(
−1 0 0
0 1 0
0 0 2

)
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E =

(
0 −1 1

−1 2 7
1 7 5

)
F =

(
1 −2 5
2 9 −3

−5 3 8

)
G =

(
0

−1
1

)
H = (2 3 5 7)

J =

(
0 3 −1

−3 0 −7
1 7 0

)
◀

Usaremos a notação diag(x1, x2, . . . , xn) para a matriz diagonal com elementos x1, x2, . . . , xn na dia-
gonal.

Exemplo α.18. A matriz diag(1, 9, 2) é (
1 0 0
0 9 0
0 0 2

)
. ◀

Definição α.19 (Matriz identidade). Uma matriz quadrada onde os elementos da diagonal são iguais a 1 e
os outros são iguais a 0 é chamada de matriz identidade. Denotamos a identidade por I :

I =

1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
...

. . .
...

0 0 . . . 1

 ♦

Exemplo α.20. As matrizes identidade de ordem 3 e de ordem 4 são mostradas a seguir.

(
1 0 0
0 1 0
0 0 1

) 1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 ◀

α.2.1 Operações com matrizes
Duas matrizes podem ser somadas e multiplicadas, desde que os elementos das duas admitam as opera-
ções de adição e multiplicação, e o número de linhas e colunas permita as operações. Também é possível
multiplicar uma matriz por um escalar, desde que seja possível multiplicar o escalar pelos elementos da
matriz.

Definição α.21 (Soma de matrizes). Sejam A e Bmatrizes, ambasm × n. Então A + B = C, onde cij =
aij+bij – ou seja, cada elemento com coordenada i, j deA é somado com o elemento com coordenada i, j
de B resultando no elemento de coordenada i, j em C. ♦

Exemplo α.22. (
−1 0 3
−3 2 2

)
+

(
1 −2 5
1 4 3

)
=

(
0 −2 8

−2 6 5

)
◀

Exemplo α.23. (
1 x 2
3 y 5

)
+

(
a 0 −1
b 4 −1

)
=

(
a+ 1 x 1
b+ 3 y+ 4 4

)
◀
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Definição α.24 (Multiplicação de matriz por escalar). Seja A uma matriz cujos elementos pertencem a
um corpo F. Seja c ∈ F um escalar. Entào a multiplicação cA é igual à matriz obtida multiplicando cada
elemento deA por c. ♦

Exemplo α.25. Seja c = 3 e

A =

(
0 1 2

−3 −4 −5

)
.

Então

cA =

(
0 3 6

−9 −12 −15

)
. ◀

Exemplo α.26. Damos um exemplo usando matrizes com elementos em C. Seja c = 3+ 2i e

A =

(
1 0
2i 3− 2i

)
Então

cA =

(
3+ 2i 0

−4+ 6i 13

)
◀

Definição α.27 (Multiplicação de matrizes). SejamA uma matrizm× p e B uma matriz p× n. A multi-
plicação deA por B, que denotamosAB é a matriz C,m× n, cujas entradas são

cij =

o∑
i=1

aioboj. ♦

Claramente, para que a multiplicação AB seja possível, o número de colunas de A deve ser igual ao
número de colunas de B. Dizemos que neste caso A e B são compatíveis para multiplicação. Se A ém × p
e B é p× n, o resultado será uma matrizm× n.

Am×pBp×n = (AB)m×n.


← p →↑

m↓



← n →
↑
p↓

 =


← n →↑

m↓


Exemplo α.28. Multiplicamos uma matriz 3× 3 por outra, 3× 4, obtendo uma nova matriz 3× 4.(
5 5 1
0 1 2
7 4 8

)(
3 2 4 9
1 2 1 2
0 0 1 −1

)
=

(
20 20 26 54
1 2 3 0
25 15 40 63

)

Este exemplo destaca como cada elemento da nova matriz é calculado: o elemento na posição 2, 3 é calcu-
lado usando a linha 2 e a coluna 3:

c23 = a21b31 + a22b22 + a23b33

= (0)(4) + (1)(1) + (2)(1) = 3 ◀
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Exemplo α.29. Uma mariz multiplicada por um vetor coluna resulta em um vetor coluna com o mesmo
número de linhas da matriz. (

1 0
2 −1
3 −2

)(
3
5

)
=

(
3
1

−1

)
O mesmo acontece quando um vetor linha é multiplicado por uma matriz – o resultado é um vetor linha
com o mesmo número de colunas da matriz. ◀

Exemploα.30. O produto de linha por coluna de mesmo tamanho sempre resulta em umamatriz com um
único elemento:

(−1 5)

(
2
1

)
= (3)

No entanto, a multiplicação de vetor coluna de tamanhom por vetor linha de tamanho n resulta em uma
matrizm× n: (

2
1

−1

)
(3 −2) =

(
6 −4
3 −2

−3 2

)
◀

A multiplicação de uma matriz pela identidade resulta na mesma matriz: AI = A.

Teoremaα.31. A operação demultiplicação dematrizes é associativa e distributiva: A(BC) = (AB)C eA(B+
C) = AB+AC, desde queAB eAC sejam definidos.

Demonstração. Quanto à distributividade: suponha, sem perda de generalidade, que A ém × p, e que B e
C sejam p × n. SejamD = A(B + C) e E = AB + AC. Então o elemento na posição i, j de F é igual ao
elemento na mesma posição de E:

dij =

p∑
i=1

aip(bpj + cpj)

=

p∑
i=1

(aipbpj + aipcpj)

=

p∑
i=1

aipbpj +

p∑
i=1

aipcpj

= eij. ■

É importante observar, no entanto, que o produto de matrizes não é comutativo. Mesmo quando os
produtosAB e BA são bem definidos (ou seja, ambas são quadradas e tem a mesma ordem), pode ser que
AB ̸= BA. Por exemplo, sejam

A =

(
1 2

−1 0

)
, B =

(
0 3

−1 2

)
.

Então

AB =

(
−2 7
0 −3

)
, BA =

(
−3 0
−3 −2

)
.
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Definição α.32 (Potência de matriz). Se A é uma matriz quadrada, então para qualquer inteiro n > 0,
denotamos

An =

n−1
multiplicações︷ ︸︸ ︷
AA . . . A .

Também definimos queA0 = I . ♦

Exemplo α.33. Seja

A =

(
1 2
1 0

)
.

Então

A2 = AA =

(
1 2
1 0

)(
1 2
1 0

)
=

(
3 2
1 2

)
A3 = AA2 =

(
1 2
1 0

)(
3 2
1 2

)
=

(
5 6
3 2

)
A4 = A2A2 =

(
3 2
1 2

)(
3 2
1 2

)
=

(
11 10
5 6

)
◀

QuandoA = A2 (e portantoA = An para todo inteiro n > 0), dizemos queA é idempotente.

Exemplo α.34. A matriz zero e a matriz identidade são idempotentes. ◀

Exemplo α.35. A matriz (
2 −2 −4

−1 3 4
1 −2 −3

)
é idempotente, porque

A2 =

(
2 −2 −4

−1 3 4
1 −2 −3

)(
2 −2 −4

−1 3 4
1 −2 −3

)
=

(
2 −2 −4

−1 3 4
1 −2 −3

)
◀

Definição α.36 (Transposta). A transposta de uma matriz é a matriz onde o elemento na posição i, j é aji,
ou seja, a matriz onde a i-ésima linha passa a ser a i-ésima coluna. Denota-se a transposta deA porAT . ♦

Alguns textos podem também usar a notaçãoA ′ para transposta.

Exemplo α.37. A transposta de

A =

(
0 0 1
2 3 4

)
é

AT =

(
0 2
0 3
1 4

)
◀

Há alguns fatos evidentes a respeito da transposta:

• A transposta de um vetor coluna é um vetor linha e a de um vetor linha é um vetor coluna.
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• A operação de transposição é bijetora.

• A função inversa da transposição é ela mesma: (AT )T = A.

• A transposição é distributiva sobre a soma de matrizes: (A+ B)T = AT + BT .

• (cA)T = c(AT ), para todo escalar c.

O efeito da transposição no produto de duas matrizes já não é imediatamente evidente. O Exercício 365
pede a demonstração do teorema a seguir.

Teorema α.38. Para matrizesA e B tais que o produtoAB seja definido, (AB)T = BTAT .

Definição α.39 (Inversão de matriz). Seja A uma matriz quadrada. Se existe B tal que AB = BA = I ,
então dizemos queA e B são inversas uma da outra. Denota-se a inversa de uma matrizM porM−1. ♦

Exemplo α.40. Seja

A =

(
1 2
1 0

)
.

Então

A−1 =

(
0 1
1
2

−1
2

)
,

porque

AA−1 =

(
1 2
1 0

)(
0 1
1
2

−1
2

)
=

(
1 0
0 1

)
. ◀

Para calcular a inversa de uma matriz A n × n, pode-se escrever AA−1 = I , tendo os elementos de
A−1 como incógnitas. Isso resulta em um sistema linear com n2 equações e n2 variáveis.

Exemploα.41. Neste exemplomostramos como calcular a inversa damatriz apresentada no exemploα.40.(
1 2
1 0

)(
a b
c d

)
=

(
1 0
0 1

)
.

Naturalmente surge um sistema linear:

a+ 2c = 1

b+ 2d = 0

a+ 0c = 0

b+ 0d = 1.

A solução para este sistema é

a = 0, b = 1,

c =
1

2
, d = −

1

2
,

portanto

A−1 =

(
0 1
1
2

−1
2

)
. ◀
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Teorema α.42. SeA e B são matrizes invertíveis n× n,AB é invertível, e (AB)−1 = B−1A−1.

Demonstração. SeA e B tem inversasA−1 e B−1, então simplesmente verificamos que

(AB)(B−1A−1) = A(BB−1)A−1

= AIA−1

= AA−1

= I. ■

α.3 Aplicações

α.3.1 Circuitos elétricos [ sistemas lineares ]
A lei de Kirchoff determina que em qualquer circuito fechado em um circuito elétrico, a soma diferenças
de potencial é zero. Considere, por exemplo, o circuito a seguir.

R1
510Ω

R7
220Ω

+ −

B2
20V R10

100Ω

R9
220Ω

R5
510Ω

+−
B1
60V

R2
100Ω

R4
50Ω

R6
100Ω

R8
50Ω

R3
220Ω

Damos os nomes i1, i2, i3 e i4 às correntes em quatro ciclos:

i1 :R1, R2, R3, R4

i2 :R3, B1, R5, R6

i3 :R7, R4, R8, B2

i4 :R8, R6, R9, R10

Suponha que as correntes estão todas no sentido horário (se não estiverem, obteremos resultado negativo,
nos indicando o sentido da corrente).
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As resistências em cada ciclo são iguais à soma dos resistores. Por exemplo, no ciclo à esquerda e acima,
a resistência é (510+ 100+ 220+ 50)Ω = 880Ω.

Para determinarmos as correntes usamos a lei de Ohm,

u = ir,

onde u é a diferença de potencial, i é acorrente, e r a resistência, e, sabendo que as diferenças de potencial
são zero, resolvemos o seguinte sistema:

(510+ 100+ 220+ 50)i1 − 220i2 − 50i3 = 0

−60+ (510+ 100+ 220)i2 − 220i1 − 100i4 = 0

−20+ (220+ 50+ 50)i3 − 50i1 − 50i4 = 0

(50+ 100+ 220+ 100)i4 − 50i3 − 100i2 = 0

ou, simplificando, 
880i1 − 220i2 − 50i3 = 0

−220i1 + 830i2 − 100i4 = 60

−50i1 + 320i3 − 50i4 = 20

− 100i2 − 50i3 + 470i4 = 0

.

Após resolver o sistema, obtemos:

i1 = 0.024428726007575

i2 = 0.081759905888709

i3 = 0.070201991822999

i4 = 0.024864021659619

Como usamos Volts e Ohms no circuito, as correntes são todas em Ampère.

α.3.2 Balanceamento de equações químicas [ sistemas lineares ]

É possível produzir amônia a partir de nitrogênio e hidrogênio, como mostrado na equação a seguir.

N2 +H2 → NH3

No entanto, as proporções de nitrogênio, hidrogênio e amônia não estão representadas corretamente: à
esquerda, temos uma molécula de cada gás, com dois átomos de nitrogênio e dois de hidrogênio. à direita,
uma molécula de amônia, com um átomo de nitrogênio e tres de hidrogênio. Podemos balancear esta equa-
ção para que represente as quantidades corretas dos reagentes, multiplicamos a quantidade de moléculas
de amônia por 2.

N2 +H2 → 2NH3

Agora a quantidade de nitrogênio está balanceada, mas há tres vezes mais hidrogênio à direita do que à
esquerda. Multiplicamos a quantidade deH2 por tres, e obtemos a equação balanceada:

N2 + 3H2 → 2NH3



Ve
rs
ão
Pr
el
im
in
ar

Ál
ge
br
a L
in
ea
r

Je
rô
ni
m
o
Pe
lle
gr
in
i

522 APÊNDICE α. REVISÃO: SISTEMAS LINEARES E MATRIZES

Quando hámuitos elementos a balancear, torna-se impossível realizar o trabalho usando apenas a intuição.
Damos um exemplo ainda pequeno, mas um pouco mais interessante que o anterior, apenas para ilustrar
o processo. Suponha que queiramos balancear equação a seguir, que representa a reação de redução onde
hidróxido de sódio e ácido sulfúrico tornam-se sulfato de sódio e água:

NaOH+H2SO4 → Na2SO4 +H2O.

Denominamos as quantidades das moléculas de x1, x2, x3 e x4:

(x1)NaOH+ (x2)H2SO4 → (x3)Na2SO4 + (x4)H2O.

Agora, sabemos que as quantidades de átomos de cada elemento não podem se alterar com a reação. Assim,
a quantidade de átomos de Oxigenio no lado esquerdo (que é igual a x1 + 4x2) deve ser a mesma do lado
direito (igual a 4x3 + x4). Seguindo este raciocínio para cada um dos quatro elementos da reação, temos

x1 = 2x3 Na
x1 + 4x2 = 4x3 + x4 O
x1 + 2x2 = 2x4 N

x2 = x3 S

Este sistema tem infinitas soluções, da forma

x1 = x4

x2 = x3

x1 = 2x2

Escolhemos x2 = 1 e temos a equação balanceada:

2NaOH+H2SO4 → Na2SO4 + 2H2O

α.3.3 Cadeias de Markov [ matrizes ]
Suponha que um sistema qualquer possa ficar em um dentre n estados diferentes, que o sistema muda de
estado periodicamente com determinadas probabilidades, e que a pobabilidade de mudança de um estado
para o próximo só dependa do estado atual.

Exemplo α.43. Por exemplo, um paciente pode estar em n diferentes estágios de uma doença. Suponha
que o paciente não esteja sendo tratado (porque não existe tratamento, ou porque não está disponível). Ba-
seado em frequências de casos anteriores, ummédico pode determinar a probabilidade do próximo estado
do paciente, dado o estado atual. ◀

Exemploα.44. Máquinas em operação emuma fábrica tem certa probabilidade de apresentar tres tipos de
falha a cada dia. A presença de uma falha aumenta a probabilidade de ocorrer outro tipo de falha, portanto
a probabilidade de que as outra falhas ocorram depende do estado atual. ◀

Quando o próximo estado de um sistema depende apenas do estado atual, dizemos que vale para ele a
propriedade de Markov.
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Definiçãoα.45 (Cadeia de Markov). Uma cadeia de Markov1 é um processo que pode ser descrito por vários
estados, com probabilidades de transição bem definidas entre os estados, para o qual vale a propriedade
de Markov: a probabilidade de que o próximo estado seja s ′ depende somente do estado atual, s, e da
probabilidade de transição de s para s ′. ♦

Usamos matrizes para representar as probabilidades de mudança de estado em uma cadeia de Markov:
o sistema passará do estado i para o estado j com probabilidade pij.

Suponha que a matriz de probabilidade de mudança de estado seja

P =

p11 p12 p13
p21 p22 p23
p31 p32 p33


Se calcularmos P2 teremos, por exemplo, na posição p21,

p ′
21 = p23p31 + p22p21 + p21p11,

que é a probabilidade de o sistema começar no estado 2 e terminar no estado 1 após dois estágios:

• p23p31, passando de 2 para 3 e de 3 para 1;

• p22p21, permanecendo em 2, e depois passando de 2 para 1;

• p21p11, passando de 2 para 1 e depois permanecendo em 1.

De maneira geral, a posição pij na matriz Pk dará a probabilidade de o sistema começad no estado i e
mudar, após k estágios, para o estado j. Para calcular as probabilidades de mudança de estado após vários
estágios, portanto, calculamos uma potência da matriz.

Por exemplo, suponha que as probabilidades sejam dadas por

P =

(
0.2 0.4 0.4
0.1 0.8 0.1
0.5 0.2 0.3

)
Então após a troca de estados temos

P2 =

(
0.28 0.48 0.24
0.15 0.7 0.15
0.27 0.42 0.31

)
,

e na segunda troca de estados,

P3 =

(
0.224 0.544 0.232
0.175 0.650 0.175
0.251 0.506 0.243

)
E a probabilidade do sistema mudar, depois de duas trocas de estado2, do estado 3 para o estado 2 é 0.506.

Cadeias de Markov são normalmente abordadas em cursos versando sobre Probabilidade e Processos
Estocásticos. O livro de Robert Ash [Ash08], por exemplo, é uma introdução à Probabilidade com um Capí-
tulo sobre Cadeias de Markov.

1Esta definição é simplificada.
2Na verdade pode-se calcular também o limite da potência Pk quando k→ ∞. Para esta matriz, obteremos

lim
k→∞ Pk =

0.2 0.6 0.2

0.2 0.6 0.2

0.2 0.6 0.2

 .
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α.3.4 Sistemas de Votação [ matrizes ]
Émuito conhecido o sistema de votação onde cada eleitor escolhe um candidato, e o candidato que obtiver
mais votos é declarado o vencedor da eleição. Este, no entanto, não é o único sistema de votação, e são
conhecidos diversos problemas com este sistema – um deles é a possibilidade de se eleger um candidato
que não é a preferencia damaioria, e que com amais alta rejeição dentre todos os candidatos. Isto ficamais
claro com um exemplo.

Exemplo α.46. Há dez candidatos em uma eleição, c1, c2, . . ., c10, e mil eleitores, e1, e2, . . ., e1000.
Suponha que os votos tenham sido como na tabela a seguir.

candidato votos candidato votos
c1 280 c6 50
c2 110 c7 55
c3 90 c8 85
c4 100 c9 90
c5 70 c10 70

Claramente, c1 venceu a eleição de acordo com os critérios definidos (ele tem amaior quantidade absoluta
de votos). No entanto, ele não é a preferencia da maioria, porque há 720 candidatos que não votaram nele,
e é possível que dentre esses 720, a rejeição de c1 seja altíssima. ◀

O Marquês de Condorcet desenvolveu um método alternativo de votação, que permite escolher o can-
didato com a menor rejeição dentre todos.

Cada eleitor, ao invés de escolher um candidato, determina uma ordem de preferência entre todos os
candidatos. Assim, um voto poderia ser

(c2, c10, c8, c3, c1, c4, c7, c5, c6, c9),

representando a escolha “minha primeira opção é c2; a segunda, c10, . . . , eminha última opção é c9”. Neste
caso, contabilizamos nove vitórias de c2 (uma sobre cada um dos outros candidatos); oito vitórias de c10
(uma sobre cada um dos candidatos à sua direita no voto), e assim por diante.

Vence o candidato que tiver o maior número de vitórias sobre outros, quando considerados par-a-par.
Uma maneira simples de realizar a apuração de eleições deste tipo é representar os votos como matri-

zes: cada eleitor ei envia, em sua cédula (supostamente eletrônica), uma matriz Ai. As matrizes Ai são
quadradas, e suas linhas e colunas representam os candidatos. O eleitor marcará +1 na posição A(i,j) se
preferir o candidato ci ao candidato cj, e 0 caso contrário. A matriz a seguir, por exemplo, é um voto para
uma eleição com tres candidatos (a diagonal não importa, porque não comparamos um candidato com ele
mesmo).

Ai =

(
0 +1

+1 +1
0 0

)
Na linha 1, vemos que o eleitor prefere c1 a c3; a linha 2 mostra que ele prefere c2 a c1 e c3; a linha 3 só
tem zeros, portanto o eleitor tem c3 como o menos preferível. A matriz, portanto, representa o voto

(c2, c1, c3).

Para calcular o total de votos, simplesmente somamos as matrizes,

T =
∑
i

Ai



Ve
rs
ão
Pr
el
im
in
ar

Ál
ge
br
a L
in
ea
r

Je
rô
ni
m
o
Pe
lle
gr
in
i

α.3. APLICAÇÕES 525

A matriz T conterá, na posição T(i,j), a quantidade de eleitores que preferem ci a cj. Olhando para T ,
podemos comparar os candidatos dois a dois e declarar o vencedor. Por exemplo, se tivermos os votos

c1, c2, c3(
+1 +1

0 +1
0 0

)
,

c3, c2, c1(
0 0

+1 0
+1 +1

)
,

c1, c3, c2(
+1 +1

0 0
0 +1

)
,

c1, c2, c3(
+1 +1

0 +1
0 0

)
,

c2, c1, c3(
0 +1

+1 +1
0 0

)
,

a soma das matrizes será

T =

(
+3 +4

+2 +3
+1 +2

)
Agora, para cada par de candidatos ci, cj, verificamos se Tij > Tji. Se for, é porque i ganha de j. Assim,
temos:

• T12 > T21, por isso c1 vence c2

• T13 > T31, por isso c1 vence c3

• T23 > T32, por isso c2 vence c3

Temos então duas vitórias para c1, uma para c2 e nenhuma para c3. O candidato c1 é vencedor.
O sistema de votação de Condorcet também apresenta problemas: é possível que não seja possível de-

clarar um vencedor, por exemplo. Apesar disso, é usado por diversos grupos de pessoas.
Uma grande quantidade de sistemas de votação são discutidos, por exemplo, nos livros de Kenneth

Arrow3 [ASS02; ASS10] e de Duncan Black [Bla58].

Exercícios

Ex. 359 — Resolva os sistemas lineares:

(a)

{
3x1 − 2x2 + x3 = 0

x1 + x2 − 5x3 = 1
(b)


x1 − x2 = 4

x2 + x3 = 8

−x1 + x3 = 3

(c)


2x1 − 3x2 + x3 − x4 = 8

x1 + 2x2 + x4 = 9

x2 + x3 = 0

−3x1 + 4x2 − x3 − 5x4 = −7

(d)


2x1 − x2 − x3 = 0

x1 + 3x2 + 7x3 = 1

6x1 + 4x2 + 12x3 = 2

(e)


3x1 + x2 − x3 = 1

2x2 + 2x3 = 2

3x1 − 4x2 − x3 = 3

(f)


−2x1 + x2 − x3 = 1

5x1 − 6x2 + 3x3 = −5

6x1 − 10x2 + 4x3 = 7

Ex. 360 — Seja

A =

(
1 2 1
0 0 0
2 1 1

)
,

Determine B tal queAB seja triangular superior.

3Kenneth Arrow ganhou o prêmio Nobel por seu trabalho em sistemas de escolha.
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Ex. 361 — Dê exemplos de matrizes 2× 2 idempotentes, diferentes da identidade e da matriz zero.

Ex. 362 — Determine a real tal que

A =

(
a 3 3
2 2 0
3 3 a

)
tenha inversa.

Ex. 363 — Seja

A =

(
1 2
0 1

)
.

Determine uma fórmula para a matrizAn, para qualquer n natural.

Ex. 364 — Prove a parte que falta do Teorema α.31.

Ex. 365 — Prove o Teorema α.38.

Ex. 366 — Mostre como usar multiplicação de matrizes 2 × 2 para realizar soma de inteiros. Para isto,
exiba uma família de matrizes 2 × 2 com a seguinte propriedade: há uma posição fixa nas matrizes que
representa o número a ser somado. Se a matrizA contém x naquela posição e B contém y, entãoAB terá
x+ y ali.

Ex. 367 — SeA e B são duas matrizes quadradas, é verdade queA2 − B2 = (A− B)(A+ B)?

Ex. 368 — SeA e B são duas matrizes quadradas, é verdade que (AB)2 = A2B2?

Ex. 369 — Prove que para toda matrizA,AAT é simétrica.

Ex. 370 — Prove que, se S é umamatriz simétrica, entãoASAT também é, para qualquermatrizA (mesmo
que A não seja quadrada nem simétrica), desde que A, S e AT sejam compatíveis para multiplicação (de
outra formaASAT não existiria).

Ex. 371 — Se quisermos dobrar a corrente i1 do circuito elétrico em nosso exemplo modificando apenas a
bateria B2 por uma outra bateria B3, qual deveria ser a diferença de potencial entre os pólos de B3? Quais
passariam a ser os valores das outras correntes (i2, i3, i4)?

Ex. 372 — Se tomarmos um circuito elétrico qualquer formado por resistores e baterias apenas, e deter-
minarmos uma equação descrevendo a corrente em cada ciclo fechado, como fizemos no exemplo neste
Capítulo, é possível obter um sistema incompatível? Indeterminado? Explique porque sim ou porque não.

Ex. 373 — Balanceie:

a) Fe+ Cl2 → FeCl3

b) KMnO4 +HCl = KCl+MnCl2 +H2O+ Cl2

c) PhCH3 + KMnO4 +H2SO4 = PhCOOH+ K2SO4 +MnSO4 +H2O

Ex. 374 — Quando descrevemos o uso de matrizes no sistema de votação usando o critério de Condorcet,
usamos entradas+1 para “prefere” e 0 para “não prefere”. Se tivéssemos usado+1 e−1 – ou, de maneira
mais geral,+k e−k, para k ∈ N, o sistema ainda funcionaria?
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Apêndice β

Indução Finita

A técnica de demonstração por indução finita é usada algumas vezes no texto. Este Apêndice desenvolve
brevemente esta ferramenta, ilustrando seu uso em alguns exemplos. Apenas a forma fraca de indução é
abordada, porque somente ela é usada no texto. Mostramos também como usar indução em objetos não-
numéricos, como matrizes.

β.1 Enunciado do Princípio da Indução Finita

Usamos indução finita para demonstrar fatos a respeito dos números naturais. Por exemplo,

• Todo número natural pode ser decomposto em fatores primos.

• Para todo número natural n > 2, 2n < 2n.

• Para todo número natural n,
∑n

i i = n(n+ 1)/2

são todas predicados P(n):

• P(n) = “n pode ser decomposto em fatores primos”

• P(n) = “2n < 2n”

• P(n) = “
∑n

i i = n(n+ 1)/2”

Informalmente, o princípio da indução finita é frequentemente comparado a um dominó. Quando quere-
mos provar que alguma afirmação é verdadeira para todo número natural, o princípio da indução finita
consiste em

i) Provar que a afirmação é verdadeira para o primeiro número (zero, um, ou algum outro);

ii) Provar que, se a afirmação vale para um natural k, então ela deve valer para k+ 1.

Damos um exemplo trivial. Suponha que a afirmação que queiramos demonstrar é “para todo n ≥ 3,
2n < 2n”. Faremos a demonstração por indução em n.

527
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Provamos primeiro que
2(3) < 23,

o que é óbvio. A este primeiro caso chamamos de base de indução.
Agora presumimos que a afirmação vale para k:

2k < 2k

A este pressuposto chamamos hipótese de indução.
Finalmente, executamos o passo de indução: provamos que a afirmação também vale para k+ 1, usando

nossa hipótese (de que vale para k):

2k+1 = 2(2k)

= 2k + 2k

> 2+ 2k (2k > 2, para k > 3)
> 2+ 2k (2k > 2k, pela hipótese!)
= 2(k+ 1).

Assim, mostramos que se 2k > 2k, então 2k+1 > 2(k+ 1). Isto termina nossa demonstração.
Conceitualmente, a indução funciona porque demonstramos um primeiro caso (para n = 3) e depois

provamos uma implicação que “amarra” todos os outros casos maiores que tres:

2(3) < 23 (base)
2(4) < 24 (porque 2(3) < 23 → 2(4) < 24)
2(5) < 25 (porque 2(4) < 24 → 2(5) < 25)

...

2(n) < 2n (porque 2(n− 1) < 2n−1 → 2(n) < 2n)
...

Formalizamos agora o princípio da indução finita.

(Princípio da Indução Finita – “indução fraca”). Sejap(n) umpredicado a respeito de números naturais
(ou seja, n ∈ N é argumento do predicado). Se

i) p(n0) é verdadeiro para algum n0 ∈ N;

ii) se para qualquer natural k > n0, a veracidade de p(k) implica na veracidade de p(k+ 1);

então p(n) é verdadeiro para todo natural n ≥ n0.
O item (i) é chamado de base de indução. Quando presumimos que p(k) vale, esta é nossa hipótese de

indução. Ao mostrarmos que p(k) implica em p(k+ 1), executamos o passo de indução. ♢

Há uma segunda forma do princípio da indução finita, mais conveniente em algumas situações. Pode
ser eventualmente mais fácil provar que “se a proposição vale para todo número menor que n, então vale
para n”.
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Por exemplo, se quisermos demonstrar que Fn < 2n (onde Fn é o n-ésimo númerode Fibonacci), ob-
servamos que Fn é definido usando não apenas Fn−1, mas Fn−2 também. Assim, provamos a base com dois
casos:

F0 = 0 < 20

F1 = 1 < 21

A hipótese de indução é “para todo k < n, Fk < 2k”. Para realizar o passo, usamos a hipótese para mostrar
que Fn < 2n:

Fn = Fn−1 + Fn−2

< 2n−1 + 2n−2 (pela hipótese, Fn−1 < 2
n−1, Fn−2 < 2

n−2)
< 2n−1 + 2n−1

= 2 · 2n−1

= 2n.

E assim concluímos a demonstração.

(Princípio da Indução Finita – “indução forte”). Sejap(n) umpredicado a respeito de números naturais
(ou seja, n ∈ N é argumento do predicado). Se

i) p(n0) é verdadeiro para algum n0 ∈ N;

ii) se para qualquer naturalk > n0, a veracidade dep(1), p(2), . . . , p(k) (todos!) implica na veracidade
de p(k+ 1);

então p(n) é verdadeiro para todo natural n ≥ n0. ♢

Nas próximas seções damos alguns exemplos de demonstração por indução. A divisão das seções não
implica que estas são as únicas áreas ou os únicos modos de usar indução.

β.2 Demonstrações de igualdades e desigualdades simples

Exemplo β.1. Demonstramos por indução a seguinte proposição:

2n < n! para todo n ≥ 4.

i) Base: 24 < 4!, ou seja, 16 < 24

ii) Hipótese: 2k < k!

iii) Passo: Queremosmostrar que, presumindo que se a hipótese de indução vale, temos 2k+1 < (k+1)!.
O passo é detalhado a seguir.

2k+1 = 2(2k)

< 2(k!) (usamos a hipótese de indução)
≤ (k+ 1)(k!) (2 ≤ k+ 1, porque k > 0)
= (k+ 1)!
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Desta forma, demonstramos a proposição. ◀

Exemploβ.2. Provamos agora que todo número naturalmaior que umé divisível por algumprimo, usando
a segunda forma do princípio da indução finita.

i) Base: 2 é divisível por si mesmo, e 2 é primo, portanto a afirmação vale para 2

ii) Hipótese: “Todo número natural k < n é divisível por algum primo”.

iii) Passo: Agora consideramos o número n. Há duas possibilidades:

a) Se n é primo, ele é divisível por si mesmo (um primo).

b) Se n não é primo, então ele é divisível por dois outros números menores que ele. Mas estes
dois outros números, pela hipótese de indução, são divisíveis por primos, e concluímos que n
é divisível por algum primo. ◀

Exemplo β.3. Demonstramos a seguir que para qualquer n > 0,

2+ 22 + 23 + · · ·+ 2n = 2n+1 − 2.

i) Base: para n = 1, temos2 = 22 − 2.

ii) Hipótese: 2+ 22 + 23 + · · ·+ 2k = 2k+1 − 2.

iii) Passo: Queremos mostrar que, presumindo que se a hipótese de indução vale, temos

2+ 22 + 23 + · · ·+ 2k+1 = 2k+1+1 − 2.

O passo é detalhado a seguir.

2+ 22 + · · ·+ 2k + 2k+1 =
(
2+ 22 + · · ·+ 2k

)
+ 2k+1

=
(
2k+1 − 2

)
+ 2k+1 (usamos a hipótese de indução)

= 2(2k+1) − 2

= 2k+2 − 2.

Provamos assim a proposição. ◀

Exemplo β.4. Mostramos neste exemplo que 9n − 2n é divisível por 7 para todo inteiro positivo n.

i) Base: para n = 1, temos trivialmente 9− 2 = 7.

ii) Hipótese: 9k − 2k = 7q para algum q natural.

iii) Passo:

9k+1 − 2k+1 = 9(9k − 2k) + 2k(9− 2)

= 9(9k − 2k) + 2k(7)

= 9(7q) + 2(7)

= 7(9q+ 2),

e portanto 7 divide 9k+1 − 2k+1. Isto conclui a demonstração.
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◀

Exemplo β.5. Neste exemplo usamos a segunda forma do princípio da indução para mostrar que notas de
$3, e $7 são suficientes para compor qualquer quantia acima de $12.

i) Base: mostramos inicialmente que podemos compor 12, 13 e 14 com estas notas.
Para n = 12, temos trivialmente 3+ 3+ 3+ 3 = 12.
Para n = 13, temos 7+ 3+ 3 = 13.
Para n = 14, temos 7+ 7 = 14

ii) Hipótese: presumimos que todo valor 12 ≤ k < n pode ser composto por notas de 3 e de 7.

iii) Passo: Queremos agoramostrar quen ≥ 15 tambémpode ser composto por tais notas. Comon−3 <
n e n ≥ 15, podemos compor n− 3 e adicionar uma nota de 3, terminando a demonstração. ◀

Exemplo β.6. Mostramos agora que se sen(x) ̸= 0, então para todo n ∈ N,

(cos x)(cos 2x)(cos 4x) · · · (cos 2n−1x) =
sin 2nx
2n sin x

i) Base: Para n = 1, temos

cos x =
sen(2x)
2 sen(x)

,

que segue naturalmente de que sen(2x) = 2 sen(x) cos(x).

ii) Hipótese Presumimos que a proposição vale para k, ou seja,

(cos x)(cos 2x)(cos 4x) · · · (cos 2k−1x) =
sen 2kx
2k sen x

.

iii) Passo: Para chegar na forma válida para k + 1 é interessante mudar um dos lados da equação da hipótese
de forma que fique já como queiramos, assim tomamos a hipótese e multiplicamos os dois lados por
cos(2kx):

(cos x)(cos 2x)(cos 4x) · · · (cos 2kx) = sen 2kx cos(2kx)
2k sen x

.

O numerador da fração no lado direito é1

sen 2kxcos(2kx) =
sen(2k+1x)

2
,

logo temos

(cos x)(cos 2x)(cos 4x) · · · (cos 2kx) =

(
sen(2k+1x)

2

)
2k sen(x)

=
sen(2k+1x)

2k+1 sen(x)
,

e terminamos a demonstração, porque esta é a forma da proposição para k+ 1. ◀
1sen(a) cos(b) = 1

2
[sen(a + b) + sen(a − b)].
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Exemplo β.7. A função β é definida como

β(a, b) =

∫1
0

xa−1(1− x)b−1dx.

para a, b ∈ R∗
+.

Provamos agora que para umy real qualquer en natural,β(n, y) = (n!)/(y+1)(y+2) · · · (y+n+1),
ou seja, ∫1

0

xn(1− x)ydx =
n!

(y+ 1)(y+ 2) · · · (y+ n+ 1)
.

Demonstramos por indução em n.

i) Base: para n = 0, ∫1
0

x0(1− x)ydx =
1

y+ 1
=

0!

y+ 0+ 1

ii) Hipótese: presumimos que a igualdade vale para n− 1:∫1
0

xn−1(1− x)ydx =
(n− 1)!

(y+ 1)(y+ 2) · · · (y+ n)
.

iii) Passo: calculamos o valor para n. Integrando por partes e usando

u = xn

dv = (1− x)ydx

chegamos a

∫1
0

xn(1− x)ydx =
xn(1− x)y+1

y+ 1

∣∣∣∣1
0

+
n

y+ 1

∫1
0

xn−1(1− x)y+1dx

= 0+
n

y+ 1

∫1
0

xn−1(1− x)y+1dx

=
n

y+ 1

(
(n− 1)!

(y+ 1)(y+ 2) · · · (y+ n)

)
(pela hipótese de indução)

=
n!

(y+ 1)(y+ 2) · · · (y+ n+ 1)
,

o que conclui a demonstração. ◀

β.3 Indução dupla

Podemos também usar indução dupla, quando tivermos uma proposição P(m,n) a ser demonstrada.
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Exemplo β.8. Seja f uma função de dois argumentos inteiros, definida a seguir:

f(1, 1) = 2

f(m+ 1, n) = f(m,n) + 2(m+ n)

f(m,n+ 1) = f(m,n) + 2(m+ n− 1)

Provaremos que param,n ≥ 1,

f(m,n) = (m+ n)2 − (m+ n) − 2n+ 2.

i) Base:

(1+ 1)2 − (1+ 1) − 2(1) + 2 = 22 − 2− 2+ 2

= 2

= f(1, 1)

ii) Passo (m): Nossa hipótese é de que para qualquer n fixo,

f(m− 1, n) = (m− 1+ n)2 − (m− 1+ n) − 2n+ 2.

Agora calculamos f(m,n), usando a hipótese:

f(m,n) = f([m− 1] + 1, n)
= f(m− 1, n) + 2(m− 1+ n)
= f(m− 1, n) + 2m− 2+ 2n

=
(
(m− 1+ n)2 − (m− 1+ n) − 2n+ 2

)
+ 2m− 2+ 2n (hipótese de indução)

= (m− 1+ n)2 − (m− 1+ n) + 2m

= (m− 1+ n)2 +m− n+ 1

= (m2 + n2 + 2mn− 2n− 2m+ 1) +m− n+ 1

= (m+ n)2 − 2n− 2m+m+ n+ 2

= (m+ n)2 − (m+ n) + 2.

E demonstramos o passo para a variávelm.

iii) Passo (n): Nosas hipótese é de que para qualquerm fixo,

f(m,n− 1) = (m+ n− 1)2 − (m+ n− 1) − 2(n− 1) + 2.

calculamos f(m,n), usando a hipótese.

f(m,n) = f(m, [n− 1] + 1)
= f(m, [n− 1]) + 2(m+ [n− 1] − 1)
= f(m, [n− 1]) + 2m+ 2n− 4

=
(
(m+ n− 1)2 − (m+ n− 1) − 2(n− 1) + 2

)
+ 2m+ 2n− 4

(hipótese de indução)
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= (m+ n− 1)2 −m− n+ 1− 2n− 2+ 2+ 2m+ 2n− 4

= (m+ n− 1)2 +m− n− 3

= (m2 + n2 + 2mn− 2n− 2m+ 1) +m− n− 3

= m2 + n2 + 2mn− (n+m) − 2

= (m+ n)2 − (m+ n) + 2.

Desta forma, usando passos separados param e n, mostramos a validade da fórmula. ◀

β.4 Indução em estruturas

Exemplo β.9. Definimos informalmente neste exemplo as árvores. Para uma definição mais formal veja
no capítulo um o exemplo 1.42 (pág 21), e observe que uma árvore é um grafo onde não há ciclos e onde
qualquer vértice á alcançavel por outros por arestas.

Uma árvore é um conjunto de vértices, que representamos graficamente como pontos, e um conjunto
de arestas, que repersentamos graficamente como linhas ligando estes pontos.

A figura a seguir mostra uma árvore.

r

ba

c ed

Os nós (vértivces) da árvore são a, b, c, d, e, r.
Uma árvore é chamada de binária se cada nó tem exatamente um ou tres vizinhos – como é o caso deste

exemplo. Um nó que só tem um vizinho é chamado de folha. As folhas da árvore na figura são c, d, e.
Em uma árvore, normalmente marcamos um vértice “especial” e o chamamos de raiz.
Provaremos que em qualquer árvore binária, v = e + 1, onde v é o número de vértices e e é o número

de arestas.

i) Base: Um único vértice isolado é uma árvore binária. Temos v = e+ 1, já que v = 1 e e = 0.

ii) Hipótese: Presumimos que a proposição vale para v, ou seja, uma árvore com v vértices tem v = e+1
vértices

iii) Passo: Tome uma árvore qualquer com v ′ = v+1 vértices. (Denotaremos os vértices e arestas desta
nova árvore por v ′ e e ′).

Retiramos uma folha da árvore. Necessariamente, retiramos também uma aresta.
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O resultado é uma árvore com v vértices, e portanto com e = v− 1 arestas. Ao recolocar o vértice e
arestas removidos, temos v ′ = v+ 1 vértices e e ′ = v arestas. Logo,

v ′ = e ′ + 1.

Como este procedimento vale para qualquer árvore com v + 1 vértices, a demonstração está con-
cluída. ◀

β.5 Indução em Geometria

Exemplo β.10. Provaremos que o número de regiões definidas por n retas no plano, sendo que não há
retas paralelas e não há mais de duas retas se interceptando no mesmo ponto, é

n2 + n

2
+ 1.

i) Base: com nenhuma linha, temos uma única região, e

02 + 0

2
+ 1 = 1,

logo a proposição é válida para zero linhas.

ii) Hipótese: suponha que com n linhas dividimos o plano em no máximo

n2 + n

2
+ 1

regiões.

ii) Passo: suponha que o plano tenha sido dividido por n linhas em n2+n
2

+ 1 regiões. Ao adicionar
a n + 1-ésima linha, ela deverá cruzar com todas as outras (senão haveria linhas paralelas), e estes
cruzamentos são todos distintos (senão haveria pontos com mais de duas linhas se cruzando).

A

B

C

D

E

F

G
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Estes novos cruzamentos dividem portanto a nova linha em k + 1 segmentos, cada um destes seg-
mentos em uma das n2+n

2
+ 1 regiões formadas anteriormente, como ilustra a figura a seguir para

o caso2 em que k = 3 (a estrela marca a região E2).

A1

A2

B1
B2

C1

C2

D

E1

⋆

F

G

Cada um destes segmentos divide sua região em duas, e portanto adicionamos k+ 1 regiões. Temos
portanto

n2 + n

2
+ 1+ (n+ 1)

regiões. Rearranjando a expressão, vemos que temos

(n+ 1)2 + (n+ 1)

2
+ 1

regiões – que é a forma que queríamos para n+ 1. ◀

Exemplo β.11. Provaremos que o número de diagonais em um polígono convexo com n lados é

n(n− 3)

2
,

quando n ≥ 3.

i) Base: Um triângulo tem tres lados e nenhuma diagonal. A fórmula está correta para triangulos, já
que

n(n− 3)

2
=
3(3− 3)

2
=
0

2
= 0.

ii) Hipótese: Presumimos que todo polígono convexo com n lados tem n(n−3)
2

diagonais.

iii) Passo: Tome um polígono convexo qualquer con n+ 1 lados.

2A figura é ilustrativa, mas não é essencial para a demonstração, em especial porque trata somente do caso k = 3, e o argumento
neste momento é de qualquer k para k + 1.
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v1

v2

v3 vn−2

vn−1

vn

vn+1

Escolha dois vérticesA eB tais que, quando traçamos a diagonalAB, o polígono fica dividido em um
triângulo e um outro polígono convexo com n lados.

A = v1

v2

v3 vn−2

vn−1

B = vn

vn+1

O polígono original, den+1 lados, tem todas as diagonais do polígonomenor. Mas ele tem também:

– A diagonalAB, que transformamos em aresta;
– As n− 2 diagonais que incidem no vértice que foi isolado porAB.

A = v1

v2

v3 vn−2

vn−1

B = vn

vn+1

Assim, a quantidade de diagonais do polígono com n+ 1 lados é

valor paran︷ ︸︸ ︷
n(n− 3)

2
+1+ (n− 2) =

n(n− 3)

2
+ n− 1
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=
n(n− 3) + 2(n− 1)

2

=
(n2 − 3n) + (2n− 2)

2

=
(n2 − n+ 2)

2

=
(n− 1)(n+ 2)

2

=
(n− 1)(3(n− 1))

2
,

exatamente a mesma fórmula, para n+ 1. ◀

β.6 Indução em número de operações com matriz

Exemplo β.12. Podemos usar indução finita também em demonstrações envolvendo matrizes. Mostrare-
mos que (

2 1
−1 0

)n

=

(
n+ 1 n
−n −n+ 1

)
i) Base: Para n = 1, trivialmente, (

2 1
−1 0

)1

=

(
1+ 1 1
−1 −1+ 1

)
.

ii) Hipótese: (
2 1

−1 0

)k

=

(
k+ 1 k
−k −k+ 1

)
iii) Passo: Queremos mostrar que, presumindo que a hipótese de indução vale, temos(

2 1
−1 0

)k+1

=

(
(k+ 1) + 1 (k+ 1)

−(k+ 1) −(k+ 1) + 1

)
=

(
k+ 2 k+ 1

−k− 1 −k

)
.

Detalhamos portanto o passo.(
2 1

−1 0

)k+1

=

(
2 1

−1 0

)k(
2 1

−1 0

)
(Ak+1 = AkA)

=

(
k+ 1 k
−k −k+ 1

)(
2 1

−1 0

)
(usamos a hipótese de indução)

=

(
k+ 2 k+ 1

−k− 1 −k

)
. (após multiplicar)

Demonstramos, portanto, a proposição.
Na verdade, poderíamos ter demonstrado para qualquer n ≥ 0, porque para qualquer matrizA,A0 =

I .
É vácil verificar também que o resultado vale para n < 0: basta multiplicar(

n+ 1 n
−n −n+ 1

)(
−n+ 1 −n

n n+ 1

)
=

(
1 0
0 1

)
. ◀
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β.7 Indução em ordem de matriz quadrada

Exemplo β.13. Toda matriz quadrada A sem zeros na diagonal pode ser decomposta em BC, sendo B
triangular inferior e C triangular superior.

Procedemos por indução na ordem da matriz.

i) Base: quando n = 1, temosA = (a), eA = (1)(a), trivialmente.

ii) Hipótese: Presumimos que qualquer matriz quadrada X de ordem n − 1 pode ser decomposta em
YZ, com Y triangular inferior e Z triangular superior.

iii) Passo: Temos A de ordem n, que particionamos em blocos, separando a primeira linha e primeira
coluna.

A =

(
a11 lT

c R

)
,

onde l é um vetor linha com n − 1 elementos; c é vetor coluna com n − 1 elementos; e R é uma
matriz quadrada de ordem n− 1. Também supomos, usando a hipótese de indução que R =MN, com
M triangular inferior eN triangular superior.

Observe que podemos dividir pode a11, porque presumimos queA não tem zeros na diagonal.

AmatrizMN− clT
a11

também pode ser decomposta emX e Y triangulares, damesma forma, portanto
seja

XY =MN−
1

a11
clT ,

de forma que

MN = XY +
1

a11
clT .

Sejam B e C definidas a seguir

B =

(
a11 0T

c X

)
C =

(
1 1

a11
lT

0 Y

)
,

Temos então

BC =

(
a11 0T

c X

)(
1 1

a11
lT

0 Y

)
=

(
a11 + 0 a11

1
a11

lT + 0
c+ 0 XY + 1

a11
clT

)

=

(
a11 lT

c MN

)
= A.

Assim, decompusemosA usando a decomposição de R, que era uma matriz de ordem n− 1. ◀
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β.8 Demonstração de corretude de algoritmos

É comum provar por indução que um algoritmo retorna o resultado correto.

Exemplo β.14. O seguinte algoritmo pode ser usado para elevar um número qualquer a uma potência
natural:para calcular pot(b, k),

• se k = 0 retorne 1

• se k é ímpar retorne b · pot(b, k− 1)

• se k é par, retorne b2 · pot(b, k/2)

A seguir demonstramos, por indução no expoente, que o algoritmo sempre calculará bk.

• Base: para k = 0, o algoritmo corretamente retorna 1.

• Hipótese: presumimos que para todo k < n, pot(b, k) retorna corretamente bk.

• Passo: Quando o algoritmo é usado para calcular bn, há duas possibilidades:

i) n é ímpar:

pot(b, n) = b pot(b, n− 1)

= bbn−1 (pela hipótese de indução)
= bn

ii) n é par:

pot(b, n) = b2 pot(b, n/2)
= b2bn/2 (pela hipótese de indução)
= bn

E com isto demonstramos que o algoritmo está correto. ◀

Exemploβ.15. Queremos determinar se um número binomial
(
m
n

)
é par ou ímpar; chamamos esta função

de f(m,n), tal que

f(m,n) =

{
1 se

(
m
n

)
é ímpar

0 se
(
m
n

)
é par.

Podemos calcular o número binomial e verificar o resto da divisão por dois. Para isto teríamos que com-
putar (

m

n

)
=

m!

n!(m− n)!

=
1 · 2 · 3 · · ·m

n![1 · 2 · 3 · · · (m− n)]
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=
m(m− 1)(m− 2) · · · (m− n+ 1)

n!

=
m(m− 1)(m− 2) · · · (m− n+ 1)

1 · 2 · 3 · · ·n
,

realizandom − n − 1 multiplicações no numerador, n − 2 multiplicações no denominador (totalizando
m − 3 multiplicações), uma divisão para obter o valor de

(
m
n

)
e mais uma divisão por dois para obter a

paridade.
Há uma maneira mais eficiente de determinar a paridade de números binomiais, necessitando apenas

de 4⌊log2 n⌋ divisões3 por 2, e nenhuma multiplicação.
Por exemplo, para

(
1000001
2112

)
o primeiro método precisa de 1000001− 3 = 999998multiplicações, e o

método que dscreveremos a seguir usa apenas 4⌊log2 2112⌋ = 44 divisões.
Suponham,n ∈ N, e que a função f(m,n), é computada de acordo com o seguinte algoritmo:

• se n = 0 retorne 1

• senão, sem é par e n ímpar, retorne 0

• senão, retorne f(⌊m/2⌋, ⌊n/2⌋)

Damos dois exemplos de uso do algoritmo. Primeiro calculamos

f(991, 12) = f(495, 6)

= f(247, 3)

= f(123, 1)

= (61, 0)

= 1. (n = 0)

Realmente, (
991

12

)
= 1751905219023893762873161845,

ímpar.
Agora calculamos

f(791, 33) = f(395, 16)

= f(197, 8)

= f(98, 4)

= f(49, 2)

= f(24, 1)

= 0 (m par, n ímpar)

De fato, (
791

8

)
= 25538103034701028903784191930670086104508663600436238803720,

3Em computadores, a divisão por dois pode ser implementada de maneira mais rápida que outras divisões e multiplicações.
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par.
Provaremos que este algoritmo calcula corretamente f(m,n).
A demonstração não é emm ou em n, e sim na quantidade de repetições feitas pelo algoritmo. Presu-

miremos que o algoritmo calcula corretamente a paridade para todos binomiais
(
p
q

)
, com p < m e q < n,

e com isto provaremos que oa paridade de
(
m
n

)
é calculada corretamente.

i) Base: quando n = 0, o algoritmo retorna um. Isto está claramente correto, já que(
m

0

)
= 1,

ímpar.

Ainda como parte da basae de indução, temos todos os casos em quem é par e n ímpar, e algoritmo
retorna zero determinando que

(
m
n

)
é par. Isto está correto, porque

n

(
m

n

)
= m

(
m− 1

n− 1

)
.

Como o lado direito é par, o esquerdo deve ser. Mas se k é ímpar, então
(
m
n

)
é par!

ii) Hipótese: presumimos que f(p, q) para retorna corretamente a paridade para
(
p
q

)
, para p < m,

q < n.

iii) Passo: Como temos dois números naturais (m e n) envolvidos no passo, e estamos interessados na
paridade do número binomial, faz sentido dividir a demonstração em quatro partes – uma para cada
possível combinação de paridades dem e n:

I) f(2a, 2b), ambos pares
II) f(2a+ 1, 2b) m ímpar, n par
III) f(2a, 2b+ 1) n par ,m ímpar
IV) f(2a+ 1, 2b+ 1) ambos ímpares

Estes casos correspondem a dois pares, um ímpar e um par, um par e um ímpar, e dois ímpares.

I) Neste caso temosm e n pares. Expandimos o coeficiente binomial
(
m
n

)
:(

m

n

)
=

m!

n!(m− n)!

=
1 · 2 · 3 · · ·m

n![1 · 2 · 3 · · · (m− n)]

=
m(m− 1)(m− 2) · · · (m− n+ 1)

n!

=
m(m− 1)(m− 2) · · · (m− n+ 1)

1 · 2 · 3 · · ·n

=

(
(m− 1)(m− 3) · · · (m− n+ 1)

1 · 3 · 5 · · · (n− 1)

)(
m(m− 2)(m− 4) · · · (m− n+ 2)

2 · 4 · 6 · · · (n)

)
(separamos fatores pares e ímpares)
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=

(
(m− 1)(m− 3) · · · (m− n+ 1)

1 · 3 · 5 · · · (n− 1)

)(
m(m− 2)(m− 4) · · · (m− n+ 2)

2(1) · 2(2) · 2(3) · · · 2(n/2)

)
(o denominador tem n/2 fatores pares; fatoramos o 2)

=

(
(m− 1)(m− 3) · · · (m− n+ 1)

1 · 3 · 5 · · · (n− 1)

)(
m(m− 2)(m− 4) · · · (m− n+ 2)

2
n
2 1 · 2 · 3 · · ·n/2

)
=

(
(m− 1)(m− 3) · · · (m− n+ 1)

1 · 3 · 5 · · · (n− 1)

)(
2m

2
· 2(m

2
− 1) · 2(m

2
− 2) · · · 2(m−n

2
+ 1)

2
n
2 1 · 2 · 3 · · ·n/2

)
(o numerador tem n/2 pares; fatoramos o 2)

=

(
(m− 1)(m− 3) · · · (m− n+ 1)

1 · 3 · 5 · · · (n− 1)

)(
2

n
2 · m

2
· (m

2
− 1) · (m

2
− 2) · · · (m−n

2
+ 1)

2
n
2 1 · 2 · 3 · · ·n/2

)

=

(
(m− 1)(m− 3) · · · (m− n+ 1)

1 · 3 · 5 · · · (n− 1)

)
2

n
2

2
n
2

( m
2
(m
2
− 1) · (m

2
− 2) · · · (m−n

2
+ 1)

1 · 2 · 3 · · ·n/2

)
=

(m− 1)(m− 3) · · · (m− n+ 1)

1 · 3 · 5 · · · (n− 1)︸ ︷︷ ︸
ímpar

(
m/2

n/2

)
.

Como multiplicação por ímpar não muda a paridade de um número, então(
m

n

)
tem a mesma paridade de

(
m/2

n/2

)
.

Sendo ambos pares, temos

⌊m/2⌋ = m/2
⌊n/2⌋ = n/2.

Usamos a hipótese de indução, que nos diz que o algoritmo calcula corretamente f(m/2, n/2), e con-
cluimos esta parte da demonstração.

II) Temosm ímpar e n par. Usaremos a identidade(
x

y

)
=

(
x

x− y

)
.

nesta demonstração. Esta identidade implica que

(m− n)

(
m

n

)
= (m− n)

(
m

m− n

)
, e

m

(
m− 1

m− n− 1

)
= m

(
m− 1

n

)
.

Também podemos usar a identidade

(x− y)

(
x

x− y

)
= x

(
x− 1

x− y− 1

)
.



Ve
rs
ão
Pr
el
im
in
ar

Ál
ge
br
a L
in
ea
r

Je
rô
ni
m
o
Pe
lle
gr
in
i

544 APÊNDICE β. INDUÇÃO FINITA

para concluir que

(m− n)

(
m

n

)
= m

(
m− 1

n

)
.

Comom− n em são ambos ímpares,(
m

n

)
tem a mesma paridade de

(
m− 1

n

)
.

Aplicamos o caso (I) na expressão do lado direito, e temos que(
m

n

)
tem a mesma paridade de

(
⌊(m− 1)/2⌋

⌊n/2⌋

)
.

Como m é ímpar, ⌊(m− 1)/2⌋ é o mesmo que ⌊m/2⌋, e usamos a hipótese de indução, que nos
diz que o algoritmo calcula corretamente f(m/2, n/2), para concluir que a paridade é calculada
corretamente neste caso.

III) este caso é trivial, porque é nossa base de indução. O algoritmo nunca chegaria a calcular
f(⌊m/2⌋, ⌊n/2⌋) nete caso, porque teria terminado antes e retornado 0.

IV) quando tantom como n são ímpares, observamos que

n

(
m

n

)
= m

(
m− 1

n− 1

)
. (β.1)

Como m e n são ímpares, e a multiplicação por ímpar não altera a paridade de um número,
temos que a paridade de

(
m
n

)
é a mesma que a de

(
m−1
n−1

)
.

Agora, comom e n são ímpares,

m− 1 = 2⌊m/2⌋ (β.2)
n− 1 = 2⌊n/2⌋,

temos que (
m

n

)
tem a mesma paridade de

(
m− 1

n− 1

)
(por β.1)(

m− 1

n− 1

)
tem a mesma paridade de

(
2⌊m/2⌋
2⌊n/2⌋

)
(por β.2)(

2⌊m/2⌋
2⌊n/2⌋

)
tem a mesma paridade de

(
⌊m/2⌋
⌊n/2⌋

)
(semelhante ao caso (I))

Usamosnovamente ahipótese de indução, ao presumir que o algoritmo calcula corretamente f(⌊m/2⌋, ⌊n/2⌋),
para finalizar esta parte a damonstração.

Concluímos aqui a prova de corretude do algoritmo. ◀



Ve
rs
ão
Pr
el
im
in
ar

Ál
ge
br
a L
in
ea
r

Je
rô
ni
m
o
Pe
lle
gr
in
i

β.9. INDUÇÃO PARA TRÁS, COM BASE INFINITA 545

β.9 Indução para trás, com base infinita

Uma outra forma de indução consiste em provar que o teorema é válido para uma quantidade infinita de
números naturais (mas não para todos); e depois provar que se vale para n, também deve valer para n− 1.

Exemplo β.16. Provaremos que a média geométrica de n números positivos é sempre menor que a média
aritmética.

A prova será feita da seguinte maneira:

Base (I): provaremos que o teorema vale para dois números;

Base (II): provaremos por indução que o teoerma vale para 2k números;

Passo: provaremos por indução para trás que se o teorema vale para todo natural– ou seja, se vale para k,
então vale para k− 1.

Note que provaremos uma base infinita (que neste caso consiste nas potencias de dois):

0

e depois faremos indução “para trás”.

0

Seja n um número natural qualquer. Certamente há uma potência de dois mairo que n (por exemplo,
2n. Como a base nos garante que o teorema vale para 2n, e o passo garante que vale para todo número
menor que 2n, vale para n.

i) Base (I): Para n = 2, partimos do enunciado do teorema para chegar a uma tautologia:(
x+ y

2

)2

≥
√
xy

x2 + 2xy+ y2

4
≥ xy

x2 + 2xy+ y2 ≥ 4xy
x2 − 2xy+ y2 ≥ 0

(x− y)2 ≥ 0

Como (x− y)2 é≥ 0 para quaisquer x e y, provamos o caso n = 2.

ii) Base (II):

a1 + a2 + . . .+ a2k+1

2k+1
=
1

2

(
a1 + a2 + . . .+ a2k

2k
+
a2k+1 + a2k+2 + . . .+ a2k+1

2k

)
≥ 1

2

(
2k√
a1a2 · · ·a2k + 2k+1√a2k+1a2k+2 · · ·a2k+1

)
(hipótese de indução)

≥ 2k+1√
a1a2 · · ·a2k+1 (segue do caso n = 2)
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iii) Passo: Supomos que a proposição vale para k variáveis, que denotamos a1, . . . , ak−1. Adicionamos
uma nova variável, igual à media das outras:

b =
a1 + a2 + · · ·ak−1

k− 1
.

Pela hipótese de indução, a proposição vale para a1, a2, . . . , ak, b:

a1 + a2 + · · ·+ ak−1 +
a1+a2+···+ak−1

k−1

k
≥ k

√
a1a2 · · ·ak−1

(
a1 + a2 + · · ·+ ak−1

k− 1

)
a1 + a2 + · · ·+ ak−1

k− 1
≥ k

√
a1a2 · · ·ak−1

(
a1 + a2 + · · ·+ ak−1

k− 1

)
(
a1 + a2 + · · ·+ ak−1

k− 1

)k

≥ a1a2 · · ·ak−1

(
a1 + a2 + · · ·+ ak−1

k− 1

)
(
a1 + a2 + · · ·+ ak−1

k− 1

)k−1

≥ a1a2 · · ·ak−1

a1 + a2 + · · ·+ ak−1

k− 1
≥ k−1

√
a1a2 · · ·ak−1,

que é a forma para k− 1. ◀

⋆ β.10 Indução em R
No início deste Capítulo, observamos que o princípio da indução finita é usado em demonstrações de vali-
dade de predicados sobreN – ou seja, para demonstrar fatos da forma “para todo naturaln,P(n) é verdade”
É natural questionar se o princípio da indução pode ser adaptado para proposições P(x), onde x pertence
a R. Nesta seção trataremos de proposições a respeito de intervalos reais (ou seja, as do tipo “para todo
x ∈ [a, b], P(x)”.

O princípio da indução fraca exige que possamos estabelecer um “primeiro” x, e para cada x deve haver
um “sucessor imediato”. Esta é exatamente a estrutura dos naturais. Podemos também usar indução em
racionais, usando passos diferentes para o numerador e o denominador. Mas para reais, precisamos do
princípio da indução forte (ou indução completa).

O princípio da indução forte, no entanto, não serve para demonstrações sobre reais – ao menos não
como o descrevemos, porque como a discussão a seguir deverá tornar claro não bastam apeans “uma base
e um passo”.

Suponha que queiramos demonstrar que P(x) vale para todo x em um intervalo [a, b] ⊂ R.

i) Precisamos que a proposição valha para a – (isto é semelhante à base de indução finita);

a b

Suponha que tenhamos provado que P(0) vale e que a validade em um intervalo implica na validade para x,
ainda falta mostrar que a proposição vale para alguém à frente de x Assim, precisamos de mais um item:
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ii) Se a proposição vale para umnúmero realx, que não está nofinal de um intervalo fechado, então deve
valer4 para mais números depois dele – mesmo que seja um intervalo ínfimo (na figura o intervalo é
representado por δ).

a bx
⇒

a bx

δ

iii) A validade da proposição em todo real menor que x, deve implicar na validade para x – ou seja, a
validade em num intervalo aberto em x, [a, x), deve implicar na validade para x.

a bx
⇒

a bx

O enunciado formal do princípio da indução em reais é dado a seguir. Como damos também uma de-
monstração, enunciamos este princípio como Teorema.

Teoremaβ.17 (princípio da Indução emR). Sejap(s) uma predicado a respeito de números reais (ou seja, s ∈ R
é o argumento do predicado) e a < b dois números reais. Se (i), (ii), (iii) a seguir valem:

i) p(a) é verdadeiro;

ii) Para todo x ∈ [a, b), se p(x) vale, então existe algum δ tal que para todo y ∈ [x, x+ δ), p(y) vale;

iii) Para todo x ∈ (a, b], se p(k) vale para todo k ∈ [a, x), então p(x) é verdadeiro.

Então p(s) é verdadeiro para todo s ∈ [a, b].

Demonstração. ⋆Suponha que (i), (ii) e (iii) valham apra uma proposição P e um intervalo [a, b].
Seja F o conjunto de valores em [a, b] onde P não vale, ou seja,

F = {y ∈ [a, b] : P(x) = falso} .

Seja z o ínfimo5 de F. Tentaremos mostrar que z não pode estar em [a, b]. Como [a, b] é fechado, e F ⊆
[a, b], se F não tiver ínfimo em [a, b], então F é vazio.

Uma vez que (i) e (ii) valem, temos z > a.

a z

Suponha (para que possamos construir uma contradição) que z < b. Pela definição de ínfimo, P(c) vale
para todo c antes de z, ou seja, para [a, z). Mas por (iii), P(z) vale.

4Na figura, a seta⇒ é sinônimo de “implica em”.
5O ínfimo de um conjunto ordenado X é o maior valor que é menor que todos os elementos de X. Por exemplo, inf [2, 3] = 2, e

inf(3, 4] = 3. Note que o ínfimo não precisa pertencer ao conjunto!
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a z

O ponto z é o ínfimo de F, e portanto não precisaria pertencer a F de qualquer forma.
Como P(z) vale, por (ii) temos que P(w) vale, comw > z:

a wz

mas isto contradiz o pressuposto de que z era o ínfimo de F.
A única possibilidade que resta é z = b, porque não podemos mais usar (ii) para levar zmais adiante.

a z = b

Mas neste caso P vale em [a, b), e consequentemente, por (iii), vale para b. ■

Exemplo β.18. Demonstramos agora o Teorema do Valor Intermediário: seja f : [a, b] → R uma função
contínua, e suponha, sem perda de generalidade, que f(a) < f(b). Então para todo f(a) < v < f(b),
existe algum x ∈ [a, b] tal que f(x) = v.

Suponha que f(x) ̸= v para todo x ∈ [a, b].
Provaremos por indução em reais, que f(x) < v, para todo x no intervalo. Ou seja, nossa proposição

P(x) é “f(x) < v”.

i) f(a) < v, porque é como definimos v.

ii) Seja x ∈ [a, b). Suponha que P(x) vale, ou seja, f(x) < v. Como

– f é contínua, e

– x foi escolhido num intervalo aberto à direita, [a, b),

então deve haver algum δ tal que f(x+ δ) < v, ou seja, vale P(x+ δ).

iii) Seja x ∈ (a, b]. Suponha que para todow ∈ [a, x], P(w) vale – ou seja, f(w) < v. Como f é contínua,
não podemos ter f(x) > v. Mas por hipótese, temos f(x) ̸= v, logo só nos resta f(x) < v, ou seja,
vale P(x).

Assim, presumindo que f(x) ̸= v para todo x ∈ [a, b], provamos que f(x) < v, para todo x no intervalo.
Mas v foi escolhido de forma que v < f(b), e temos uma contradição. A única suposição que fizemos foi
que f(x) ̸= v para todo x ∈ [a, b], que agora nos vemos obrigados a negar – e a negação resulta exatamente
no enunciado do Teorema. ◀

O princípio da indução em reais (ou indução no contínuo) é descrito em diversos trabalhos. Uma reda-
ção bastante acessível é dada por Dan Hathaway [Hat11].

Há mais sobre as diferenças fundamentais entre reais e naturais (e sobre cardinalidade de conjuntos
infinitos) na literatura de Teoria de Conjuntos, onde também encontrará o princípio da indução transfinita.
Mencionamos os livros de Herbert Enderton [End77], de Derek Goldrei [Gol96] e, para uma introdução
simples, o de Charles Pinter [Pin14].
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Exercícios

Ex. 375 — Prove que n! < nn para todo n > 1.

Ex. 376 — Mostre que para qualquer inteiro positivo n,∑
j=1

n(2j− 1) = n2.

Ex. 377 — Defina qual é o menor n para o qual as afirmações valem, e depois prove-as.

a) n divide n3 − n

b) 13 divide 24n+2 + 3n+2

c) 3n+1 divide 23
n

+ 1

Ex. 378 — Prove que

1−
1

2
+
1

3
−
1

4
+
1

5
+ · · ·+ (−1)n−1 1

n

é sempre positivo.

Ex. 379 — Prove que um número que tem exatamente 3n dígitos, todos idênticos, é divisível por 3.

Ex. 380 — Mostre que 1+ 3+ 5+ . . .+ (2n− 1) = n2, para todo inteiro n > 0.

Ex. 381 — Prove que para todo natural n ≥ 1,

n∑
j=1

1√
j
≥

√
n

Ex. 382 — Prove que
n∑

n=1

1

i2 + i
=

n

n+ 1
.

Ex. 383 — Prove que √
2+

√
2+

√
2+ · · ·+

√
2 < 2.

Ex. 384 — Seja

f(0) = 2

f(n) = 2
√
f(n− 1)

Prove que para qualquer n ∈ N, f(n) < 4.
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Ex. 385 — Prove que √
1+

√
1+ · · ·+

√
1

é irracional se a quantidade de raízes aninhadas for finita e maior ou igual a dois.

Ex. 386 — Prove que há infinitos números cuja decomposição tem somente quadrados ou primos elevados
a potências maiores (não tem primos isolados). (Por exemplo, 48200 = 2352).

Ex. 387 — Para quaisquerm,n inteiros comm ̸= 0 em > n, seja

g(m,n) =

{
m se n = 0
g(n, r) caso contrário (r é resto dem÷ n)

Prove que g(m,n) é o maior natural que divide tantom como n.

Ex. 388 — No Exercícioβ.15mostramos umalgoritmo que calcula a paridade de umnúmero binomial
(
m
n

)
,

e dissemos que o algoritmo usa 4⌊log2 n⌋ divisões. Prove que esta é de fato a quantidade de divisões feitas.

Ex. 389 — Prove que para n ≥ 2, a expansão de (1+ x+ x2)n tem pelo menos um coeficiente par.

Ex. 390 — Prove que para n ≥ 3, a soma dos ângulos interiores de um polígono convexo com n vértices é
π(n− 2).

Ex. 391 — Prove que se dividirmos o plano usando retas como no Exemplo β.10, poderemos pintar as re-
giões formadas com apenas duas cores, sem que regiões adjacentes fiquem com a mesma cor.

Ex. 392 — Prove a fórmula de Euler: Se um poliedro temV vértices, F faces e E arestas, entãoV+F–E = 2.

Ex. 393 — Um tridominó é uma peça que ocupa tres casas contíguasmas não namesma linha ou coluna, em
um tabuleiro. A seguir temos exemplos de um tridominó (rotacionado quatro vezes apenas para clarificar
como ele poderá ser usado no tabuleiro).

a) Prove que um tabuleiro quadrado de lado com 2n quadrados com um dos cantos removidos pode ser
preenchido completamente por tridominós.

b) Após cobrir um tabuleiro de tamanho 2n, quantos tridominós estarão rotacionados de cada forma

(veja as quatro rotações na figura). Por exemplo, com n = 4, temos um , um e tres .

Obviamente, se rotacionarmos o tabuleiro a solução muda, mas continua sendo da formaA+B+ 3C
– é esta a resposta pedida.
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Ex. 394 — ⋆Prove que para todo n ≥ 2,√
2

√
3

√
4 · · · (n− 1)

√
n < 3.

Ex. 395 — Mostre, por indução, que a inversa da matriz diagonal A com valores a11, a22, . . . , ann é a
matriz diagonal om valores 1/a11, 1/a22, . . . , 1/ann.

Ex. 396 — Prove que (
1 1
1 1

)n

= 2n−1

(
1 1
1 1

)
para todo natural n ≥ 1.

Ex. 397 — Seja

A =

(
5 −1
4 1

)
Prove que para n ≥ 1,

An = 3n−1

(
2n+ 3 −1

4n 3− 2n

)

Ex. 398 — Determine a forma fechada para An, onde A é uma matriz com uns na diagonal principal; um
elemento igual a um acima da diagonal principal; e todos os outros elementos iguais a zero.

Ex. 399 — ⋆Determine a forma fechada para
1 1 1 · · · 1
0 1 1 · · · 1
0 0 1 1
...
...

. . .
...

0 0 · · · 1


n

(A matriz tem zeros abaixo da diagonal principal e uns na diagonal e acima dela).

Ex. 400 — Prove a corretude do algoritmo de Strassen. Sejam

A =

(
A11 A12

A21 A22

)
, B =

(
B11 B12

B21 B22

)
,

duas matrizes particionadas em quatro blocos cada uma (as partições de A e B são tais que permitem
multiplicarAB por blocos).
Seja

C =

(
C11 C12

C21 C22

)
,

onde os quatro blocos de C são

C11 =M1 +M2 −M4 +M6
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552 APÊNDICE β. INDUÇÃO FINITA

C12 =M4 +M5

C21 =M6 +M7

C22 =M2 −M3 +M5 −M7,

onde

M1 = (A12 −A22)(B21 + B22)

M2 = (A11 +A22)(B11 + B22)

M3 = (A11 −A21)(B11 + B22)

M4 = (A11 +A12)B22

M5 = A11(B12 − B22)

M6 = A22(B21 − B11)

M7 = (A21 +A22)B11

Prove queC = AB, ou seja, ao calcular as matrizesMi e montarC da maneira descrita, teremos multipli-
cadoA por B.

Ex. 401 — Seja

f(1) = 1

f(2) = 5

f(n+ 1) = 2f(n− 1)

Conjecture uma fórmula para f(n), presumindo que n sempre é natural, e prove por indução que sua fór-
mula está correta.

Ex. 402 — Seja a1, a2, . . . uma sequência de números reais tal que ai+j ≤ ai + aj para quaisquer i e j.
Prove que

an ≤ a1 +
a2

2
+
a3

3
+ · · ·+ an

n
.

Ex. 403 — Seja Fn o n-ésimo número de Fibonacci:

F0 = 0

F1 = 1

Fn = Fn−1 + Fn−2

Prove que Fn < 2n para todo n ≥ 0.

Ex. 404 — Demonstre (a) e (b) abaixo, usando indução.

a) Todo número natural pode ser decomposto em fatores primos.
b) ⋆Seja Z[x] a estrutura algébrica composta por polinômios com coeficientes inteiros e as operações de
soma e multiplicação usuais sobre eles6. Assim como para números naturais, a divisão está definida
em Z[x]. Um polinômio em Z[x] é irredutível se não pode ser escrito como produto de dois outros.
Prove que todo polinômio p em Z[x] pode ser decomposto em polinômios em Z[x], irredutíveis e de
grau menor ou igual que o de p.

6Esta estrutura é um anel.
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β.10. INDUÇÃO EMR 553

Ex. 405 — ⋆Prove que | senn(x)| ≤ 1 − ϵ, com ϵ > 0, para todo n ∈ N. (Aqui senn(x) é a repetição de n
vezes a função seno, e não potencia). Determine ϵ, e prove que senn(x) pode ser exatamente igual tanto a
1− ϵ quanto a−1+ ϵ.

Ex. 406 — Prove, por indução, a identidade de De Moivre: para todos os x ∈ R, n ∈ Z,

(cos x+ i sen x)n = cos(nx) + i sen(nx),

onde i =
√
−1.

Ex. 407 — Prove que a função Γ é uma generalização do fatorial. Ou seja, dada a função

Γ(x) =

∫∞
0

tx−1e−tdt

Prove que para todo n natural Γ(n+ 1) = n!, ou seja,∫∞
0

tne−tdt = n!

Ex. 408 — Prove que para todo n ≥ 1 natural,

dn

dxn

(
xe2x

)
= 2n−1(2x+ n)e2x.

Ex. 409 — Prove que ∫π
0

senn xdx =
n− 1

n

∫π
0

senn−2 xdx,

e em seguida calcule
∫π
0
sen8 xdx.

Ex. 410 — Prove que a n-ésima derivada de xn é n!.

Ex. 411 — Demontre a generalização da regra do produto para derivadas:

(f1f2f3 · · · fn) ′ = f ′1f2f3 · · · fn
+ f1f

′
2f3 · · · fn

+ f1f2f
′
3 · · · fn

...

+ f1f2f3 · · · f ′n

Ex. 412 — Seja f : [0, 1] → R cotínua e infinitas vezes diferenciável em (0, 1). Denote por f(n) a n-ésima
derivada de f, e seja f0 = f. Prove que para todom ∈ N,

1

n!

∫1
0

xnf(x)dx =

m∑
j=1

(−1)j−1f(j−1)(1)

(n+ j)!
+ (−1)m

∫1
0

xn+mfm(x)

(n+m)!
dx
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Ex. 413 — Prove que para todo n ≥ 2,

1

2

∫π/2
−π/2

cos2n−1(x)dx =
(2n− 2)(2n− 4)(2n− 6) · · ·
(2n− 1)(2n− 3)(2n− 5) · · ·

Ex. 414 — ⋆Seja f : [a, b] → R contínua, assumindo valores reais em a e b (ou seja, f(a) e f(b) são reais).
Prove que f é limitada por cima e por baixo nesse intervalo.

Ex. 415 — ⋆Prove o teorema do valor médio usando indução em reais: Seja f : [a, b] → R contínua, e
diferenciável em (a, b). Então existe c ∈ (a, b) tal que

f ′(c) =
f(b) − f(a)

b− a

ou seja, existe algum ponto entre a e b onde a tangente é paralela à reta passando por a e b.

Ex. 416 — ⋆Como poderíamos demonstrar que uma propriedade vale:

a) para todo número real, e não apenas para um intervalo?

b) para todo o plano (para todo R2)?

c) generalizando, para Rn?

Ex. 417 — ⋆Pode-se usar em racionais o mesmo princípio que usamos para indução em reais?



Ve
rs
ão
Pr
el
im
in
ar

Ál
ge
br
a L
in
ea
r

Je
rô
ni
m
o
Pe
lle
gr
in
i

Apêndice γ

Orientação de Bases

Neste Apêndice damos uma definição geometrica mais rigorosa de orientação de base ordenada em Rn.
Começamos observando vetores em R: não podemos transformar continuamente o vetor (−2) (que é

uma base paraR) no vetor (1) (que é outra base) sem que um dos vetores intermediários seja o vetor zero:

0−2

=⇒ 0−1

=⇒
0

=⇒ 0 1

Passamos agora para R2, usando idéia análoga à que usamos para as bases de R. SejamA e B as seguintes
duas bases ordenadas para R2:

A =
(
a1 = (3, 1)T , a2 = (2, 3)T

)
B =

(
b1 = (1, 3)T , b2 = (2, 1)T

)
As duas bases são ilustradas a seguir.

0

a1 = (3, 1)

a2 = (2, 3)

Base A

0

b1 = (1, 3)

b2 = (2, 1)

Base B

Não é possível transformar, de forma contínua, A em B, mantendo a ordem dos vetores, sem que no de-
correr da transformação tenhamos dois vetores colineares: seria necessário transformar a1 em b1 e a2 em

555
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556 APÊNDICE γ. ORIENTAÇÃO DE BASES

b2, ou seja, (3, 1)T em (1, 3)T e (2, 3)T em (2, 1)T . A figura a seguir ilustra a transformação. Os vetores de
B ficam fixos, e os vetores deA são transformados.

0

(1, 3)

(2, 1)

(3, 1)

(2, 3)

Como os vetores da baseB, (1, 3)T , (2, 1)T , não seriammodificados, apresentamos novamente a figura sem
eles, mostrando somente a transformação dos vetores deA:

0

(3, 1)

(2, 3)

A transformação, sem passar por um conjunto LD, não é possível: de alguma forma durante a transforma-
ção, a baseA terá dois vetores colineares. Dizemos que as orientações das basesA e B não são concordantes.

Da discussão feita no Capítulo 5, segue então que os determinantes das duas bases deveriam ter sinais
opostos. E realmente:

detA = det
(
3 2
1 3

)
= +7 detB = det

(
1 2
3 1

)
= −5

Note que se duas bases ordenadasX e Y tem amesma orientação, e trocamos dois vetores de posição em
X (ou em Y), elas passam a ter orientação oposta, porque já não émais possível transformar continuamente
X em Y sem passar por uma tupla que não é base. Isso é válido também paraR3, e de forma geral paraRn.

Formalizaremos este conceito da seguinte maneira. Uma base para Rn tem n vetores. Diremos que
duas bases tem a mesma orientação quando houver n funções, f1, . . . , fn, definidas em [0, 1], tais que(
f1(0), f2(0), . . . , fn(0)

)
= A e

(
f1(1), f2(1), . . . , fn(1)

)
= B – ou seja, o valor de fi em zero é o i-ésimo

vetor deA, e o valor de fi em um é o i-ésimo vetor de B. Isso significa que podemos variar i de zero a um,
transformando os vetores deA nos vetores de B. As restrições que impomos às funções são:

• Cada uma das fi deve ser contínua.

• Para todo t ∈ [0, 1], (f1(t), f2(t), . . . , fn(t)
)
deve ser base ordenada (ou seja os vetores não podem

ser LD).
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Definição γ.1 (Bases com orientação concordante emRn). SejamA e B duas bases paraRn. Dizemos que
A e B tem a mesma orientação se A pode ser transformada em B continuamente e sem tornar-se degenerada,
ou seja, existem n funções f1, f2, . . ., fn, todas definidas como fi : [0, 1]→ Rn, todas contínuas, sendo(

f1(0), f2(0), . . . , fn(0)
)
= A,(

f1(1), f2(1), . . . , fn(1)
)
= B,

e tais que para todo t ∈ [0, 1] a tupla

(f1(t), f2(t), . . . , fn(t))

é uma base ordenada para Rn. ♦

Usualmente, define-se que a orientação de uma baseB paraRn é positiva (ou ainda, queO(B) = +1) se
ela concorda com a orientação da base canônica paraRn. De outra forma, é negativa (ou queO(B) = −1).

Em R, mudar o sinal da base muda sua orientação, porque não podemos transformar um vetor (+x)
em outro (−x) continuamente sem passar pelo vetor zero.

EmRn, comn ≥ 2, trocar a posição de dois vetores de uma base tem o efeito de mudar sua orientação,
conforme o enunciado do teorema γ.2.

Teorema γ.2. SejaA uma base ordenada paraRn, comn ≥ 2, e sejaA ′ a base ordenada obtida deA trocando as
posições de dois de seus vetores. EntãoA eA ′ não tem orientação concordante.

Exercícios
Ex. 418 — Demonstre o Teorema γ.2.

Ex. 419 — ⋆Escolha um espaço de funções com dimensão finita (dois, por exemplo) e exiba duas bases com
orientação concordante. Troque a posição de dois dos vetores da base emostre que de fato as bases passam
a ter orientações opostas. Tente não usar a representação das bases como matrizes.
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Apêndice δ

Equações Diferenciais

Em alguns dos exemplos neste livro usamos equações diferenciais. Este Apêndice traz a definição de equa-
ção diferencial e conceitos básicos relacionados a elas. Não é uma introdução completa ao assunto – abor-
damos aqui somente o necessário para a compreensão do texto. Há excelentes livros abordando Equações
Diferenciais Ordinárias – bons livros com exemplos de aplicação prática incluem o de Tennenbaum e Pol-
lard [TP63] e o de George Simmons [Sim06]; dentre os livrosmais compactos e sem excursões por aplicações
e métodos numéricos temos o de Herbert Bear [Bea62], e o de Earl Coddington [Cod61]; em Português há
os livros de Djairo Figueiredo e Aloisio Neves [FN14] e de Vinícius Cifú Lopes [Lop15]. Sobre Equações
Diferenciais Parciais, mencionamos os livros deWalter Strauss [Str08], de Fritz John [Joh82] e de David Col-
ton [Col88] e, para um ponto de vista bastante pragmático, o de Stanley Farlow [Far82]. Em Português, o
livro de Djairo Figueiredo [Fig77] dá uma introdução às EDPs como aplicação de Séries de Fourier1.

Começamos com um exemplo onde modelamos um fenômeno de crescimento com uma equação dife-
rencial. Suponha que estejamos estudando uma cultura de bactérias. Se a quantidade de bactérias triplica
em uma hora e a quantidade inicial de bactérias era x0, quantas bactérias teremos na cultura após cinco
horas?

A equação diferencial que descreve o crescimento das bactérias é

dx

dt
= kx.

Esta equação nos diz exatamente que “a variação na quantidade x de bactérias ao longo do tempo é propor-
cional a x, com constante de proporcionalidade k”. A equação nos informa uma relação entre a quantidade
de bactérias e sua taxa de crescimento no tempo, mas não nos dá uma expressão da quantidade x de bac-
térias no tempo t. Nossa intenção é obter uma expressão de x(t) que não envolva a derivada dx/dt.

Observando que temos dt em ambos os lados da equação, integramos os dois lados com relação a t,∫
1

x

dx

dt
dt =

∫
kdt.

Por substituição2, temos ∫
1

x
dx =

∫
kdt.

1Damos uma breve introdução à série de Fourier no Capítulo 14 do presente livro; o livro citado, de Djairo Figueiredo, é mais
extenso e detalhado.

2
∫
f(g(t))g ′(t)dt =

∫
f(u)du, com u = g(t). Neste caso, g(t) = x(t), e f(g(t)) = 1/x(t). Observe que dx

dt
não é uma

559
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560 APÊNDICE δ. EQUAÇÕES DIFERENCIAIS

Disso já podemos concluir que log(x) = kt + c, e portanto temos x(t) = ekt+c. No entanto, não co-
nhecemos k nem c – somente sabemos que qualquer função da forma x(t) = ekt+c é uma solução para
a equação diferencial. No entanto, não queremos uma solução envolvendo qualquer valor para k. Quere-
mos determiná-lo. Sabemos que a constante c será cancelada quando calcularmos a integral definida. A
constante k nos será conhecida também quando usarmos a equação com as condições dadas.

Agora observamos:

i) A quantidade de bactérias triplica a cada hora;

ii) A quantidade inicial de bactérias era x0;

iii) Queremos a quantidade de bactérias após 5 horas.

De (i), temos ∫3q
q

1

x
dx =

∫1
0

kdt.

Integramos o lado esquerdo com x começando em um valor arbitrário q e terminando em 3q, porque em
uma hora a quantidade inicial triplicará. Mais adiante veremos que a variável q será cancelada em nossas
contas.

Integramos o lado direito em t, que varia de zero a um (porque umahora é o período emque observamos
a quantidade triplicar). Temos então ∫3q

q

1

x
dx =

∫1
0

kdt

log x
∣∣3q
q

= kt
∣∣1
t=0

log
3q

q
= kt

∣∣1
t=0

log 3 = k.

Já conhecemos a constante k. Agora, de (ii) e (iii), temos∫Q
x0

1

x
dx =

∫5
0

kdt

log x
∣∣Q
x0

= kt
∣∣5
t=0

log(Q) − log(x0) = 5 log 3

log
Q

x0
= log(35)

Q = 35x0.

fração, por isso não podemos “cancelar” dt. Poderíamos usar a definição de diferencial: dy = y ′dx, e, entendendo que dt na equação
é um diferencial, cancelá-lo. No entanto, a noção de diferencial ainda pressupõe a existência da derivada y ′ definida como limite. É
possível, na verdade, construir o Cálculo sem definir a derivada como limite. Isso se faz usando Análise Não-Padrão, desenvolvida
originalmente por Abraham Robinson [Rob66], mas que fica fora do escopo deste texto. A Análise é uma área da Matemática onde
são estudadas as teorias que fundamentam o Cálculo Diferencial e Integral, convergência de séries, e outros tópicos, ali estudados em
profundidade e com mais rigor do que em um curso de Cálculo. A Análise não-padrão reconstrói os fundamentos do Cálculo usando
“infinitesimais”. Uma abordagem de Cálculo baseada em Análise Não-Padrão é usada no livro de Howard Keisler [Kei12]; já o livro de
Alain Robert [Rob11] contém um curso moderno de Análise Não-Padrão.
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δ.1. EQUAÇÃO DIFERENCIAL ORDINÁRIA 561

Assim, após 5 horas, teremos 35 vezes o valor inicial x0.
O que fizemos neste exemplo foi determinar uma equação diferencial que descreve um fenômeno, e

em seguida “resolvê-la” – ou seja, encontrar uma descrição da função incógnita que não dependa das suas
derivadas.

δ.1 Equação Diferencial Ordinária

Definição δ.1 (Equação diferencial). Uma equação diferencial ordinária é uma equação envolvendo uma fun-
ção de uma variável e uma ou mais de suas derivadas. A ordem da equação é a maior ordem de derivada
da função incógnita presente na equação. O grau da equação é o expoente da derivada de maior ordem.
Dizemos que uma equação diferencial é linear se é de grau um. ♦

Exemplo δ.2. A seguir temos exemplos de várias equações diferenciais ordinárias.

d

dx
f(x) + 2f(x) − 3 = 0

y ′′ − y = 0

(ẋ)
2
+ x2 − x = 0

A primeira equação é linear e de primeira ordem. A segunda é linear de segunda ordem. A terceira é de
primeira ordem e segundo grau. ◀

Exemplo δ.3. A equação logística é uma equação diferencial ordinária normalmente usada na modelagem
de crescimento de populações. A população no instante t é P(t); a taxa de crescimento é r (também é
chamada de parâmetro Malthusiano), e K é a densidade populacional máxima:

dP

dt
= rP

(
1−

P

K

)
.

Esta é uma equação diferencial ordinária linear e de primeira ordem. ◀

Exemplo δ.4. A lei segunda lei de Newton, F = ma, é na verdade uma equação diferencial ordinária.
Newton a formulou tendo em mente a massa da Lua e a força gravitacional entre Terra e Lua:

g = m
d2x

dt2

Esta equação é linear e de segunda ordem. ◀

Definição δ.5 (Solução de equação diferencial). Uma solução específica para uma equação diferencial envol-
vendo derivadas de uma função desconhecida f é uma função que pode ser usada no lugar de f satisfazendo
a equação. A solução geral para uma EDO é uma descrição de todas as soluções específicas para aquela equa-
ção. ♦

Exemplo δ.6. Para quaisquer a e b, a função

y =
x3

6
+ ax+ b
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562 APÊNDICE δ. EQUAÇÕES DIFERENCIAIS

é solução da equação diferencial
y ′′ − x = 0,

porque

y ′′ − x =

(
x3

6
+ ax+ b

) ′′

− x

=

(
x2

2
+ a

) ′

− x

= x− x

= 0.

Assim,

y =
x3

6
+ ax+ b, a, b ∈ R

é a solução geral, enquanto

y =
x3

6

y =
x3

6
+ x

y =
x3

6
+ x+ 1

y =
x3

6
+−3x+

√
2

y =
x3

6
+ πx− 1

...

são solções específicas para a equação. ◀

No exemplo δ.6, o conjunto de soluções para a equação pode ser definido por duas constantes, logo
temos uma quantidade infinita mas enumerável de soluções.

δ.2 Separação de variáveis

Nesta seção apresentamos um método básico para solução de algumas equações diferenciais ordinárias.
Este método servirá apenas para poucas situações simples, e é incluído aqui apenas como ilustração. Mé-
todos apropriados a equações diferenciais de outros tipos são encontrados nos livros já citados no início
deste Capítulo.

Quando é possível reorganizar as variáveis de forma que cada uma fique de um lado da equação, pode-
mos usar o método de separação de variáveis.

Teorema δ.7. Sejam f e g funções contínuas, F ′ = f,G ′ = g, e y é solução de

g(y)
dy

dx
= f(x), (δ.1)
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δ.3. PROBLEMAS DE VALOR INICIAL E DE CONTORNO 563

então existe uma constante c tal que
G(y(x)) = F(x) + c. (δ.2)

Além disso, qualquer função y que satisfaça δ.2 para algum c é solução de δ.1.

Demonstração. Temos

g(y)
dy

dx
= f(x)∫

g(y)
dy

dx
dx =

∫
f(x)dx (integre ambos os lados em x)∫

g(y)dy =

∫
f(x)dx (substituição/regra da cadeia)

G(y) = F(x) + c. ■

dy

dx
dx = dy.

Exemplo δ.8. A equação
y ′ − x2 = x2y

pode ser reescrita como

y ′ = x2(y+ 1)

1

y+ 1

dy

dx
= x2

Temos portanto ∫
1

y+ 1
dy =

∫
x2dx

log(y+ 1) =
x3

3
+ c

y+ 1 = exp(x3/3+ c)
y = exp(x3/3+ c) − 1,

que é solução para a equação diferencial da qual partimos. ◀

Exemplo δ.9. A equação
y ′

sen(x)
=
x

y

pode ser reescrita como
yy ′ = x sen(x).

Integramos ambos os lados, ∫
ydy =

∫
x sen(x)dx

y2

2
= sen(x) − x cos(x) + c

y = ±
√
2(sen(x) − x cos(x) + c). ◀
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δ.3 Problemas de valor inicial e de contorno

Muitas vezes não temos interesse em ober todas as soluções para uma equação diferencial, e nem mesmo
uma solução específica qualquer, mas sim uma solução que satisfaça certas condições. Emum problema de valor
inicial temos, além de uma equação diferencial descrevendo uma função f(x), temos o valor da funçào em
um ponto, por exemplo f(z) = v, e procuramos uma solução F que satisfaça F(z) = v. Se tivermos valores
de f em vários pontos, temos um problema de valores de contorno (ou problema com condições de contorno).
O que fizemos no início do Capítulo foi resolver um problema de valores de contorno: sabíamos que o
crescimento de bactérias em uma cultura era descrito por

dx

dt
= kt,

e tínhamos também um valor x0 e o valor x1 = 3x0.

Exemplo δ.10. O problema

y ′′ + 2y ′ − 3x = 0,

y(π) = 2,

y ′(π) = −1

é um problema de valor inicial, porque além da equação diferencial, temos a descrição dos valores de y e
y ′ em um ponto. ◀

Exemplo δ.11. O problema

y ′ + y− 2x = 0,

y(0) = 5,

y(1) = −5

é um problema de valores de contorno, porque além da equação diferencial, temos a descrição dos valores
de y e y em dois pontos. ◀

δ.4 Equação Diferencial Parcial

Definição δ.12 (Equação diferencial parcial). Uma equação diferencial parcial é uma equação envolvendo
uma função de várias variáveis e uma ou mais de suas derivadas parciais. ♦

Exemplo δ.13. A seguir temos exemplos de equações diferenciais parciais. Ao descrever as derivadas,
pode-se usar uxxx como sinônimo de ∂3u

∂x3 .

∂2

x2
+
∂2

y2
= 0

ut − t
3uxxx = 0

∂2f(x, y)

∂x2
+ xy−

∂f(x, y)

∂x
−
∂f(x, y)

∂y
= 0 ◀
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Observamos que o conjunto de soluções para uma EDP é bastante diferente daquele para uma EDO. Por
exemplo, considere a EDP a seguir:

∂u

∂x
= 0.

A solução geral desta equação é
u(x, y) = f(y),

onde f : R → R pode ser qualquer função real de uma variável – e daí notamos que embora as soluções
para uma EDP sejam um conjunto infinito, com as de uma EDO, este conjunto não é enumerável (porque o
conjunto de funções reais não é enumerável).

δ.5 Aplicações

A quantidade de aplicações possíveis de equações diferenciais é imensa, e seria ingênuo resumí-las em uma
pequena seção de um livro. Podemos, no entanto, selecionar alguns poucos exemplos.

δ.5.1 Química nuclear: decaimento radioativo [ EDO de primeira ordem
]

Sabemos, a partir de estudos experimentais, que a velocidade de desintegração de qualquermaterial radio-
ativo é proporcional à quantidade daquele material. Ou seja, quanto mais material radioativo, mais rápido
ele se desintegra.

A velocidade de desintegração é a derivada da quantidade em relação ao tempo, dM/dt. Como ela é
proporcional à quantidade, chegamos à equação diferencial do decaimento radioativo:

dM

dt
= kM,

com k < 0. Esta é uma equação diferencial linear e de primeira ordem.

δ.5.2 Mecânica: oscilador harmônico [ EDO de segunda ordem ]

Suponha que umamola de compimento c está fixada abaixo de uma superfície, semnenhuma força atuando
sobre ela.

c

Prendemos na outra extremidade da mola um objeto com masa m. Como a mola é elástica, o objeto (e
consequentemente a extremidade da mola) será deslocado para baixo, por uma distância l. Nesta posição
o sistema estará em equilíbrio, e não haverá movimento.
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c

l

Haverá duas forças atuando sobre o objeto (ou, equivalentemente, sobre a extremidade de baixo da
mola):

• a força gravitacional, na direção para baixo, com intensidademg;

• a força da mola, que tentará retornar o sistema ao ponto de equilíbrio. A Lei de Hooke determina que
esta força é proporcional à distância do ponto atual ao ponto de equilíbrio, logo sua intensidade é kl.
Para cada mola existe um valor de k, chamado de constante elástica da mola.

Assim, temos
mg = kl.

Agora puxamos o objeto mais para baixo, forçando-o a descrever uma distância adicional x.

c

l

x

Agora as duas forças atuando são a força gravitacional, que continua amesma, e a força damola para tentar
retornar ao ponto de equilíbrio, que passa a ser

k(l+ x).

Usamos agora a segunda lei de Newton, F⃗ = ma⃗: a força resultante em um sistema (⃗F) será igual à massa
do sistema multiplicada por sua aceleração (ma⃗). Como já conhecemos a orientação da força, deixamos
de lado a notação de vetor e usamos somente a magnitude de a e g:

ma = mg− k(l+ x)

m
d2x

dt2
= (mg− kl) − kx
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m
d2x

dt2
= −kx (mg = kl)

Temos finalmente
d2x

dt2
+
k

m
x = 0,

que é a equação diferencial que descreve o movimento de uma mola.
Esta é uma equação diferencial linear e de ordem dois.
A solução para esta equação é dada por

x = α cos

(√
k

m
t+ δ

)
ou

x = α sen

(√
k

m
t+ δ

)
.

δ.5.3 Termodinâmica: propagação de calor [ EDP ]
Grossomodo, o calor pode ser tranferido de trêsmaneiras: emfluidos, a transferência se dá principalmente
por convecção (o próprio fluido se move, levando calor); outra forma de transferencia é condução, sem que
haja movimento da substancia; finalmente, o calor pode ser transferido por radiação.

Nesta seção analisaremos a condução de calor, chegando a uma equação diferencial parcial.
Trataremos aqui somente do caso emuma dimensão: temos uma barra como a ilustrada na figura a

seguir, e aplicamos calor em uma das suas extremidades.

← calor

x x+ dx

Sabemos que a quantidade de energia necessária para aumentar emdu a temperatura de umcorpo com
massam é proporcional am, mas a constante de proporcionalidade depende do material de que o corpo é
constituído. Podemos dizer, portanto que essa quantidade é smdu, ondem é a massa do corpo; s é uma
constante que depende do corpo (chamamos de calor específico; e du é o valor do aumento na temperatura
(note que já usamos notação de diferencial).

A energia flui por uma superfície a uma taxa proporcional à área (que denotamos porA) e ao gradiente
da temperatura, ou seja, kA(∂u/∂x). À constante k damos o nome de condutividade térmica.

O gradiente da temperatura no extremo da direita é

∂u

∂x
(x+ dx, t).

Assim, a energia passa pelo extremo da direita a uma taxa de

kA
∂u

∂x
(x+ dx, t).
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Em um intervalo de tempo infinitesimal, uma certa quantidade de calor entra na barra pelo lado direito, e
outra quantidade sai pelo lado esquerdo. A quantidade total de calor que entra na barra é, portanto,

kA
∂u

∂x
(x+ dx, t)︸ ︷︷ ︸

entra à direita

−kA
∂u

∂x
(x, t)︸ ︷︷ ︸

sai à esquerda

.

Suponhaque a densidade da barra éD. Então amassa éDAdx, portanto a quantidade de energia necessária
para aquecer a barra em ∂u

∂x
(x+ dx, t) é

smdu = sDAdx
∂u

∂x
(x+ dx, t)

Esta deve ser a mesma quantidade de energia que entrou na barra no intervalo de tempo dt:

sDAdx
∂u

∂t
(x, t)dt = kA

[
kA
∂u

∂x
(x+ dx, t) − kA

∂u

∂x
(x, t)

]
dt

ou seja,

sDA
∂u

∂t
(x, t) = kA

[
kA
∂2u

∂x2
(x+ dx, t) − kA

∂2u

∂x2
(x, t)

]
Quando dx, dt→ 0, temos

sDA
∂u

∂t
(x, t) = kA

∂2u

∂x2
(x, t)

∂u

∂t
(x, t) =

(
k

sD

)
∂2u

∂x2
(x, t)

Denotamos por α = k/sD, e chamamos α de difusividade térmica. Chegamos assun à equação do calor em
uma dimensão:

∂u

∂t
= α

∂2u

∂x2

Apresentamos a equação do calor para três dimensões3, sem incluir sua derivação:

∂u

∂t
= α

(∂2u
∂x2

+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2

)
.

Exercícios

Ex. 420 — Algumas das funções à esquerda são soluções para as equações à direita. Identifique-as.

3Uma forma alternativa de escrever a equação do calor é,

∂u

∂t
= α∇2u

se denotarmos o Laplaciano por∇2. O Laplaciano é dado pela divergencia do gradiente,∇2f = ∇∇f, ou seja,∇2f =
∑n

i=1
∂2f

∂x2
i

.
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(a) y(x) = aex + x2 + 2x+ 2

(b) y(x) = a sen(x) + b cos(x)
(c) y(x) = x2 + ex

(d) y(x) = cos(x2)
(e) y(x) = − log(x) + ax+ b
(f) y(x) = ±

√
x+ a

(g) y(x) = ax2 − b

y ′ − cos(x) = 0 (i)

y ′′ + ex = 0 (ii)

ey
′
− y ′′ + x = 0 (iii)

xy ′′ −
1

x
= 0 (iv)

xy ′′ − y = 0 (v)

y ′′ + y = 0 (vi)

1

y
− y ′ = 0 (vii)

y ′ − y+ x2 = 0 (viii)

Ex. 421 — Determine soluções para as equações diferenciais dadas.

(i) y ′ −
x

y
= 0

(ii) y ′′ + y cos(x) = 0

(iii)
x− 1

y+ 1

dx

dy
− x2 cos(y) = 0

(iv) y− 2y ′ = 0

(v)
y ′′

x
−

ex

cos(y)
= 0

Ex. 422 — O isótopo Pluônio-241 (241Pu) tem meia-vida de 14 anos (ou seja, a massa radioativa desse isó-
topo cai pela metade em 14 anos, unicamente por emissão radioativa4). Determine a constante de pro-
porcionalidade para a equação de decaimento deste isótopo, ou seja, determine o valor de a na equação
dM/dt = aM.

Ex. 423 — Considere equações diferenciais da forma

P(x, y)dx+Q(x, y)dy = 0,

onde P eQ são homogêneos damesma ordemn, e tanto dx como dy são diferenciais. Prove que substituir

y→ ux

dy→ udx+ xdu

resulta em uma equação com variáveis separáveis.

4Mais especificamente, por decaimento β−: seu núcleo muda, tornando-se um núcleo de Amerício (o número atômico aumenta),
aomesmo tempo em que emite um elétron e um elétron antineutrino – o tratamento em detalhes do assunto é feito no livro deWalter
Loveland, David Morrisey e Glenn Seaborg [LM06]; uma explicação extremamente simplificada de decaimento β pode também ser
obtida no livro de Harry Lipkin [Lip12].
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Apêndice ε

Alfabeto Grego

Uma vez que letras gregas são abundantes na Matemática, incluímos neste apêndice o alfabeto grego, com
a pronúnica de cada letra.

maiúscula minúscula pronúncia
A α alfa
B β beta
Γ γ gama
∆ δ delta
E ϵ, ε épsilon
Z ζ zeta
H η eta
Θ θ, ϑ teta
I ι iota
K κ,κ capa
Λ λ lambda
M µ mi
N ν ni
Ξ ξ csi
O o ômicron
Π π,ϖ pi
P ρ, ρ rô
Σ σ, σ sigma
T τ tau
Υ υ úpsilon
Φ ϕ,φ fi
X χ qui
Ψ ψ psi
Ω ω ômega

571
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Apêndice ζ

Dicas e Respostas

Resp. (Ex. 3) — Seja (G, ·) um grupo, e sejam 1 e 1 ′ dois neutros. Então

1x =x = x1,

1 ′x =x = x1 ′.

Agora, seja x = (1 ′). Então 1(1 ′) = (1 ′) = (1 ′)1. Mas pela segunda igualdade, 1 ′(1) = (1) = (1)1 ′.
Temos então 1 = 1 ′.

Resp. (Ex. 4) — Inclua dois neutros, com nomes “1” e “0”, e mais dois elementos:

F = {0, 1, a, b}.

A soma é dada pela tabela a seguir:
+ 0 1 a b
0 0 1 a b
1 1 0 b a
a a b 0 1
b b a 1 0

A multiplicação é dada a seguir:
· 0 1 a b
0 0 0 0 0
1 0 1 a b
a 0 a b 1
b 0 b 1 a

Verifique as propriedades.

Resp. (Ex. 6) — Não. A matriz A =
(
0 1
1 1

)
não é zero, porque não vale B + A = B para todo B; por outro

lado,A não tem inverso multiplicativo, porque contém um elemento zero.

573
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Resp. (Ex. 7) — Não. (i) tanto ∨ como ∧ são associativas; (ii) ∧ é distributiva sobre ∨: a ∧ (b ∨ c) =
(a ∧ b) ∨ (a ∧ c); (iii) o neutro para ∨ é 0, e para ∧ é 1; (iv) no entanto, não há inverso para ∨ e 1:
̸ ∃a : 1∨ a = 0.
Poderíamos tentar trocar∨ com∧, mas então perderíamos a propriedade (ii).

Resp. (Ex. 11) — iii) Não: 1/2(2, 8)T = (1, 4)T . ix) Não, porque ao multiplicar uma delas por constante
negativa, ela se torna decrescente. O conjunto não é fechado para adição. xi) Sim. xii) Não. É possível
somar duas funções ímpares resultando em uma função que não é ímpar. Por exemplo, se f(x) = x + 1 e
g(x) = 1−x, notamos que ambas são ímpares. No entanto, a somadelas é a função constanteh(x) = 2. xiv)
Sim. xv) Não: se f(0) = f(1)+1 e g(0) = g(1)+1, então sejah = f+g. Vemos queh(0) = f(0)+g(0) =[
f(1)+ 1

]
+
[
g(1)+ 1

]
= f(1)+g(1)+ 2 = h(1)+ 2, e a soma não é fechada neste conjunto. xviii) Como

se trata de subconjunto do conjunto de todas as funções, não é necessário demonstrar as propriedades
de espaço vetorial: mostre apenas que a soma e multiplicação por escalar resultam em outra função com
período π, e observe que f(x) = 0 é periódica com qualquer período (inclusive π). xix) Não: aomultiplicar
uma função como esta por constante negativa, todas as derivadas mudam de sinal. xx) Não. xxii) Não:(

0 0 0
0 0 0
0 0 1

)
+
(

1 0 0
0 1 0
0 0 0

)
=
(

1 0 0
0 1 0
0 0 1

)
. Os determinantes das matrizes sendo somadas são zero; o da matriz

resultante é um. Assim, este conjunto de matrizes não é fechado para adição. xxv) Sim. xxvi) Sim. xxvii)
Sim. xxviii) Sim.

Resp. (Ex. 19) — Suponha que o corpo subjacente seja F. Iniciamos supondo que v é múltiplo de w. Então
existe k ∈ F tal que

v = kw. (1.4)
Mas como k pertence a F, e todo elemento de um corpo tem inverso multiplicativo, existe k−1 ∈ F, tal que
kk−1 = 1. Multiplicamos a equação 1.4 pelo escalar k−1, e temos

k−1v = k−1kw
k−1v = w,

ou seja, w é múltiplo de v.

Resp. (Ex. 23) — Hádiversos exemplos. Umdeles éy ′+y ln(x) = 0, comsoluções da formay = cex−x ln(x).

Resp. (Ex. 24) — x = 0, y = 1, z = 0.

Resp. (Ex. 28) — (i) A função zero está bno subespaço: se a = b = 0, então a+ b = 0. (ii) A soma de duas
soluções desta forma é outra também desta forma: se (a+ b) = (α+ β) = 0, e (a+ α)ex − (b+ β)e−x

é solução, temos (a+ α) + (b+ β) = (a+ b) + (α+ β) = 0. (iii) A multiplicação por escalar também é
fechada: Se (a+ b) = 0, e c(aex − be−x) é solução, então ca+ cb = c(a+ b) = c0 = 0.

Resp. (Ex. 35) —Muito claramente, para cada linha i,

k(ai1x1 + ai2x1 + · · ·+ ainxn)
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= k(0) = 0.

Resp. (Ex. 36) — v+ w é solução para (ii):

A(v+ w) = Av+Aw
= 0+ b
= b

Resp. (Ex. 37) — O vetor zero não é solução para sistemas não homogêneos.

Resp. (Ex. 39) — Como o conjunto só contém matrizes diagonais, a soma e multiplicação de matrizes po-
dem ser usadas. Para matrizes quaisquer, isso já não funcionaria.

Resp. (Ex. 42) — Pode-se mostrar mais do que pede o exercício: que todo subespaço de R2 diferente do
espaço trivial e diferente do R2 é uma reta. Os subespaços de R2 são:

•o espaço trivial {0};
•espaços maiores que o trivial, mas não iguals a R2;
•o próprio R2.

Somente o caso (ii) é relevante. Suponha então que um vetor (x, y) pertença a um subespaço X ⊂ R2.
Então todos os múltiplis desse vetor também pertencem a X, e portanto temos uma reta em X. Agora
mostramos que não pode haver ninguémmais além dessa reta. Suponha que haja um emX um vetor (a, b)
que não pertença à reta dos múltiplos de (x, y). Somando múltiplos de (x, y) e (a, b) podemos escrever
qualquer vetor de R2, e portanto, se houvesse tal vetor (a, b) em X, teríamos X = R2.

Resp. (Ex. 43) — i) sim, ii) não.

Resp. (Ex. 48) — i) Não, porque a multiplicação de uma matriz por um escalar negativo muda o sinal de
todos os elementos. ii) Não, porque o segundo conjunto não contém a matriz zero, e também porque a
soma de matrizes não preserva singularidade.

Resp. (Ex. 51) — (a) não; (b) não; (c) sim; (d) não.

Resp. (Ex. 55) — 2.

Resp. (Ex. 60) — (a) (n2 +n)/2 (b) Um complemento é o espaço das matrizes superiores de ordem n, com
a diagonal igual a zero. A dimensão do complemento é (n2 − n)/2. Outro complemento é o das matrizes
inferiores com diagonal zero.
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Resp. (Ex. 61) — Sim, se a reta estiver contida no plano! Neste caso, os vetores da reta já estão no plano, e
com somas de vetores de um plano não poderemos gerar todo oR3. Se a reta não estiver contida no plano,
geramos o R3 todo.

Resp. (Ex. 62) — Não: a base deve ser L.I., e portanto não pode conter o vetor zero; amultiplicação de vetor
da base por escalar não pode resultar em outro vetor da base; e a soma de dois vetores da base não pode
resultar em outro vetor também na base. A base não pode ser subespaço!

Resp. (Ex. 63) — Sim, de outra forma teríamos um vetor (. . . , k, . . .) na base, com k ̸= 0, e todo vetor da
base também pertence ao espaço vetorial.

Resp. (Ex. 66) — (i) Infinito. (ii) Dimensão um. O espaço das sequências constantes é gerado por somente
uma sequência constante diferente de zero.

Resp. (Ex. 70) — Suponha que em um espaço V não seja possível encontrar k vetores LI. Que se pode con-
cluir a respeito de sua dimensão?

Resp. (Ex. 73) — Escrevemos a fórmula genérica,

F = mavbrc

e, sabendo que as dimensões são as mesmas dos dois lados, calculamos

[F] =
[
mavbrc

]
MLT−2 = (M)a (LT−1)b Lc

e chegamos a 
a = 1

b+ c = 1

− b = −2

o que nos dá a = 1, b = 2, c = −1, e a fórmula é

F =
mv2

r
.

Resp. (Ex. 74) — O isomorfismo é dado por

f(a+ bi) =

(
a −b
b a

)
.
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Resp. (Ex. 82) —

(i)T(x, y)T = y

(iii)T

(
x
y
z

)
=
1

3

x+ 3y− z
4x− z
4x− z


(v)As matrizes mostradas não são base, porque uma delas é a matriz zero.

(vii)Os vetores não são base – o conjunto é LI

(ix)T

(
x
y

)
= T

(
2y
0

)

Resp. (Ex. 91) — Depende! Se permitirmos a rotação usando qualquer ângulo, a transformação certamente
levará a pontos fora de A2, já que envolveria seno e cosseno de números algébricos – seria então uma
transformação de A2 em R2, e não um operador em A2. Para continuar em A2 a rotação teria que ser
restrita apenas a ângulos transcendentais.

Resp. (Ex. 100) — Comomencionado no exemplo 3.44, o kernel desta transformação é o conjunto de todas
as funções constantes, e portanto não contém apenas a função f(x) = 0. A derivada, portanto, não é
injetora.

Resp. (Ex. 102) — Usamos o isomorfismo entre o espaço de dimensão n e Rn. O operador é

f
[
(x1, x2, . . . , xn)

T
]
= (0, x1, x2, . . . , xn−1).

O posto de f é n− 1. O posto de fk é n− k, para 1 ≤ k ≤ n.

Resp. (Ex. 105) —AB também terá uma linha com zeros. O mesmo acontece com colunas de B: se B tem
uma coluna com zeros,AB também terá.

Resp. (Ex. 106) — Trivial: uma matriz diagonal é triangular superior e inferior, por isso sua inversa deve
ser também.

Resp. (Ex. 111) — (Dica) Observe que AA−1 = I ; suponha que A é triangular inferior, e observe que I é
triangular superior, e que portanto ao multiplicar A por A−1, os elementos abaixo da diagonal devem ser
zero.

Resp. (Ex. 114) — Primeiro observamos que operações elementares em linhas ou em colunas não mudam
a quantidade de linhas (ou de colunas) L.I. em uma matriz.
SejaA umamatriz. Realizamos operações elementares em linhas até obter a forma escalonada reduzida por
linhas deA, que denotamosA ′. Esta matrizA ′ é triangular superior, e sua diagonal contém apenas zeros
e uns.
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Agora realizamos operações elementares em colunas até obter a forma escalonada reduzida por colunas
de A ′, que denotaremos por A ′′. As operações em colunas não mudam a parte abaixo da diagonal, que
continha zeros – mas também transforma a parte superior de forma que contenha zeros. A matriz A ′′ é
agora triangular inferior, também.
A ′′ é triangular inferior e superior – ou seja, é diagonal. Além disso, os elementos da diagonal são uns e ze-
ros. A quantidade de linhas L.I. e a quantidade de colunas L.I. é claramente a mesma (e é igual à quantidade
de uns na diagonal).

Resp. (Ex. 116) —

A =

(
1 0 0
0 0 1
0 1 0

)(
1 0 0
−1 1 0
1 1 1

)(
1 −1 1
0 0 0
0 0 −2

)

D =

 1 0 0
−2/x 1 0

3/x −3/2 1

x x x2

0 4 3x
0 0 5x

2



Resp. (Ex. 117) — Decomponha A = LU. Queremos portanto X = (LU)−1B, ou seja, LUX = B. Usamos
a mesma idéia da Seção 4.8.1 para obter as colunas de X individualmente.

Resp. (Ex. 120) — Use indução em k e o Teorema α.42.

Resp. (Ex. 127) — Seja S o espaço dematrizes simétricas eA o espaço dasmatrizes anti-simétricas. Defina
uma transformação T : S → A com T(M) = DM−MD. Mostre que o núcleo de T é o espaço dasmatrizes
diagonais, e que portanto T tem posto

n(n+ 1)

2
− n =

n(n− 1)

2
.

Assim, T é sobrejetora, e para cadaA ∈ A, existe uma simétrica S tal queA = T(S) = DS− SD.

Resp. (Ex. 128) — O método multiplica a matriz (que denotaremos por A) por diversas matrizes elemen-
tares até chegar à identidade, portanto EkEk−1 . . . E1A = I . Mas

EkEk−1 . . . E1A = I
EkEk−1 . . . E1 = A−1 (multiplique à direita porA−1)
EkEk−1 . . . E1I = A−1.

Mas a última linha acima descreve exatamente a sequência de operações que o método também aplica na
identidade, e portanto a matriz à direita é de fatoA−1.
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Resp. (Ex. 129) — A matriz com uns na diagonal secundária,
0 · · · 0 1
... 1 0

. .
.

0 1
...

1 0 · · · 0



Resp. (Ex. 134) — Faça a multiplicação por blocos: para a primeira matriz,(
R 0
0T 1

)(
v
z

)
=

(
Rv
z

)
,

onde v− (x, y)T .
Para a segunda, faça o mesmo, mas permutando linhas e colunas antes.

Resp. (Ex. 138) — É importante definir claramente o que precisa ser provado: (i) Que A = [id]B→D, ou
seja, que ao aplicarmos A na base B, obtemos uma outra base para o mesmo espaço vetorial – para isto basta
mostrar que a aplicação reA na base B resulta na mesma quantidade de vetores LI. (ii) QueA = [id]E→B.
Para isto basta observar que AE = B, e portanto E = A−1B. Mostre que E também é uma base, ou seja,
queA−1 aplicada em B resulta em n vetores LI.

Resp. (Ex. 141) —

(a) x =

(−9i− 3)/10

(2i+ 9)/20

(i+ 2)/20


(b) x =

(i− 1)/10

(4− i)/20

1/20


(c) x =

 (1− 4i)/5

(3+ 7i)/20

(3i+ 5)/20



Resp. (Ex. 143) — Na última matriz, observe que se subtraírmos o dobro da primeira linha à terceira obte-
mos 

2 3 7 −1 0
22 12 3/2 15 −2

47 0 0 0 0
10 3 3/2 34 −2

−91 16 0 0 0


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Se subtraírmos ainda a segunda linha da quarta, teremos
2 3 7 −1 0
22 12 3/2 15 −2

47 0 0 0 0
−12 −9 0 19 0
−91 16 0 0 0


Permute linhas e colunas para obter uma matriz triangular.

Resp. (Ex. 145) — (Dica) a fórmula divide o determinante (volume de um paralelepípedo) por 2 e também
por 3.

Resp. (Ex. 148) — Sejam α e β duas bases. Então

[A]α = [id]β,α [A]β [id]α,β

det[A]α = det
(
[id]β,α [A]β [id]α,β

)
= det

(
[id]β,α [A]β [id]−1

β,α

)
([id]α,β = [id]−1

β,α)

= det
(
[id]β,α

)
det
(
[A]β

)
det
(
[id]−1

β,α

)
= k det

(
[A]β

)
k−1 (k = det[id]β,α)

= det[A]β.

Resp. (Ex. 151) — detA ′ = +d se k for par, ou−d se k for ímpar.

Resp. (Ex. 153) — (i) Mostre que det(E) = det(ET ). (iv)A é produto de matrizes elementares?

Resp. (Ex. 159) — Esta função usa módulo, e |x| não é linear. Assim, a função não é multilinear nas colunas
da matriz.

Resp. (Ex. 160) — Compare o posto da transformação com o da matriz.

Resp. (Ex. 161) — (a) Uma das maneiras é mostrar que BnCn = Pn. Outra é escalonar Pn. (b) Use a
expansão de Laplace na primeira linha ou coluna. (c) Na demonstração de (b), foi usada a expansão de
laplace numa linha com uns. Se ao invés de uns tivermos uma constante c ao longo de uma linha de uma
matriz qualquer, a expansão de Laplace nos dará

det(M+ K) = (detM)(c+ k)/c
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Resp. (Ex. 164) — Comece construíndo uma matriz com blocos(
In −A
B Ik

)
e use decomposição LU em blocos.

Resp. (Ex. 166) — Z2, porque todo elemento é seu próprio inverso aditivo, e portanto a+ b = a− b.

Resp. (Ex. 167) — As de ordem ímpar. Observe queAT = −A. Calcule o determinante em ambos os lados,
obtendo det(AT ) = det(−A). Assim, det(AT ) = (−1n) det(A). Quando n é ímpar, necessariamente
det(A) = 0.

Resp. (Ex. 169) — a = 17/2.

Resp. (Ex. 171) — (i), (ii): São LI em qualquer intervalo real. O Wronskiano é ex, que sempre é diferente de
zero. (iii) Pelo teste do Wronskiano, são LI em qualquer intervalo contendo x = 1. Além disso, para que as
funções fossem LD deveria haver uma constante k tal que k(xx) = ex. Mas isso significaria que

k =
ex

xx
,

e portanto k não seria constante, e sim uma função de x estritamente decrescente em x, e sempre diferente
de zero. (Isso reforça que o teste doWronskiano identifica que funções são LI apenas em alguns e em alguns
intervalos, mas não necessariamente todos).

Resp. (Ex. 174) — O determinante é

(1∧ 1∧ 1)⊕ (1∧ 1∧ 1)⊕ (0∧ 0∧ 0)

⊕(0∧ 1∧ 1)⊕ (1∧ 0∧ 0)⊕ (1∧ 0∧ 1)

=1⊕ 1 = 0

Resp. (Ex. 175) — Argumente usando a fórmula de Leibniz.

Resp. (Ex. 176) — O determinante deA−1 é 1/ det(A), portanto para que a matriz tenha inversa com en-
tradas inteiras, seu determinate deve ter inverso inteiro – o que significa que deve ser+1 ou−1.

Resp. (Ex. 177) — A matrizA dos coeficientes e as matrizesAi são

A =

(
1 1 1
1 1 0
0 1 1

)
, A1 =

(
0 1 1
1 1 0
1 1 1

)
, A2 =

(
1 0 1
1 1 0
0 1 1

)
, A3 =

(
1 1 0
1 1 1
0 1 1

)
,
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Os determinantes são:

det(A) = 1, det(A1) = 1, det(A2) = 0, det(A3) = 1

O vetor b é (
0
1
1

)
Finalmente, obtemos

x1 =
det(A1)

detA
= 1∧ 1−1 = 1∧ 1 = 1,

x2 =
det(A2)

det(A)
= 0∧ 1−1 = 0∧ 1 = 0,

x3 =
det(A3)

det(A)
= 1∧ 1−1 = 1∧ 1 = 1.

Pode-se substituir os xi no sistema para verificar a validade da solução.

x1 ⊕ x2 ⊕ x3 = 1⊕ 0⊕ 1 = 0
x1 ⊕ x2 = 1⊕ 0 = 1
x2 ⊕ x3 = 0⊕ 1 = 1

Resp. (Ex. 178) — Se

f(a+ bi) = A =

(
a −b
b a

)
,

então

detA = det
(
a −b
b a

)
= a2 − [b(−b)] = a2 + b2,

que é o quadrado da norma (valor absoluto) do número complexo dado.

Resp. (Ex. 179) — Somente 1, −1 e 0, de outra forma haveria uma submatriz quadrada de ordem um com
determinante diferente de±1 e diferente de zero.

Resp. (Ex. 180) — A parte fixa das soluções é inteira. A outra parte não.

Resp. (Ex. 181) — Zn
2 , e demaneira geral, espaços sobre o corpoZ2. Se agregarmos os vetores para formar

umamatriz e calcularmos seu determinante, ele será necessariamente+1 ou 0, que são os únicos escalares
neste espaço (lembre-se que Z2 = {0, 1}). Assim, quando o determinante é zero, há vetores linearmente
dependentes, e não temos uma base. Quando temos de fato uma base, o determinante será sempre um.
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Resp. (Ex. 182) — Trivialmente, não! Basta considerar T(v = 0). De maneira mais geral, multiplicação
por escalar é uma transformação linear, e se multiplicarmos uma matriz inteira por um escalar c, teremos
multiplicado seu determinante (e consequentemente seu volume) por cn.

Resp. (Ex. 183) — an é a sequência de Fibonacci, deslocada em uma posição: an = Fn+1. Faça a demons-
tração por indução na ordem da matriz, usando a expansão de Laplace na primeira coluna, por exemplo,
para mostrar que detAn = detAn−1 + detAn−2.

Resp. (Ex. 185) — (ii) e (vi), sim. Ou outros, não. Em (i), os elementos não tem inverso; em (iii), as matrizes
singulares não tem inverso; em (iv), a matriz com determinante 3, por exemplo, não tem inversa, porque
o determinante teria que ser 1/3; em (v) também, a matriz com determinante 2 não tem inversa.

Resp. (Ex. 186) — Tente por indução, usando a expansão de Laplace.

Resp. (Ex. 190) — Um contraexemplo:

A =

(
2 2
0 2

)
B =

(
2 0
0 2

)
.

TantoA como B tem polinômio característico x2 − 4x+ 4, mas não são similares.

Resp. (Ex. 191) — Verifique primeiro para matrizes triangulares. Depois, mostre que se o Teorema vale
para uma matrizM, vale para matrizes obtidas a partir deM com operações elementares.

Resp. (Ex. 194) —

det(R− λI) = det
(
cos θ− λ − sen θ
sen θ cos θ− λ

)
= (cos θ− λ)2 + sen2 θ,

e os autovalores seriam os λ tais que

cos2 θ− 2λ cos θ+ λ2 + sen2 θ = 0

1− 2λ cos θ+ λ2 = 0. (cos2 θ+ sen2 θ = 1)

Usando a fórmula de Bhaskara com

a = 1

b = −2 cos θ
c = 1

temos

λ =
2 cos θ±

√
(−2 cos θ)2 − 4
2
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=
2 cos θ±

√
4(− cos2 θ− 1)
2

=
2 cos θ± 2

√
cos2 θ− 1

2

= cos θ± 2
√
cos2 θ− 1

Como cos2θ ≤ 1, o valor dentro da raiz será negativo, exceto quando θ = kπ, com k ∈ Z.

Resp. (Ex. 196) — Nenhum.

Resp. (Ex. 198) — (
1 4
9 1

)

Resp. (Ex. 201) — (a) Autovalor 1 com multiplicidade dois. Autovetor (0, 1)T . (b) λ1 = 1, λ2 = 0. Autove-
tores (0, 1, 1)T e (0, 1, 0)T .

Resp. (Ex. 203) — ResolvendoAB = BA, obtemos x = 2, y = 4.

Resp. (Ex. 204) — (a) λ1 = i + 1, λ2 = 0. Autovetores (1,−1)T e (1, i)T . (b) λ1 = 2 +
√
2, λ2 = 1.

Autovetores (1,−
√
2+2
2

)T e (1, 0)T .

Resp. (Ex. 205) — (
0 1 0
0 0 1
2 −2 1

)
,

−x3 + x2 − 2x+ 2,

autovalores 1,−i
√
2, i

√
2. Autovetores:(

1
1
1

)
,

(
1

−i
√
2

−2

)
,

(
1

−i
√
2

−2

)
.

Resp. (Ex. 211) — (Dica) Escreva a matriz como(
p (1− p)

q (1− q)

)
,

E observe que o traço da matriz é a soma de seus autovalores.
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Resp. (Ex. 212) — Sobre C não, porque I é hermitiana, mas iI não é. Sobre R, sim.

Resp. (Ex. 213) — (Dica) Duas possibilidades: (i)A eAT tem os mesmos autovalores. Quem éATe, e como
isso leva à validade do teorema? (ii) Use o teorema de Gershgorin.

Resp. (Ex. 216) — (Dica) Seja P umamatrizn×n, com pij = 1/n, como no enunciado. Considere amatriz
M com todas as entradas iguais a um, tal queM = nP. Estude as potênciasM2,M3, . . ..

Resp. (Ex. 229) — Para qualquer k, a matriz
λ1 k 0 · · ·
0 λ2 0
...

. . .
λn


tem autovaloresλ1, . . . , λn, mas os intervalos determinados pelo Teorema deGershgorin sãoλ1±k, λ2±k,
etc – tão grandes quanto seja k.

Resp. (Ex. 231) — Basicamente, pede-se

e

(
0 −1
1 0

)(
π 0
0 π

)
= e

(
0 −π
π 0

)
.

Os autovalores da matriz no expoente são −iπ e iπ, com autovetores (1, i)T e (1,−i)T . As matrizes de
mudança de base são

P =

(
1 1
i −i

)
, P−1 =

(
1/2 −i/2

1/2 i/2

)
Assim, (

0 −π
π 0

)
=

(
1 1
i −i

)(
−iπ 0
0 iπ

)(
1/2 −i/2

1/2 i/2

)
e finalmente,

e

(
0 −π
π 0

)
=

(
1 1
i −i

)
e

(
−iπ 0
0 iπ

)(
1/2 −i/2

1/2 i/2

)
,

de onde se facilmente obtem

e

(
0 −1
1 0

)(
π 0
0 π

)
=

(
−1 0
0 −1

)
.

Resp. (Ex. 233) — Possivelmente o exemplo mais simples é e(x) = f(x) = x, g(x) = h(x) = −x.



Ve
rs
ão
Pr
el
im
in
ar

Ál
ge
br
a L
in
ea
r

Je
rô
ni
m
o
Pe
lle
gr
in
i

586 APÊNDICE ζ. DICAS E RESPOSTAS

Resp. (Ex. 241) — Aquela é a base canônica rotacionada no sentido anti-horário por um ângulo igual aπ/4,
como pode-se facilmente verificar.

Resp. (Ex. 246) — O operador de projeção deve levar v = u+ w em u. O polinômio x5 é igual à soma

x5 + 0,

por isso uma projeção em R3[x] teria que levar x5 em zero. A derivada sexta é uma projeção de R5[x] em
R3[x], mas neste contexto ela é igual à função zero.

Resp. (Ex. 256) — Este produto interno dá a paridade da quantidade total de arestas comuns nos dois grafos
(será zero quando for par e um quando for ímpar). Dois grafos serão ortogonais quando tiverem número
par de arestas em comum.

Resp. (Ex. 263) — Defina B = ATA (ou AHA, se quiser demonstrar para complexos). Verifique que a
diagonal de B contém os quadrados das normas das colunas deA. Verifique então os casos em queA é ou
não é positiva e invertível.

Resp. (Ex. 264) — Considere o cone convexo gerado pelas colunas deA; pense emcomodescrever umvetor
qualquer emR2 usando as colunas deA (como são os coeficientes?) Depois, trate dois casos: b pertence ao
cone gerado por A; e b não pertence ao cone. No segundo caso, você pode argumentar que há algu vetor
formando ângulo menor que π/4 com o cone definido porA.

Resp. (Ex. 266) — As matrizes com linhas e colunas ortogonais, mas não ortonormais.

Resp. (Ex. 270) — Como o determinante deve ser±1, e os autovalores reais também devem ser±1, o pro-
duto dos autovalores complexos deve ser±1. Isto significa que os autovalores complexos vem em pares recípro-
cos, (λ, λ−1).

Resp. (Ex. 274) — A decomposição QR não é única, mas aqui há uma possibilidade.

QA =

(
0 −1

−1 0

)
, RA = (−2 00 −1)

QB =

1/√2 1/
√
3 −1/

√
6

0 1/
√
3 2/

√
6

1/
√
2 −1/

√
3 1/

√
6

 , RB =

√
2

√
2 1/

√
2

0
√
3 0

0 0
√
6/2



Resp. (Ex. 276) — (Dica) A imagem sem compressão ocupa n2 posições. A imagem comprimida usando
1/k das matrizes de posto um ocupa 1

k
n(2n− 1). Queremos o menor k tal que 1

k
n(2n− 1) < n2.
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Resp. (Ex. 277) —

A+ =
1

50

(
1 3
1 3

)
, B+ =

1

5

(
1 0
2 0

)
, C+ =

1/10 −1/5 0

−1/3 5/6 1/6

3/10 −3/5 0



Resp. (Ex. 282) —A+ = AT (AAT )−1.

Resp. (Ex. 283) — (i) A pseudoinversa deA é

A+ =
1

15

(
2 −1
4 −2
2 −1

)

Resp. (Ex. 287) —

A :

(
−1 0 0
0 1 1
0 0 1

)
B :

(
2 1 0
0 2 0
0 0 0

)
C :

(
0 0 0
0 1 1
0 0 1

)
D :


2 1 0 . . . 0
0 2 0

0 0
. . .

... 0
. . . 2 1

0 0 0 2



Resp. (Ex. 288) — Basta usar a definição de exponencial de matriz.

Resp. (Ex. 290) — Os autovalores de N são todos zero, portanto detN = 0. O determinante de I + N é,
portanto, 1, o que significa que I +N não é singular.

Resp. (Ex. 294) — Note queA está na forma de Jordan.

exp(exp(· · · exp(A) · · · ))︸ ︷︷ ︸
n vezes

=

(
f(n) g(n)

0 f(n)

)
onde

f(n) = e ↑ n− 1

g(n) = e ↑ n− 1+ e ↑ (n− 3) + e ↑ (n− 4) + · · ·+ e+ 1
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onde e ↑ n é a exponencial de e, iterada n vezes.
Resp. (Ex. 295) — Em R somente duas,+x e−x. Em Rn, com n ≥ 2, infinitas.

Resp. (Ex. 296) — Sim, aqueles em que o corpo subjacente é discreto e finito. Por exemplo,Zn
2 ou o espaço

de ciclos em um grafo.

Resp. (Ex. 298) — (Dica) Os vetores devem necessariamente ser LD e irracionais.

Resp. (Ex. 301) — A base
(
2 1
0 −2

)
é menor.

Resp. (Ex. 306) — Se xTAx > 0 e xTBx > 0, então

xT (A+ B)x = (xTA+ xTB)x
= xTAx+ xTBx
> 0.

De maneira semelhante, se k ∈ R+,
xT (kA)x = kxTAx > 0

Resp. (Ex. 307) — A demonstração do Teorema 12.21 pode ser adaptada:

detB = detA det(DD)

(detB)2 = (detA det(DD))2

(detB)2 = (detA)2
(

1∏√
aii

)4

(detB)2 =
(detA)2∏
aii2∏

aii
2(detB)2 = (detA)2

Como 0 < detB ≤ 1, temos (∏
aii

)2
≥ (detA)2

e consequentemente, ∣∣∣∏aii

∣∣∣ ≥ |detA|∏
aii ≥ |detA| (porque os aii são positivos)
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Resp. (Ex. 308) — (Rascunho, somente⇒) Por indução no número de dimensões: a base é o elipsóide em
R3. Para o passo, seja Q a forma quadrática em Rn. Se fixarmos uma das coordenadas xi da figura geo-
métrica definida porQ, estamos projetando uma forma quadrática emRn−1, que também é semidefinida
positiva (explique porque!). Assim, as coordenadas xj, com j ̸= i, são limitadas. Agora fixamos xk, com k ̸= i,
e repetimos o argumento para mostrar que os valores de xi também são limitados.

Resp. (Ex. 311) — Uma forma com In(A) = (1, 0, 1) é ax2 = k, que no plano define duas retas paralelas,
dadas por x = ±

√
k. A equação só é satisfeita nessas duas retas. É importante notar que esta equação não

descreve uma parábola!
Já uma forma com In(B) = (1, 0, 2) é, também ax2 = k, mas em R3, e portanto só é satisfeita quando
x = ±

√
k – definindo dois planos paralelos.

Resp. (Ex. 315) — Não:

∇2f(a, b) =

(
ea

1
b2

)
e

xT∇2f(a, b)x = eax21 −
x22
b2
.

Com x1 = 0, temos− x2
2

b2 negativo para todos x2 e b.
Ou ainda, geometricamente, se fixarmos a temos a função log(b), que não é convexa.
No entanto, g(a, b) = ea − log(b) é convexa, porque é soma de duas funções convexas. Ou ainda, porque

xT∇2g(a, b)x = eax21 +
x22
b2

é sempre positivo.

Resp. (Ex. 317) — x2 > 0.

Resp. (Ex. 319) — x1x1 ⊕ x1x3 ⊕ x2x3.

Resp. (Ex. 320) — É igual à quantidade de matrizes triangulares superiores com valores 0 ou 1. Há⌈
n2

2

⌉
−
⌊n
2

⌋
valores possíveis, portanto a quantidade é

2

(⌈
n2

2

⌉
−⌊n

2 ⌋
)

se incluirmos a forma f(x) = 0.
A notação ⌈x⌉ significa “arredondamento para cima” (menor inteiro maior ou igual a x), e ⌊x⌋ signi-
fica“arredondamento para baixo” (maior inteiro menor ou igual a x).



Ve
rs
ão
Pr
el
im
in
ar

Ál
ge
br
a L
in
ea
r

Je
rô
ni
m
o
Pe
lle
gr
in
i

590 APÊNDICE ζ. DICAS E RESPOSTAS

Resp. (Ex. 327) — Sim! Primeiro: é composiçãodeg[(x, y)T ] = (0, 0), linear, coma translaçãoh[(a, b)T ] =
(a+ 1, b+ 1), uma translação.
Para uma demonstração algébrica, veja que

af[(p, q)T ] + bf[(x, y)T ] = a(1, 1)T + b(1, 1)T

= (a+ b)(1, 1)T

= (a+ b)f[⋆]

= af[⋆] + bf[⋆]

= af[(p, q)T ] + bf[(x, y)T ],

onde ⋆ significa “todo e qualquer argumento”.

Resp. (Ex. 332) — São todos zero se os pontos são iguais.

Resp. (Ex. 335) — Não. Contraexemplo: f(x) = x + sen(x). A derivada é f ′(x) = 1 + cos(x), periódica,
mas f não é periódica.

Resp. (Ex. 339) — an = 0 para funções ímpares; bn = 0 para funções pares.

Resp. (Ex. 339) — Para f(x),

8

π

∞∑
i=1

n sen(2nx)
4n2 − 1

Resp. (Ex. 340) — (Dica) Use a fórmula de Euler, eix = cos(x) + i sen(x).

Resp. (Ex. 343) — O teorema é demonstrado facilmente, já que a transformada de Fourier é uma integral
definida.

Resp. (Ex. 344) — (a) F(ϕ) = i
√
−ie−iπϕ2

.
(b) (

√
π/2)

[
sen(π2ϕ2) + cos(π2ϕ2)

]
Resp. (Ex. 345) — (ii) Observe que com t = 0 a série é telescópica.

Resp. (Ex. 347) — Por exemplo, e2πinx/L, com n = 0,±1,±2, . . .
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Resp. (Ex. 349) — Há vários exemplos. Um deles é a sequência

fn(x) =
nx

1+ nx2
,

que converge quase sempre para

f(x) =

{
0 x = 0
1
x

x ̸= 0.
Esta função é ilimitada:

lim
x→0+

= +∞
lim

x→0−
= −∞

Resp. (Ex. 356) — Você pode argumentar observando que se V é isomorfo a Rn, e seus vetores podem
ser representados como colunas de n elementos, então o espaço dual é o espaço de todas as linhas de n
elementos.

Resp. (Ex. 359) — (a) indeterminado: x1 = (9x3+2)/5, e x2 = (16x3+3)/5. (b) x_1 = 9
2
, x_2 = 1

2
, x_3 =

15
2
. (c) x_1 = 331

49
, x_2 = 80

49
, x_3 = −80

49
, x_4 = −50

49
. (d) há uma linha redundante (l3 = 2[l1 + l2]). O

resultado é indeterminado: x1 = (4x3−1)/7, x2 = (−15x3−2)/7. (e) x1 = 14/15, x2 = −2/5, x3 = 7/5.
(f) inconsistente.

Resp. (Ex. 361) — Exemplos: (
1 0
1 0

)
,

(
1 0
0 0

)
,

(
−2 6
−1 3

)
.

Resp. (Ex. 362) — a ̸= 0, a ̸= 3.

Resp. (Ex. 365) — Primeiro apresentamos um argumento intuitivo: o elemento i, j de AB é construído
somando uma um os produtos dos elementos da linha i deA com a coluna j de B. Como na transposta a i-
éima linha torna-se a i-ésima coluna, temos o mesmo que se usarmos da i-ésima linha de BT com a j-ésima
coluna de AT . Isso só é possível se trocarmos a ordem das matrizes, porque Am×p transposta é AT

p×n, e
Bp×n transposta é Bn×p – As seguintes matrizes são compatíveis para multiplicação:

Am×p e Bp×n

BT
n×p eA

T
p×m.

Desenvolvemos uma demonstração algébrica a seguir.
O elemento na linha l e coluna c de XY (para quaisquer matrizes X e Y compatíveis para esta operação) é

(XY)lc =

p∑
k=1

XlkYkc. (α.1)
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Agora sejaA uma matrizm× p e B uma matriz p× n. Então

(BTAT )ij =

p∑
k=1

(BT )ik(A
T )kj (por (α.1))

=

p∑
k=1

BkiAjk (na transposta trocamos os índices)

=

p∑
k=1

AjkBki (comutatividade de produto de reais)

= (AB)ji (por (α.1))
= (AB)Tij.

Resp. (Ex. 366) — As matrizes devem ser da forma(
1 x
0 1

)
Quando multiplicamos duas matrizes, obtemos a soma dos elementos na posição 1, 2:(

1 x
0 1

)(
1 y
0 1

)
=

(
1 x+ y
0 1

)

Resp. (Ex. 367) — Não!
(A− B)(A+ B) = A2 +AB− BA− B2

Resp. (Ex. 368) — Não!

(AB)2 = ABAB

A2B2 = AABB

A multiplicação de matrizes não é comutativa, logoABAB ̸= AABB.

Resp. (Ex. 370) —

ASAT = A(SAT )

= A(AST )T (transposta da transposta)
= A(AS)T

= (AT )T (AS)T

= (ASAT )T (transposta da transposta)
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Resp. (Ex. 373) — (a) 2Fe+ 3Cl2 → 2FeCl3
(b) 2KMnO4 + 16HCl = 2KCl+ 2MnCl2 + 8H2O+ 5Cl2
(c) 5PhCH3 + 6KMnO4 + 9H2SO4 = 5PhCOOH+ 3K2SO4 + 6MnSO4 + 14H2O

Resp. (Ex. 384) — Por indução em n.
Base: Com n = 0, temos 2 < 4.
Hipótese: Presumimos que

f(n) < 4.

Passo: Será fácil se partirmos da hipótese:

f(n) < 4

2
√
f(n) < 2

√
4 (aplicamos f() p/obter f(n+ 1))

f(n+ 1) < 4.

E o passo está feito, concluíndo a demonstração.

Resp. (Ex. 394) — É mais fácil não tentar diretamente induzir em n.

Resp. (Ex. 395) — Divida amatriz de ordemn+1 em blocos, isolando on+1-ésimo elemento da diagonal.

Resp. (Ex. 398) —An é igual aA exceto pelo elemento não-zero fora da diagonal, que era um e passa a ser
n. 1 0 1 0

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


n

=

1 0 n 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 .

Resp. (Ex. 405) — Desenhe o círculo unitário e calcule sen(x), sen2(x) e sen3(x) para algum x. Daí sai uma
idéia que pode ser usada no passo de indução.

Resp. (Ex. 407) — Base: para n = 0,∫∞
0

t0e−tdt = −e−t|∞0 = 0+ 1 = 0!

Presumimos por hipótese que a igualdade é válida para k,∫∞
0

tke−tdt = k!

E calculamos a integral para k+ 1:∫∞
0

tk+1e−tdt = xk+1(−e−x)|∞0 +

∫∞
0

e−x(k+ 1)xkdx (por partes)
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= 0+ (k+ 1)

∫∞
0

e−ttkdt

= (k+ 1)k! (usando a hipótese de indução)
= (k+ 1)!

Resp. (Ex. 413) — Integre
1

2

∫π/2
−π/2

cos2n+1(x)dx

por partes, usando

u = cos2n−1(x),

dv = cos2(x)dx.

Resp. (Ex. 415) — Cuidado com as extremidades do intervalo! Prove para um ponto interno, e depois faça
passos para a frente e para trás.

Resp. (Ex. 416) — (a): mude o princípio de indução em reais. Elimine o limitante superior b: “para todo
x ≥ a”. Depois exija que P(x) implique em P(−x). Adapte a demonstração. (b) e (c): use discos ao invés
de intervalos.

Resp. (Ex. 417) — Não. Q não é um corpo completo! Isto significa que o item (iii) do enunciado não pode
ser aplicado. No entanto, os racionais são enumeráveis, por isso o princípio da indução finita é aplicável
(por exemplo, pode-se usar indução dupla emm/n).

Resp. (Ex. 418) — (Rascunho de prova) Primeiro mostre que o teorema vale para bases de R2. Depois, su-
ponha que bi e bj, com i < j, pertencem a uma base B deRn. O subespaço gerado por estes dois vetores é
R2. Se os trocarmos de posição, continuarão gerandoR2, mas terão orientação oposta. Ou seja, não pode-
mos transformar continuamente (bi, bj)T em (bj, bi)T sem passar por algum par que não seja base, como
na definição γ.1. Daqui em diante, argumentar que (. . . , bi, bj, . . .)T e (. . . , bj, bi, . . .)T tem orientações
opostas é fácil.

Resp. (Ex. 419) — Tente com as funções f(x) = 1, constante, e g(x) = x.

Resp. (Ex. 420) — (a — viii) (b — vi) (e — iv) (f — vii) (g — v)

Resp. (Ex. 421) — (i) y2 − x2 = c (ii) y = ae− sen(x) (iii) x−1 + log(x) − y sen(y) − sen(y) − cos(y)
(iv) a

√
ex (v) y = − arccos [(x− 1)ex − ex]
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Este texto foi produzido inteiramente em LATEX em sistema Debian GNU/Linux. Os diagramas foram criados
sem editor gráfico, usando diretamente os pacotes TikZ e Asymptote, exceto pela figura do conjunto de
Mandelbrot na página 89, que foi produzida pelo programa Fraqtive. O ambiente Emacs foi usado para
edição do texto LATEX, e os sistemas Octave e Maxima foram usados na preparação dos exemplos.
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∇, 499
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adjunta, 248
affine scaling, 329
amplitude, 460
análise de componentes principais, 353
análise dimensional, 79
aresta, 21
associatividade, 2
autoespaço, 237
autovalor, 234

complexo, 248
autovetor, 234

generalizado, 376
generalizado (cadeia de), 377

Babai (algoritmo), 394
baricentro, 438
base, 58

conjugada, 505
de reticulado, 387
ordenada, 73
orientação, 557
ortogonal, 310
ortonormal, 310

base afim, 444
base canônica, 59
bloco de Jordan, 373

Cayley-Hamilton (Teorema de), 245

centro de superfície, 410, 414
centróide, 439
ciclo, 21
cilindro

elíptico, 412
hiperbólico, 412
parabólico, 414

circunferência, 408
cisalhamento, 118
cofator, 207
combinação

afim, 438
combinação convexa, 421
combinação linear, 51
complemento ortogonal, 314
componente conexo, 281
componente principal, 353
composição de funções, 5
compressão de dados, 493
comutatividade, 2
Condorcet

critério de votação, 524
conjugado de número complexo, 324
contravariante, 146
contravariância, 504
contração (de tensor), 507
convergência de série de funções

pontual, 476
quase sempre, 473
uniforme, 479

convexidade
conjunto, 421
função, 422

coordenadas, 69, 73
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afim, 445
homogeneas, 454

corpo, 7
algebricamente fechado, 248, 373
finito, 9

correlação, 327
coeficiente de, 328

covariância, 327–329, 504
covetor, 498
cristalografia, 397
cubo de Rubik, 39
CVP, 390
código corretor de erros, 42
cônica, 408

decomposição
de Crout, 165
de Doolitle, 165
em valores singulares, 351
LU, 165
LUP, 166
PLU, 166
QR, 347

definida
matriz, 404

dependência afim, 440
dependência dimensional, 82
dependência linear, 52
desigualdadedeCauchy-Schwartz-Bunyakovsky, 297
desvio de ortogonalidade, 389
desvio padrão, 327
determinante, 193

de matriz particionada por blocos, 211
de reticulado, 389
expansão de Laplace, 206
fórmula de Leibniz, 208
por fatoração LU, 206

diagonalização
de matrizes simétricas, 323
simultânea de dois operadores, 255

diagonalização de operadores, 250
diagonalizável, 250
diagrama comutativo, 70
dimensão, 61

finita, 61
infinita, 61

dimensão física, 79
distância de Hamming, 42
distância entre vetores, 300
domínio

da frequência, 460
do tempo, 460

domínio fundamental, 388

Einstein (notação de), 502
eixos principais (teorema), 417
elemento neutro, 2
elipse, 408
elipsóide, 410
epigrafo, 421
equação característica, 239
equação da onda, 489
equação de diferença, 264
equação diferencial, 19

condições de contorno, 564
ordinária, 561
parcial, 564
solução, 561
solução específica, 561
solução geral, 561
valor inicial, 564

equações diferenciais, 559
equações diferenciais (solução usando série de Fou-

rier), 484
equações químicas (balanceamento), 521
escala

mudança de, 118
escoamento laminar, 84
espaço afim, 432, 433
espaço dual, 154, 500
espaço trivial, 12
espaço vetorial, 1

corpo subjacente, 12
espaço-coluna, 138
espaço-linha, 138
espectro, 234
espectroscopia, 493
estabilidade numérica, 170
estrutura algébrica, 1
Euler

fórmula de, 469
extensão periódica, 459
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fechamento, 4
forma bilinear, 401

simétrica, 402
forma de Jordan, 373, 374
forma linear, 498
forma multilinear, 198, 408
forma quadrática, 403
Fourier

coeficientes de, 463
série de, 457, 463
série de (forma exponencial, ou “complexa”),

469
transformada de, 482, 483
transformada inversa de, 483

fractal, 87
frequência, 457

angular, 457
funcional coordenada, 504
funcional linear, 498
função

contínua em trechos, 478
periódica, 457
quadrado-integrável, 475

função alternante, 199

Gauss, método da eliminação, 512
Gauss-Lagrange (algoritmo), 391
gerador

de grupo, 38, 39
de subespaço vetorial, 55

Gershgorin (Teorema de – para reais), 245
grafo, 21

conexo, 282
dirigido, 277
espaço de ciclos, 21
teoria espectral de, 280

Gram-Schmidt
processo de ortogonalização de, 319

grupo, 4
linear geral, 153

Hagen-Poiseuille (equação de), 84
hiperbolóide

de duas folhas, 411
de uma folha, 411

hipérbole, 409

imagem, 110
indução

finita (princípio), 527
em reais, 546
forte, 528
fraca, 527

interpolação polinomial, 225
inércia de matriz, 416
isometria, 430

central, 339
não central, 339

isomorfismo, 69

Jordan
cadeia de, 377

kernel, 109
Kirchoff

lei de, 520

L’Hôpital (regra de), 222
linha de fuga, 453
linha de projeção, 453
linha de terra, 453
LLL (algoritmo), 394

Mandelbrot (conjunto de), 87
Markov

cadeia de, 272, 522
propriedade de, 522

matrix
de adjacência, 280
escalonada reduzida, 161

matriz, 514
adjunta, 171
anti-simétrica, 514
coluna, veja vetor coluna
conjugada, 171
conjugado transposto, 171
de covariância, 329
de gram, 302
de mudança de base, 141
de teste de paridade, 186
de transição (em cadeia de Markov), 273
de uma transformação linear, 125
de Vandermonde, 225
diagonal, 514
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duplamente estocástica, 273
elementar, 154
equivalência por linha, 156
escalonada por coluna, 161
escalonada por linhas, 161
estocástica, 273
estocástica agindo à direita, 273
estocástica agindo à esquerda, 273
estocástica positiva, 275
estocástica regular, 275
exponencial de, 266
Hermitiana, 248
Hessiana, 424
idempotente, 518
identidade, 515
inversa, 519
inércia de, 416
Laplaciana de grafo, 281
multiplicação de, 516
multiplicação por escalar, 516
normal, veja operador normal, 349
ortogonal, 342
ortogonalmente diagonalizável, 323
por blocos, 131
potência de, 259, 518
quadrada, 514
quadrada, ordem de, 514
simétrica, 514
soma de, 515
totalmente unimodular, 214
transposta, 518
triangular, 514
unimodular, 388

matriz aumentada, 163
matrizes

equivalentes, 149
similares, 151
simétricas (diagonalização de), 323

menor base
no sentido de Gauss-Lagrange, 392
problema em reticulados, 390

menor complementar, 207
menor vetor

problema em reticulados, 390
movimento rígido, 430
mudança de base, 76

matriz, vejamatriz de mudança de base
multiplicaçãodematriz por escalar, vejamatriz,mul-

tiplicação por escalar
multiplicação de matrizes, veja matriz, multiplica-

ção de
multiplicidade algébrica de autovalor, 242
método para cálculo de pseudoinversa

de Greville, 364
música, 493

norma, 298
notação

de Einstein, 502
indicial, 502

nulidade, 113
nó, 21
núcleo, 109
núcleo e imagem (teorema), 114
número algébrico, 10
número transcendental, 10

onda
estcaionária, 489

operador
idempotente, 312
normal, 339, 349
ortogonal, 339, 342

operador linear, 93
nilpotente, 378

operação, 2
binária, 2

operação elementar, 154
ordem

de tensor, 503
orientação, 196, 555
ortogonal

família de funções, 465
ortonormal

família de funções, 465
oscilador harmônico, 486
otimização

linear, 173, 329
quadática, 425

pagerank, 277
parabolóide

elíptico, 413
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hiperbólico, 413
paralelepípedo, 193
parábola, 409
permutação, 208

paridade de, 209
período, 457

mínimo, 457
Pitágoras

teorema de, 305
pivô, 161, 511
plano complexo, 87
plano da imagem, 453
plano do objeto, 453
polinômio característico, 239
politopo, 174
ponto crítico, 424
ponto de fuga principal, 453
posto, 113

de matriz, 138
posto de colunas, 138
posto de linhas, 138
postulados

da geometria Euclidiana, 429
produto de Frobenius, 293
produto interno, 289

em espaços complexos, 324
produto tensorial, 501
produto vetorial, 3
programa quadrático, 425
projeção, 311

ortogonal em subespaço, 318
projeção ortogonal, 314
protocolo Diffie-Hellman, 37
pseudoinversa, 357

de matriz complexa, 368

quádrica, 408, 410

recorrência, 260
homogênea, 260
linear, 260

reflexão, 118
regra de Cramer, 212
regressão linear, 329
restrição cristalográfica (teorema da), 397
reticulado, 387

determinante de, 389

menor base, 390
menor vetor, 390
vetor mais próximo, 390

reticulados
criptossistemas baseados em, 395

rotação
imprópria, 341
própria, 341

rotação em R2, 94

Sarrus (rega para cálculo de determinante), 205
SBP, 390
semidefinida

matriz, 404
separação de variáveis, 490, 562
Sequência, 18
sequência de funções, 471
simetria rotacional, 397
similaridade, vejamatrizes similares
Simplex (algoritmo), 177
sistema de equações

diferenciais, 269
sistema de equações lineares, veja sistema linear

consistente, 510
determinado, 510
equivalente, 510
inconsistente, 510
indeterminado, 510

sistema linear, 158, 509
de inequações, 177
forma escalonada por linhas, 511
forma escalonada reduzida por linhas, 511
homogêneo, 509
homogêneo, soluções como subespaço, 30, 159
solução trivial, 159

sistema triangular
forma triangular, 511

solução básica (em otimização linear), 177
soma de matrizes, vejamatriz, soma de
soma de subespaços, 33

dimensão de, 64
direta, 33

soma direta, 33
stress

tensor, 507
subespaço, 25
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invariante, 375
subespaço afim, 437
subespaço próprio, 237
SVP, 390
série

erro em aproximação, 472
soma parcial, 472

série de funções, 471
convergência pontual, 476
convergência uniforme, 479

síndrome, 186

tensor, 408, 503
teorema

do valor intermediário, 548
transformação

composição, 98
projetiva, 454

transformação afim, 445, 446
transformação linear, 93

inversa, 100
translação, 119
transposta de matriz, vejamatriz transposta
traço, 33
tridominó, 550

valor médio
teorema do, 220

valor singular, 351
variância, 328
vetor

coluna, 514
derivada de, 270
dual, 498
estocástico, 273
integral de, 270
linha, 514

vetor característico
de subgrafo, 22

vetor mais próximo
problema em reticulados, 390

vetores ortogonais, 306
volume, 194
volume orientado, 193
votação (sistema), 524
vértice, 21

Wronskiano, 223

álgebra geométrica, 454
árvore, 534
ângulo, 304
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