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Apresentacao

Este texto foi elaborado como um primeiro curso de Algebra Linear, desenvolvendo conceitos basicos na
primeira parte e avancando para outros tpicos e aplicagdes na segunda parte.

O texto comega com espacos vetoriais e aborda matrizes somente apds transformacdes lineares. Isso é
feito por diferentes motivos: primeiro, para que o leitor tenha tempo para digerir os conceitos abstratos
apresentados inicialmente. Se a abstracdo é construida aos poucos, corre-se o risco de ndo haver tempo
para que essas abstracdes sejam devidamente digeridas; além disso, para nio passar inicialmente a impres-
sdo de que a Algebra Linear trata simplesmente de 4lgebra de matrizes reais, para que de imediato fique
claro que espacos vetoriais ndo sdo necessariamente compostos apenas de tuplas (hé espacos de dimensdo
infinita que sdo facilmente descritos), e também para ilustrar de imediato a natureza abstrata da Algebra,
e da sua relevincia em problemas praticos: ao final do primeiro capitulo hé varios exemplos de uso de es-
pacos vetoriais em Criptografia, cddigos corretores de erros e na solugdo do cubo mégico. H4 também uma
boa quantidade de aplicagdes ao final de todos os outros Capitulos.

Os exemplos e aplicagdes sdo incluidos no final dos capitulos, e ndo no inicio. Isso contraria a idéia de
que os conceitos apresentados devem ser motivados. Penso que a motivagdo deveria ser substituida, pelo
menos no inicio da leitura, por confianga: o leitor deve confiar que existe uma razdo para estudar toda a
abstracdo e o ferramental apresentado, por mais estranhos que lhe parecam. Terminando cada capitulo,
haverd a oportunidade de confirmar a utilidade dos tépicos estudados.

Os pré-requisitos imprescindiveis para a leitura deste livro sdo Célculo em uma varidvel real e Geometria
Analitica. Alguns dos exemplos fardo uso de Célculo em vérias varidveis, nimeros complexos, probabilidade
bésica, grafos e equagdes diferenciais - mas estes exemplos podem ser deixados de lado sem comprometer a
sequéncia do texto. Para que o livro seja tdo autocontido quanto possivel, hd um apéndice com uma revisio
de sistemas lineares e matrizes, um introduzindo o método da inducéo finita, e um com nocdes bésicas de
Equacdes Diferenciais.

Secdes, exemplos e exercicios marcados com estrela (%) sdo opcionais, ou porque sio dificeis ou porque
usam conceitos normalmente nao abordados em um primeiro curso de Algebra Linear, como corpos finitos.

vii
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Nomenclatura

Vetores (elementos de um espago vetorial, ndo apenas vetores em R™) sdo grafados em negrito: v, w, .. ..

Representamos vetores em R™ como vetores-coluna em todo o texto:

V1

V2
vV =

VTl

Em texto corrido e em muitas férmulas, denotamos tais vetores como transpostas de linhas: v = (v, vz, ...

Em diversas ocasides, somatdrios sdo denotados apenas por

ao invés de

i=1

sendo sempre possivel determinar, a partir do contexto, quais os valores do indice 1.

Fracdes sdo fatoradas para fora de matrizes sempre que é possivel fazé-lo, para tornar matrizes mais
facilmente legiveis e simplificar opera¢des de multiplicacao:

0 ¢ — 0 1 I
V2

Y S VAR
LRI, 2 11 13

NZo usamos setas para representar os eixos em R? e R3, porque as reservamos para vetores. Por exemplo,

(e ~ 4 7z 7 . .
o grafico da fungdo %- — x* —x? + 5x — 1 é mostrado na préxima figura.
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[x] O inteiro mais préximo de x, pdgina 457
(an) sequéncia, pagina 18
(fn)  Sequéncia de fungdes, pagina 471
27 Conjunto de todos os subconjuntos do conjunto A, pagina 49
[vlg  Coordenadas do vetor v na base B, pagina 76
[Ali;  Matriz A apés remogdo da linha i e coluna j, pagina 207
(X] Espaco gerado pelo conjunto de vetores X, pagina 55
(x] dimensdo de uma grandeza fisica, pagina 79
[id]«—p Matriz de mudanca de base, de « para f3, pagina 141
[x] “arredondamento para cima” (menor inteiro maior ou igual a x), pdgina 589
o Composigio de transformagdes lineares (e de fungdes), pagina 98

cof(A,1,j) Cofator do elemento ay; da matriz A, pagina 207

p(X,Y) Correlagio entre varidveis aleatdrias X e Y, pdgina 328

cov(X,Y) Covariincia entre varidveis aleatérias X e Y, pagina 328

det A Determinante da matriz A, pagina 198

diag(Aq,...Ax) Matriz diagonal com blocos A1, ..., Ay formando a diagonal., pagina 133
diag(ay,...,an) Matriz diagonal com elementos ay, ..., a, na diagonal., pgina 515

dimV Dimensdo do espago vetorial V, pdgina 61
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E(X) Esperanga da varidvel aleatdria X, pagina 95

|x] “arredondamento para baixo” (maior inteiro menor ou igual a x), pagina 589
F(f(x)) Transformada de Fourier de f(x), pdgina 483

F Conjunto de todas as fun¢des de R em R, pagina 17
F(L) dominio fundamental do reticulado L, pdgina 388
id Fungio (e transformacio) identidade, pgina 93
ImT  Imagem da transformaco T, pagina 110

In(M) Inércia da matriz M, pagina 416

(u,v) Produto interno dos vetores u e v, pagina 289

Z; Corpo finito com dois elementos, pdgina 9

ker T Kernel da transformacio T, pagina 109

L(B) reticulado com base B, pagina 387

M xn Espago das matrizes com m linhas e n colunas, pagina 18

\% Operador nabla, pagina 499

b desvio de ortogonalidade, pagina 389

©) Produto de Hadamard, pagina 44
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R, [x] Conjunto (e espaco vetorial) dos polindmios com grau < n, pagina 15
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V* Espago dual, pdgina 500
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Capitulo 1

Espacos Vetoriais

A Algebra Linear pode ser vista como uma generalizagdo natural da Geometria Analitica. Da mesma forma
que, na Geometria, somamos pares de vetores e multiplicamos vetores por escalares, podemos fazé-lo com
outros objetos - matrizes (A + B, kA), fungdes ((f + g)(x), kf(x)), sequéncias ((an) + (bn), k(an)).

A Algebra tem como objeto de estudo o comportamento de operacdes definidas sobre conjuntos. A
Algebra Linear trata especificamente de espacos vetoriais: conjuntos onde sdo definidas as operagdes de
soma e multiplicagdo, de forma que fique bem definida também a expressdo ax + b.

Os espacos vetoriais sdo um dos mais importantes exemplos de estrutura algébrica. A idéia abstrata
de espaco vetorial generaliza o conceito de vetores no espaco tridimensional de duas maneiras. Primeiro,
espagos vetoriais podem ter dimensdo maior que trés. E segundo, definimos espagos vetoriais nfo apenas
com vetores “geométricos”, mas com diferentes objetos matematicos (por exemplo ntimeros, matrizes,
polindmios, funcdes) - e podemos tratar desses objetos de forma unificada.

A fim de melhor contextualizar a definicfo de espago vetorial, este Capitulo traz uma breve descrigdo
do que é uma estrutura algébrica, descrevendo também grupos e corpos.

1.1  Estruturas algébricas

Além de nimeros, podemos somar e multiplicar outros objetos - o exemplo mais simples talvez seja o
de matrizes. Quando definimos soma e multiplicacdo para objetos diferentes, estas operacdes podem ou
ndo ter propriedades semelhantes. Tanto para ndmeros reais como para matrizes, a soma é associativa:
a+ (b+c) = (a+b) + c. No entanto, a multiplicacio de nimeros reais é comutativa (ab = ba), mas a
comutatividade nio vale, de forma geral, para a multiplicagdo de matrizes.

Ao estudar diferentes tipos de objetos e operacdes definidas sobre eles, identificamos algumas classes
de objetos para os quais as operagdes se comportam de maneira semelhante. Damos a essas classes de
objetos com operagdes algébricas o nome de estrutura algébrica.

Estrutura algébrica (ou sistema algébrico) é o nome dado a um conjunto com uma ou mais operagdes de-
finidas sobre ele. Por exemplo, o conjunto dos niimeros reais com as operagdes de soma e multiplicagio,
(R, +, -) é uma estrutura algébrica. O conjunto das matrizes com a operagdo de soma de matrizes e a ope-
ragdo de multiplicagdo por escalar (M, +, -) é outra estrutura algébrica. Um terceiro exemplo de estrutura
algébrica € o conjunto dos inteiros com a operagdo de soma, (Z, +). Cada um destas estruturas tem carac-
teristicas diferentes, e pode ser classificada de maneiras diferentes, como veremos a seguir.



2 CAPITULO 1. ESPACOS VETORIAIS

Antes de definirmos algumas estruturas algébricas, definimos o tipo de operagdo que acompanhario
estas estruturas. Neste texto, trataremos de operagdes com dois argumentos, chamadas de operacdes bind-
rias.

Defini¢do 1.1 (Operagéo bindria). Uma operacdo em um conjunto A é uma fungio que leva um ou mais
elementos de A em outro elemento de A - ou seja, é uma fungdo f : A X A X --- X A — A. Pare entender
esta notacdo, damos um exemplo: a operagdo soma é

+ L X1 — 7

porque aceita dois argumentos em Z - ou um argumento em Z x Z e retorna um argumento em Z: podemos
escrever +(2,3) = 5 ou, como é mais usual, 2 + 3 = 5. Como outro exemplo, a operagio

max . RxR xR —= R

retorna o maior de trés nimeros reais. Podemos vé-la com ouma fun¢io de trés argumentos, cada um em
R, ou como uma fun¢io de um unico argumentoem R x R x R: max(2,—5,8) = 8.
Dizemos que uma operagao € bindria se aceita dois argumentos - ou seja, é daformaf: A x A — A.
Dizemos que uma operacio bindria é associativa, se ax (bxc) = (axb)xc e comutativa, se axb = b*a.
Um elemento e € A é neutro para a operacdo x se paratodoa € A,axe =exa = a. ¢

Exemplo 1.2. Em R, as operagdes de soma e multiplicagdo sio associativas e comutativas, porque

X+y=y+x (comutatividade)
x+y+z)=x+y)+z (associatividade)
XY = Yx (comutatividade)

x(yz) = (xy)z (associatividade)

No entanto, as operacdes de divisdo e subtragdo ndo sio associativas e nem comutativas.

X—Y#Y—x (n3o vale a comutatividade)
x—(y—z)#(x—y)—z (ndo vale associatividade)
xX/y #y/x (ndo vale a comutatividade)
x/(y/z) # (x/y)/z (ndo vale associatividade)

O neutro para soma é o zero, e 0 neutro para multiplicacdo é o um porque
0+x=x
(Mx=x

Nio definimos neste texto neutro para subtracéo e divisdo, porque as operagfes ndo sdo comutativas, e o
neutro e teria que satisfazer x — e = e — x = x, e x/e = e/x = x, que ndo serfa possivel. <

Exemplo 1.3. No conjunto de matrizes quadradas de ordem n, a operagdo de soma é comutativa e associ-
ativa, porque para duas matrizes A e B, temos

A+B=B+A (comutatividade)
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A+B+C)=(A+B)+C (associatividade)
No entanto, a operacdo de multiplicagdo é associativa, mas nfo comutativa:

AB # BA (ndo vale a comutatividade)
A(BC) = (AB)C (associatividade)

O neutro para a soma de matrizes é a matriz zero (ou seja, a matriz cujos elementos sio todos zero).
0 neutro para multiplicagdo de matrizes é a identidade, porque, apesar da multiplicagdo de matrizes ndo
ser comutativa, temos
TA=AT =A,

para toda matriz quadrada A. <

Exemplo 1.4. O produto vetorial de dois vetores v = (v1,v2,v3)T ew = (w1, w2, w3)" em R3 é definido
como

VX W= (vawsz —v3ws)e;
+ (vsw1 —viwsle,

+ (viwy —vow e,

onde ey, e, e e3 sd0 os vetores unitarios nas direcdes dos eixos x, y e z (também os chamamos de versores).
0 resultado do produto vetorial v x w é um vetor s, perpendicular tanto a v como a w. Por exemplo, se
v=(3,0,00Tew=(0,2,0)", 0 produto vetorial s = v x w é (0,0,6) ", ortogonal a ambos.

v VXW

W

A magnitude de s é zero quando v e w sdo paralelos e é igual ao produto das magnitudes de v e w quando
estes sdo perpendiculares.
Esta operagdo ndo é comutativa, porque

VXW=—(WXV).
Considere agora um terceiro vetor, u. A operagdo também nio é associativa, porque
ux (Vvxw)
¢ um vetor no mesmo plano que v e w, enquanto
(uxv)xw

é um vetor no mesmo plano queuev. <
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Definigdo 1.5 (Fechamento). Seja A um conjunto com uma operagio *, e seja B C A. Dizemos que B é
dito fechado sob a operagdo * se e somente se a operacdo com dois elementos de B sempre resulta em outro
elemento de B - ou seja, Vx,y € B,x xy € B. ¢

Exemplo 1.6. As quatro operagdes aritméticas definidas nos reais sdo operagdes bindrias. Além disso, nos
reais a soma e a multiplicacdo sdo comutativas (a +b = b + a) e associativas (a + (b+c¢) = (a+b) +¢).

Os reais sdo fechados para as quatro operagdes.

Poderfamos tentar definir as quatro operacdes aritméticas para os inteiros, mas nao vale o fechamento:
aoperagio de divisdo ndo tem como ser definida. A intui¢do nos diz que podemos dividir 9/3 e obter 3, mas
nio o podemos fazer para quaisquer dois inteiros - por isso ndo definimos esta operagdo para o conjunto
dos inteiros, porque os inteiros ndo sdo fechados para a divisdo. <

1.2 Grupos

Como primeiro exemplo de estrutura algébrica, tomamos os grupos.

Defini¢do 1.7 (Grupo). Um grupo é um conjunto nio-vazio G associado a uma operagdobindria- : GXG —
G (ou seja, fechada, porque é de G x G em G) tendo as propriedades listadas a seguir.

+ Associatividade: (a-b)-c=a-(b-c).

» Existencia de neutro: Deve existir um elemento neutro e € G para a operacio de grupo: Je € G :
a-e=e-a=a.

+ Existencia de inverso: Paratodo a € G,hd um inverso a’ € Gtalquea-a’=a’-a=e.
Se a operagdo do grupo for comutativa, dizemos que o grupo é comutativo (ou abeliand'). ¢

Exemplo 1.8. Os inteiros com a operago usual de soma formam um grupo: (i) a soma de dois inteiros é
um inteiro; (ii) a soma é associativa; (iii) o inteiro zero é neutro para soma; e (iv), para todo inteiro a, existe
um inteiro —a tal que a + (—a) = 0. O grupo também é comutativo. <

Os conjuntos Q, R e C também formam grupo com a operagdo usual de adi¢go.
Demonstramos um teorema bésico sobre grupos.

Teorema 1.9. Seja G um grupoex € G. Entdo o inversox’ de x é unico em G.

Demonstragdo. Sejax € G e a, b inversos de x. Entdo

a=ae
= a(xb) xb=e, béinversodex
= (ax)b associatividade
=eb ax=e, aéinversodex
=b. |

Exemplo 1.10. O conjunto {+1,—1} com a operagdo usual de multiplica¢do é um grupo: (i) 1-1,1- -1,
—1-1,—1-—1 pertencem ao grupo; (ii) a operacgdo é associativa; (iii) 1 é neutro; (iv) tanto 1 como —1 sdo
seus préprios inversos. <

1“Abeliano” refere-se ao matemdtico Noruegués Niels Henrick Abel, que deerminou que a comutatividade de certos grupos estava
relacionada com a possibilidade de calculo das raizes de polindmios.
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Exemplo 1.11. O conjunto de tripla (x,y,2)" € R3, que representam vetores no espago tridimensional,
com a operac¢do de soma de vetores:

(x,y,2) + (a,b,¢c) = (x+ a,y+b,z+c)

é um grupo: (i) a soma de dois vetores é um vetor também com trés nimeros reais; (ii) a soma é associativa;
(iii) o vetor zero é neutro; (iv) para todo vetor v = (x,y, z), existe um vetor —v = (—x, —y, —z) tal que
v+ (—v) = (0,0,0). Além disso, o grupo é comutativo. <

Exemplo 1.12. O conjunto R* com a operagéo de exponenciagdo ndo é um grupo, porque ndo vale a asso-
ciatividade ((a®)¢ # a(®)). ’

Exemplo 1.13. O conjunto de todas as funcdes de R em R, com a operagio de soma de fun¢des, é um grupo.

+ A soma de fungdes é associativa: f(x) + (g(x) + h(x)) = (f(x) + g(x)) + h(x), para todas funcdes
f,g,hetodox € R.

+ Afuncdo zero, z(x) = 0, é 0 elemento neutro para a operagdo de soma: f(x)+z(x) = f(x)+0 = f(x),
para todos f e x.

* H4 um inverso para toda fungdo: f(x) tem como inversa a fungio g(x) = —f(x), porque f(x) +
[—f(x)] = z(x). <

Exemplo 1.14. Dadas duas fungdes f e g, a composicdo de f com g, que denotamos f o g, é tal que fo g(x) =

f(g(x)).
Por exemplo, se f(x) = 1/x e g(x) = log(x), entdo (f o g)(x) é 1/ log(x).
0 conjunto de todas as fungdes bijetoras de reais em reais com a operagdo de composigdo é um grupo:

+ a composicio de fungdes é associativa: fo (goh) = (fog)oh.

+ A fungio identidade f(x) = x é o elemento neutro para a operagdo de composicdo porque para toda
fungdo g, f(g(x)) = g(x).

+ Como nos restringimos ao conjunto das funcdes bijetoras, todas tem inversa: f o f~! é a identidade.
<4

Exemplo 1.15. O conjunto das matrizes quadradas de ordem n, com a operagdo de soma de matrizes, é um
grupo, porque:

« A soma de duas matrizes n x n resulta em outra matrizn x n.
+ A soma de matrizes é associativa.

+ A matriz Z com todas as entradas iguais a zero funciona como elemento neutro, porque A + Z = A
para toda matriz A.

+ Toda matriz A tem inverso para a operacdo de soma: A + [(—1)A] = Z, onde “(—1)A” é a matriz A
com seus elementos multiplicados por —1, e Z é a matriz zero.

ZNeste texto, adotamos a representagio de vetores como coluna por padréo.
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J4 o mesmo conjunto, das matrizes quadradas de ordem n, com a operagdo de multiplicagio de matrizes,
n3o é um grupo, porque nem toda matriz tem inversa.

No entanto, o conjunto das matrizes ndo-singulares de ordem 1, com a operagdo de multiplicagdo de
matrizes, é um grupo. <

Exemplo 1.16. O conjunto R \ { —1} com a operagio , definida como
axb=ab+a+b

é um grupo: (i) se a,b # —1, entdo ab + a + b # —1 e portanto pertence ao grupo; (ii) a operagéo é
associativa; (iii) zero é identidade para x; (iv) o inverso de a é —a/(a + 1).
Desenvolvemos detalhadamente as propriedades (ii) e (iv).
(ii)
(axb)xc=(ab+a+b)xc
=(ab+a+b)c+(ab+a+b)+c
=abc+ac+bc+ab+a+b+c
=abc+ac+ab+a+bc+b+c
a(bc+b+c)+a+bc+b+c

=ax(bx*c)
(iv)
—a —a?
* = +a———
a+1 a+1 a+1
~ —a?ala+1)—a
a+1 a+1
'\ —a’+a’+a—a
4 a+1
=0.
0 grupo também é comutativo. <

Exemplo 1.17. Dado um natural n > 0, o conjunto de todas as matrizes invertiveis n x n é um grupo
com a operagdo usual de multiplicacdo de matrizes: (i) se A, B sdo n x n, entdo AB serd também uma
matrizn x n; (ii) a multiplicaco de matrizes é operagdo associativa; (iii) o elemento identidade é a matriz
identidade (iv) todas as matrizes do grupo sdo invertiveis.

Este grupo, no entanto, nfo é comutativo, ja que a multiplicacdo de matrizes nfo é, de maneira geral,
comutativa. |

1.3 Corpo

Definimos agora outra estrutura algébrica, o corpo, que modela as operagbes que usualmente fazemos (R
com soma e multiplicagdo é um corpo), além de ser parte da definicdo de espaco vetorial (conceito central
em Algebra Linear).
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Defini¢do 1.18. Um corpo é um conjunto com duas operagdes fechadas, denotadas - e +, tendo as propri-
edades listadas a seguir.

* As duas operagdes sdo associativas.

+ As duas operac¢des sdo comutativas.

+ Vale a distributividade de - sobre +.

» H4 elementos neutros “0” para soma e “1” para multiplicacdo.

+ Todo elemento do corpo tem um inverso aditivo.

+ Todo elemento diferente de 0 tem inverso multiplicativo. ¢

Exemplo 1.19. (Q,+,-), (R,+,) e (C,+, ) sdo corpos. Para todas estas estruturas as propriedades de
corpo valem:

* + e - sdo associativas e comutativas;
» Vale a distributividade: a(b + ¢) = ab + ac para quaisquer a, b ec;

+ O zero é neutro para soma: a + 0 = a para todo a; O um é neutro para multiplicacdo: Ta = a para
todo a;

» Para todo a existe um inverso aditivo, (—1)q, tal que (—1)a + a = 0;
+ Todo a # 0 tem inverso multiplicativo, que denotamos a~', tal que aa™' = 1.

H4 diferencas importantes entre estes trés corpos: o corpo dos racionais ndo é completo (ndo contém
os irracionais, que ndo podem ser representados como fracio); o corpo dos reais é completo e ordenado,
mas ndo inclui solugdes para a inequagdo x? < 0; os complexos j4 incluem estas solugdes, porque contém
a unidade imagindria i = v/—1, mas néo se pode ordena-los. <

Exemplo 1.20. Fixado um nimero n, denotamos o conjunto de todas as matrizes de ordem n por My, xn.
Este conjunto ndo € um corpo com as operacdes de soma e multiplicacdo de matrizes, porque:

« Nem toda matriz diferente de zero tem inversa;

+ A operagdo de multiplicagdo ndo é comutativ’} <
Exemplo 1.21. Seja Qp o subconjunto dos racionais cuja forma simplificada é p/q, onde

* p pode ser zero, um ou um nimero primo;

* ¢ pode ser um ou um nimero primo.

3Um anel é o mesmo que um corpo, exceto que nao vale a comutatividade para multiplicacio, e os elementos ndo necessariamente
tém inverso multiplicativo (ou seja, ndo se define a operagio de divisdo). My xn € um anel.
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Por exemplo,

2
EEQP
1 1

17
?Eng GQPTGQP

mas
6
EGQP
le(@
10 - =

porque 6 e 10 ndo sdo nimeros primos. Este conjunto, com as operagdes usuais de soma e multiplicagio,
ndo é um corpo. Todas as propriedades de corpo valem, mas as operagdes ndo sio fechadas: quando p, q #

]’ BE-2

e por defini¢do, pq e rs ndo sdo primos. <

Exemplo 1.22. Seja Q[v/2] o conjunto dos niimeros da forma a + bv/2, onde a,b € @, com adigio e
multiplicacio usuais. Este conjunto é um corpo:

* As operagles sdo as usuais, portanto sdo associativas e comutativas, e vale a distributividade.
« Hé neutros: 0 + 0v/2 para adigdo e 1 4 0v/2 para multiplicacio.
+ Para todo a + bv/2 existe inverso aditivo —a — bv/2.

« Paratodo (a + bv/2) # 0 existe inverso multiplicativo

a+]b\/§ B (a+1bﬂ) <Z:E£>

Ny a—bv2

T a2 —2pb2
a b

- <a2—2b2) 4 (aZ—ZbZ) V2
X V2

e o inverso multiplicativo de a + bv/2 também é da forma x + y+/2. Observamos que a® — 2b? # 0
quando a,b # 0.

« Finalmente, a soma e multiplicagio de elementos em Q[v/2] resulta em elementos em Q[v/2]. So-
mando,

(a+bﬁ) + <x+y\f2) = (a+x) + (b+y)V2.

Multiplicando:

<a+ b\/i) (x+yﬂ) = ax + ayv2 + bxv2 + bv2yv2
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=ax+ ay\ﬁ—l—bxﬁ—i—Zby
= (ax + 2by) + (ay + bx)V2. <
O préximo exemplo é o corpo Z;, de extrema importincia em Computaggo. Este corpo é diferente dos
outros corpos que apresentamos por ser finito.

Exemplo 1.23. Neste exemplo exploramos um corpo com apenas dois elementos. Podemos representar os
valores l4gicos “verdadeiro” e “falso” como 0 e 1, e estes serdo os elementos de nosso corpo.
As operagdes que definiremos sdo as duas operagdes légicas a seguir:

+ “e”, também denotado por /\. Por definicdo, o “e” de a e b é um se e somente se tanto a como b
valem um. A tabela-verdade da operagdo é

b)

— - O Oo|n
— o o o >

+ “ou-exclusivo”, também denotado por &. Por definigdo, o ou-exclusivo de a com b é um se e so-
mente se a e b tem valores diferentes (um deles é zero e outro é um). A tabela-verdade da operacdo

7

é
b)

- - o ol
O-—A-—AO@

0O conjunto {0, 1 } com as operagdes légicas /\ (“e”) e & (“ou exclusivo”) é um corpo: (i) as duas operacdes
sdo associativas; (ii) as operagdes sdo também comutativas; (iii) A é distributiva sobre @ -a A (b @ ¢) =
(aAb)® (a/\c); (iv) hd elementos neutros: 0 para @ e 1 para /\; (v) todo elemento do corpo é seu préprio
inverso aditivo; (vi) O Unico elemento diferente de 0 (que é o 1) tem inverso multiplicativo (ele mesmo).

Este corpo é chamado de Z,, porque ¢é subconjunto dos inteiros com dois elementos’] Observe que as
operagdes & e /\ também podem ser descritas usando soma e multiplicacdo: se a e b pertencem a {0, 1},
entdo

* a®béomesmo que o resto da divisdo de a + b por 2, e
* a/\'béomesmo que ab. <

As operacdes em Z; (e, ou-exclusivo) sdo normalmente implementadas por circuitos 18gicos usados na
construgdo de computadores e outros dispositivos digitais.

“4Este corpo também é chamado de GF,, onde GF significa “Galois Field”, corpo de Galois - um corpo “de Galois” é um corpo finito.
0 nome ¢ referencia a0 matemdtico Francés Evariste Galois, que foi quem introduziu a idéia de corpos com quantidade finita de
elementos.
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Exemplo 1.24. Este exemplo estd em nivel de abstracio acima do resto do texto, e deve ser considerado
opcional.
Um numero é chamado de algébrico se é raiz de algum polindmio

anX™ + an x4+ .. 4+ ax + ao,

onde os a; sdo inteiros. Um ndmero que ndo é algébrico é chamado de transcendental.

0O conjunto de todos os nimeros algébricos é um corpo, chamado de corpo de niimeros algébricos, muitas
vezes denotado por A. Este corpo contém Q, i = /-1, todos os mltiplos de i com coeficientes raci-
onais, a razdo 4ured’| ¢, mas ndo contém niimeros transcendentais como 7 e e. Alguns outros niimeros
transcendentais (e que portanto ndo pertencem a A) sdo

. 2\/2, o numero de Hilbert.
+ sen 1, e de maneira geral sen x, cos x e tan x para todo nimero algébrico x diferente de zero.
o it =72 =0.207879576. ..

+ 0.12345678910111213141516.... ., 0 nimero de Champernowne, que é construido concatenando os
digitos dos ndmeros naturais 1,2, 3, . ..

H4 aplicacdes importantes deste corpo - por exemplo, os nimeros algébricos sdo usados em um método
para obter a fatoracdo de niimeros inteiros grandes, algo de grande relevancia em Criptanalise.
Nao mostraremos neste texto que A é um corpo. <

1.3.1 Operando com corpos

Tudo o que pudermos fazer usando as operagbes de corpo em niimeros reais, também podemos fazer
com outros corpos. Em particular, é interessante observar que podemos resolver equagdes e sistemas de
equacdes em qualquer corpo.

Exemplo 1.25. Facilmente resolvemos a equagio linear 2x + 3 = 10 em R, isolando x e obtendo
10-3 7
X=—s— =5
Agora resolvemos equagdes lineares em corpos diferentes. Por lineares entendemos equagdes onde uma
inc4gnita pode aparecer multiplicada por uma constante (ou seja, um elemento do corpo), mas néo por
outra incdgnita ou por ela mesma.
Primeiro, resolvemos 3x + 10 + v/2 = 1 + 16v/2 em Q[v/2]: isolamos x e obtemos

1—-10+16V2 -2
a+b

5@ éarazdo a/b para todos reais tais que — = %. A razdo durea estd presente na Natureza de diversas formas, e é importante

em muitas 4reas das Ciéncias e Artes. Seu valor é%, também igual a fracdo

3x
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3x =—9+15V2
x =—3+5V2.

Este exemplo parece bastante natural, porque realizamos as operagdes usuais de soma e multiplicagdo, e
suas inversas (subtragdo e divisdo). Resolvemos agora uma equagdo em Z;. Como os elementos do corpo
sdo apenas O e 1, somente eles podem ser usados na equacio (ou seja, as constantes e incégnitas valem 0
ou 1). Em Z;, as operag¢des que usamos sdo soma (ou exclusivo) e multiplicagdo (“e” 1égico). Observamos
que neste corpo a fungio inversa da soma é ela mesma, porque

1e1=0.

Embora isto possa, em um primeiro contato, parecer incorreto, nada na defini¢do de corpo impede que
somar dois ntimeros seja 0 mesmo que somar um numero com seu inverso aditivo.
Resolveremos agora a equagdo 1 Ax & 1 = 0. Isolamos x:

1Ax®1 =0
x®1 =0 (porque T Ax =x)
x®1d1 =061 (®1 em ambos os lados)
x®0 =01 (1e1=0)
x®0 =1 0e1=1)
x =1. <

Exemplo 1.26. Também podemos resolver sistemas de equagdes lineares. Neste exemplo denotamos /A
por - para que a notagdo fique mais limpa; por exemplo, ao invés de 1 A a @ 0 /\ b, escrevemos 1a @ Ob.
Em Z;, resolvemos um sistema 2 x 2.

Ix®dly=1
Oxely=1

Como Ox = 0, e Ty = 1, da segunda equagio temos 0 @ y = 1, e segue imediatamente que y = 1.
Substituindo na primeira equagéo, obtemos

Ixel-1 =1
x@1-1 =1 (Ix =x)
x®1 =1 d-1=1)

x =0

Verificamos agora a solucdo que encontramos (x = 0,y = 1):

{ 100)@1(1) =1,
00)1(1) =1

que se traduz em

01 =1,
0pl1=1
que estd de acordo com o que esperdvamos.
A solugdo de sistemas de equacdes em Z, é de grande importincia em Criptografia e Criptandlise. <
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1.4  Espacos vetoriais

Um espago vetorial é uma estrutura que generaliza as propriedades de vetores em R3, como as conhecemos
da Geometria Analitica. Em um espaco vetorial podemos somar elementos e realizar multiplicacdo - ndo
por elementos do préprio espago, mas por escalares, que sdo elementos de um outro conjunto (um corpo).

Definigdo 1.27 (Espaco Vetorial). Um espaco vetorial sobre um corpo K é um conjunto V com duas opera-
¢Oes, adicdo de vetores, denotada por + e multiplicacdo por escalar, denotada por concatenagio. A soma opera
em pares de vetores e retorna um vetor (+ : V x V — V), e a multiplicagdo por escalar opera em pares de
escalar e vetor, retornando um vetor (- : K X V — V). Para que V e K com as duas operagdes formem um
espaco vetorial as operagdes devem ter as seguintes propriedades:

+ As duas operagdes sdo associativas:

c(dv) = (cd)v
u+ (v+w)=(u+v)+w.

« A soma de vetores (+) é comutativa: u +w = w + u.

+ A multiplicacdo por escalar (-) é distributiva, tanto sobre adicdo de vetores como sobre adi¢do de
escalares:

c(v+w)=cv+cw
(c+d)v=cv+dv.

» Existe um vetor 0, neutro para adi¢do: v+ 0 = v.
+ Para todo vetor v existe um vetor —v, tal que v + (—v) = 0.
+ 1v = v (a multiplicacdo pela identidade do corpo ndo modifica um vetor).

Dizemos que K € o corpo subjacente ao espaco vetorial V.
0 espago vetorial com um unico elemento é chamado de espago trivial. ¢

E de vital importancia observar que definimos as operagdes como+: V x V— Ve -: K xV — V,e
que portanto o vetor que resulta da aplicacdo delas deve sempre pertencer ao espaco V onde sio definidas
(ou seja, vale o fechamento para as duas operagdes).

No espaco trivial, o Gnico elemento deve necessariamente ser o vetor zero, porque a existéncia do
neutro aditivo é requisito.

E interessante observar que ndo definimos em um espaco vetorial o produto de um vetor por outro, e
isto estd em consonincia com o nome “algebra linear”: em uma forma linear, ax+b, multiplica-se a variavel
x por um escalar a, mas ndo pelo préprio x ou por outra varidvel. Por exemplo, a forma ax? + bx + c é
quadrética, e no linear.

A seguir temos exemplos de diferentes espagos vetoriais. Mostramos que sdo realmente espagos ve-
toriais: para isso mostramos que as operagdes de soma e multiplicagdo resultam em um vetor no mesmo
espaco, e que as operagdes tem as propriedades listadas na defini¢io de espaco vetorial.

Exemplo 1.28 (vetores no plano). O conjunto de todos os vetores no plano com as operagdes de soma de
vetores e multiplicacdo por escalar é um espaco vetorial sobre R, porque:
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+ Os vetores sdo pares de numeros reais, que podemos representar como vetores coluna.
* OcorpoéR
* A operagdo de soma de vetores e a de multiplicagdo por escalar sdo associativas.

+ A soma de vetores no plano é comutativa (u + v = v + u).

+ Vale a distributividade de - sobre +. Se representarmos os vetores por v = <V‘ > , etc, temos:

e[ () Gl =e )+ () w
era)=e ()G

* O vetor zero, 0 = <8> , quando somado a qualquer outro vetor v, resulta em v.

» Para todo vetor v hd um outro vetor u, de mesma magnitude e orientagio oposta, tal que v+u = 0.
» A multiplicagdo de um vetor qualquer por 1 ndo altera o vetor.

Um vetor no plano é representado por dois nimeros (ordenada e abscissa), e portanto podemos associar
cada vetor com o produto cartesiano de R com R. Por isso o plano é denotado R?, e 0 espaco tridimensional
¢ denotado R3. De maneira geral, denotamos o espaco de n dimensdes por R™ (claro, paran > 3 perde-
mos a possibilidade de visualizar o espago, mas ainda assim as operagdes com 1 coordenadas sdo andlogas
aquelas em R? e R3). <

Exemplo 1.29. Considere o conjunto de vetores em R?, com as seguintes operacdes:
+ A operacio usual de multiplicagio por escalar
* A seguinte operagdo de soma de vetores:

T

(a,0)" 8 (x,y)" = (Vax, /by )

Se trocarmos a soma usual de vetores por esta operacio, ndo teremos um espaco vetorial, porque esta
operagdo ndo é associativa, como fica claro ao calcularmos (i) (u B v) B w (a seguir, a esquerda); e (ii)
u (v B w) (a seguir, a direita):

(1) (ii)

(Bv)Bw = (yinvr, vigyz)" 8 (w,wy)' ul (vEw) = (uy,u2)" B8 (yVwr, ows)
T T

= (\/W1\/u1v1>\/W2\/U2V2) = <\/u1 \/Vlwh\/uzx/\'zwz>
Assim, (R?, B, -) ndo é espago vetorial. <

Antes dos préximos exemplos, demonstramos alguns fatos basicos a respeito de espacos vetoriais.
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Teorema 1.30. Seja V um espago vetorial e u, v € V. Entdo
i) Seu+v=ventdou=0.
ii) Ov = 0 (zero vezes um vetor é igual ao vetor 0).
iii) Para todo v, o vetor —v é tinico,e —v = (—1)v.
iv) 0 = 0 para qualquer escalar c.

v) Existeum tnicow € V talqueu +w = v.

Demonstragdo. Demonstraremos cada item na ordem em que aparecem no enunciado.

()

u+v=yv
u+v+(—v)=v+(—v)
u=2~0

(ii) Ov = (0 + 0)v = (0v) + (Ov). Pela propriedade anterior - (i) - temos necessariamente v = 0.
(iii) Sejam —v e v’ dois opostos de v, ou seja,
—Vv+v=0
v +v=0.
Entdo —v e v’ sdo iguais:

—v=-vV+0=—v+(v+V')
=(—v+v)+V
=0+v’
=v.

Além disso, temos
v+ (—1)v=1lv+(-T)v=(1—1)v=0v=0.

e portanto = —v = (—1)v.
(iv) k0 = k(v + (—v)) para todo v. Usando (iii) que acabamos de provar, temos

k(v + (=v)) = k(v+ (=T1)(v))

=kv+ (—k)(v)
=(k—k)v
= QOv,
que pela propriedade (ii) acima, é igual a 0.
(v) Sejam u, v, w tais que u +w = v, Entdo
ut+w=v

u—ut+w=v-—u
W=V—1u.

Como v + (—u) é definido de forma unica porque —u é tinico (conforme a propriedade (iii) acima), w é
unico. |
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Exemplo 1.31 (polinémios). Denotamos o conjunto de todos os polindmios em x com grau < n e coefici-
entes reais por R, [x].
Polinémios podem ser somados e multiplicados por escalares:

+ A soma de dois polindmios anx™ + an 1Xx™ "+ Fapebpx™ + by x4 £ boé
(An 4 bp)X™ + (A1 +bn )X 4+ -+ (ap + bo). (1.1)

Por exemplo,

(3x3+2x23) + (x3+x+1) =B +24+0)x>+0+1)x+(—-8+1)

=23+ 22 +x—7.

+ A multiplicagdo de um real k por um polinémio a,x™ + an X"~ ! +--- 4+ ag éigual a
Kanx™ 4+ Kan_1x" " + - + kao. (1.2)

Por exemplo,

7<3x3 +4x? — 1) =733 +7(4)x*> +7(—1)

=21x3 +28x? — 7.

Para qualquer n > 0, R;, [x] é um espaco vetorial.

+ Como estamos trabalhando com polinémios reais, consideramos que o o corpo subjacente com sendo
R.

» A soma de dois polindmios de grau < n resulta em outro polindmio de grau < n, conforme a equa-

¢ao[L1}

A multiplicagdo de um polindmio de grau < n por um escalar resulta em outro polinémio de mesmo
grau (ou em zero, se o escalar for zero), conforme a equaqéo

» A soma de polindmios é associativa: dados tres polindmios p(x), q(x), e 7(x), entdo
(P(x) + q(x)) +7(x) = p(x) + (q(x) + r(x)).

+ A multiplica¢do de um polindmio por um escalar é associativa: sejam p(x), q(x), e r(x) trés polind-
mios e ¢, d nimeros reais. Entdo

c[ap(x)] = (cd)p(x)
P00+ [a00) +1(3)] = [p(x) + q(x)] +7(x).

* A soma de polinémios é comutativa: p(x) + q(x) = q(x) + p(x).
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Vale a distributividade da multiplicagdo sobre a soma. Sejam p(x) e q(x) polinémios e ¢, d nimeros
reais. Temos
c[p(x) +q(x)] = ep(x) +cq(x)
(c+d)p(x) =cp(x) + dp(x)

+ O ndmero zero é, ele mesmo, um polinémio, e a soma de um polinémio p(x) com zero resulta em
p(x). Assim, 0 é elemento neutro para soma.

para todo polindmio p(x) com grau < n h4 um outro, de mesmo grau (—p(x), o polindmio p(x)
multiplicado por —1), tal que p(x) + (—p(x)) = 0.

+ A multiplicagio de um polindmio por 1 ndo modifica o polindmio. <

Exemplo 1.32. Considere o conjunto de pontos definido no plano pela fungdo y = 2x?. Tratamos cada
ponto do gréfico da fun¢do como um vetor em nosso espago vetorial, e definimos as duas operacdes:

* soma de vetores: somamos as primeiras coordenadas dos pontos, e calculamos a segunda.
2 2 2,2
(x1,2x7) + (x2,2x3) = (x1 4+ x2,2(x] +x3)).
Note que a operagdo de soma ndo envolve somar a segunda coordenada de cada vetor!

« multiplicacdo por escalar: multiplicamos a primeira coordenada do ponto pelo escalar, e calculamos a
segunda.
k(x,2x?) = (kx, 2[kx]?)

A préxima figura ilustra geometricamente a seguinte operagdo de soma de vetores:

(—2,8)+(1,2) = (—2+1,2(-2+1)%)

= (—1,2(-1)?)
= (-1,2).
Y
8,,
6,,
4,,
2

S :
S @----
X
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A operacdo de multiplicagio é andloga.
+ As operagdes sdo associativas;
* A soma é comutativa;
» A multiplicagdo por escalar é distributiva;
+ O vetor (0, 0) pertence ao nosso espaco, e é neutro para adigio;

« Todo vetor tem um inverso aditivo: se v = (x,2x?), entdo —v = (—x, —2x?). Temos v + (—v) =
(0,0);

+ A multiplicagdo de um vetor por um ndo o modifica: 1(x, 2x?) = (x, 2x?). <

Exemplo 1.33 (fungdes). Seja F(RR) o conjunto de todas as fungdes de R em R. Por exemplo, f(x) = 2x,
g(x) = tan(x) sdo elementos de F(R). Podemos somar duas fung¢des e multiplicar uma fun¢do por um
escalar: sejam f, g € F. Entdo,

» Asomade f com g éf+ g, tal que (f + g)(x) = f(x) + g(x).
+ A multiplicagdo de f por um niimero real k é kf, tal que (kf)(x) = k(f(x)).
O conjunto F, com as operacdes de soma de fung¢des e multiplicacdo por escalar, é um espago vetorial:

+ A soma de fungdes é comutativa:
(f+9g)(x) =f(x) + g(x) = g(x) + f(x) = (g + ) (x).
+ A multiplicacio de fung¢io por escalar é associativa:

c(d(f(x)) = (cd)f(x)

+ A soma de funcdes é associativa:

[(f+g) +h](x) = [f(x) + g(x)] + h(x)

f(x) + ( ) +h(x)
=f(x) + [ (x) + h(x)]
= [f+ (g +N)](x).

» Vale a distributividade da multiplicacdo sobre a soma:
K(f 4 g)(x) = k(f(x) + g(x)) = kf(x) + kg(x).
+ A funcido constante f(x) = 0 é o neutro aditivo: para toda fungio g,
(f+9)(x) =f(x) + g(x) =0+ g(x) = g(x).
+ Toda funcéo f tem um inverso aditivo, que é (—1)f.
[T+ (=] (x) = f(x) + (—=1)f(x) = f(x) — f(x) = 0 = z(x),

onde z(x) é a funcio constante zero.
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+ A multiplicacdo de uma func¢io por 1 nio a modifica. <

Exemplo 1.34 (niimeros reais, operacdes trocadas). As operacdes usadas em espacos vetoriais ndo preci-
sam ser a soma e multiplicagdo usuais. Elas precisam apenas ter as propriedades listadas na defini¢do de
espaco vetorial. Por exemplo, podemos definir o seguinte espago vetorial:

* O conjunto de vetores é R* (os nimeros reais exceto o zero);

*+ O corpo usado é R;

+ A operacio de soma de vetores é a multiplicagio de reais: u & v = uv
* A operagdo de multiplicagio por escalar é a exponenciagdo: ¢ ®v = v©

Neste espaco, o elemento identidade para soma deve ser necessariamente 1: x - 1 = x. O inverso aditivo
de cada elemento x é x . <

Exemplo 1.35 (matrizes). O conjunto de todas as matrizes reais m x n, que denotamos M, xn, é um
espago vetorial: podemos somar matrizes e multiplicd-las por escalares reais, e as propriedades necessarias
sdo mantidas. Este é um espago vetorial sobre R, ja que os escalares que multiplicamos pelas matrizes sdo
reais. <

Exemplo 1.36. Este exemplo aborda a relagdo entre os vetores de um espago e o corpo subjacente, e ilustra
um fato muito importante. Tentaremos construir um espaco vetorial de duas maneiras parecidas. Uma
delas funcionard e a outra nio.

Se tomarmos todas as matrizes 2 x 2 com coeficientes reais, mas usarmos o corpo Q para os escalares,
nio teremos problemas. Ao multiplicarmos um escalar racional pela matriz real, obtemos outra matriz

real. Por exemplo,
m (7I 0 ) _ (&0
n - V2
nle v2) 7 e m

Assim, podemos ter o corpo subjacente igual a QQ, mas com matrizes reais como vetores. Temos um espago
vetorial sobre Q.

J4 o contrério no é possivel: suponha que queiramos usar apenas matrizes 2 x 2 racionais e escalares
reais, portanto V é o conjunto destas matrizes - e excluimos assim todas as matrizes que tem elementos
irracionais. As operagdes poderdo resultar em matrizes reais:

V3 <1 0 > _ ( V3 o) _
3 -2 3V3 -2V3
Esta dltima matriz tem elementos irracionais, e ndo pertence a V, portanto nio temos um espago vetorial.
<

Exemplo 1.37 (sequéncias). Comegamos este exemplo com a definigdo de sequéncias.

Defini¢do 1.38 (sequéncia). Uma sequéncia é uma fun¢do de N* em R. Sequéncias normalmente séo deno-
tadas por (an ), (bn). O n-ésimo termo da sequéncia (ou seja, a valor fungdo para o argumento igual a n)
é usualmente denotado por a,, by, etc, sem os parénteses, ao invés da notacio tradicional para funcoes
a(n), b(n), etc. ¢
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Por exemplo, podemos definir uma sequéncia (an, ):

aj =2
an =2anp-1+1

Temosentdoa; =5,a, =11,a3 = 23,....
Um exemplo bastante conhecido é a sequéncia de Fibonacci, dada por

Fp=1
Fy=1
Fo=Fn 1+ Fu 2.

A seguir mostramos os primeiros niimeros da sequéncia de Fibonacci.

Fi=1 F5=5
Fo=1 Fe=8
F3=2 F,=13
Fi=3 Fg=21

Sejam (an ), (byn), . ..sequéncias. Definimos as operagdes de soma de sequéncias e multiplicagdo de sequén-
cia por escalar da maneira natural:

» A soma de duas sequéncias (cn) = (an) + (bn) é sequéncia onde cada termo c; é a soma de termos
a+1i+ b;.

+ A multiplicagdo de uma sequéncia (a,,) por um nimero real k é a sequéncia (cn) = k(an), cujos
termos sdo c; = kcj.

Porexemplo, se (an) = (2,4,6,8,...) éasequéncia dos pares comegando com dois, e (b, ) = (10, 20, 30,40, ...

é a sequéncia dos multiplos de dez, comegando com dez, entdo

(an) + (bn) = (12,24,36,48,...)
3(an) = (6,12,18,24,...)

Entdo o conjunto de todas as sequéncias é um espago vetorial:
i) asoma de sequéncias é associativa e comutativa;
ii) a multiplicacdo de sequéncia por escalar é associativa;
iii) asequénciaz,, = 0 é neutra para soma de sequéncias;
iv) para toda sequéncia (a,, ), existe uma sequéncia (—ay ) tal que (an) + (—an) = (zn). <

Exemplo 1.39 (solu¢des de equacio diferencial). Uma equagdo diferencial ordindria é uma equacgdo envol-
vendo uma fungio e uma ou mais de suas derivadas. Uma resumida introducio as Equacdes Diferenciais é
dada no Apéndicel[d]

Considere a equacdo diferencial

y”"—y=0. (1.3)
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* A equagio é linear, porque é da forma a,y™ 4+ an _1y™ Y + -+ ajy + ao = f(x).

* A equacdo é homogénea, porque apenas a varidvel dependente aparece na equagio - ndo vemos a
varidvel independente nem constantes (ap = 0, f(x) = 0).

As solugdes da equagaolL.3]sdo da forma

_— X —X
y =ae” —be 7,

porque para todo x € R,
2

—a
dx?
onde a e b sdo constantes arbitrdrias. As solu¢des formam um espaco vetorial: a soma de duas solucdes

resulta em outra solugo - sejam (a,b) e (c, B) as constantes que determinam duas solugdes diferentes para
a EDO. Entdo

e™ —beY — iaen —beY =0.
dx

ae® —be ¥+ ae* —Pe*=(a+a)e*—(b+ple ™

A multiplicagdo por escalar também resulta em outra solugio:
c(ae* +be ™) = (ca)e® + (cb)e ™.

Finalmente, as propriedades de espaco vetorial valem: (i) a soma de solugdes é associativa e comutativa;
(ii) a multiplicacdo por escalar é associativa; (iii) y = 0 é solucdo (com a = b = 0), e funciona como neutro
aditivo; (iv) toda solugdo tem oposto - basta multiplicd-la por —1; (v) multiplicar T por uma solucio ndo a
modifica.

0O conjunto de solug¢des para qualquer EDO linear homogénea é sempre um espago vetorial.

Uma excelente introdugio as Equagdes Diferenciais é o livro de Tenenbaum em Pollard [TP63]. Mais
resumidos, os livros de Coddington [Cod61] e Bear [Bea62|] sdo também &timos textos sobre o assunto. <

Exemplo 1.40 (varidveis aleatdrias). Seja Q o espago amostral de um experimento aleatério. Uma varidvel
aleatdria real é uma funcdo X : Q — R.

Por exemplo, se 0 espaco amostral é o conjunto de pessoas em um prédio, a fungdo que mapeia cada
pessoa em sua massa corporal é uma variavel aleatéria.

O conjunto de todas as varidveis aleatdrias em Q é um espago vetorial quando usamos a operagio usual
de soma de varidveis aleatdrias, e a multiplicagdo de uma varidvel aleatdria por escalar real.

Sejam A e B duas varidveis aleatdrias definidas no mesmo espago amostral Q, e seja C = A + B. Para
todo evento simples w € Q, C(w) = A(w) + B(w). Fica portanto claro que:

« A soma de varidveis aleatdrias é associativa e comutativa.
+ A multiplicagdo de varidvel aleatdria por escalar é distributiva sobre a soma.
* A varidvel aleatdria Z, que leva todo elemento de Q em 0, é o elemento neutro para adicgo.

» Se A é variavel aleatdria, entdo a varidvel aleatéria —A, que leva os elementos do espago amostral
aos valores opostos aos que A leva, também é.

+ Multiplicar uma variavel aleatéria por 1 ndo a modifica.

Mostramos entdo que o conjunto das varidveis aleatdrias reais em um mesmo espago amostral é um espaco
vetorial sobre R. <



1.4. ESPACOS VETORIAIS 21

Exemplo 1.41 (sequéncias de bits). Mencionamos no exemplo o0 corpo Z;, onde as operagdes sdo o
“e” (/\) e o “ou-exclusivo” (). Definimos agora um espaco vetorial sobre este corpo, de maneira andloga
aR™ sobre os reais. Cada vetor é uma sequéncia de n bits, e as operagdes sdo:

« Soma: é feita elemento a elemento - somar o vetorb = (by, b2, ..., by ) comovetorb’ = (b{,b35,...,b})
resultaem (by ® by, b2 @ bj,..., by ® bl ). Por exemplo,

(03 1 Y O) ]) 1 )
@ (0,0,1,1,0)
= (O)1>1>O>1)

* Multiplicagdo por escalar: é feita elemento a elemento - multiplicar ¢ pelo vetor (by,ba,...,by) re-
sultaem (cby,cba,...,cby,). Como hd somente dois escalares no corpo (0 e 1), listamos aqui o efeito
da multiplicacdo de vetores por eles.

1A (b1,b2,...,bn) = (b1,b2,...,bn)
OA (b1,b2,...,bn) =(0,0,...,0).

Este espaco é chamado de Z73. <

Exemplo 1.42 (ciclos em grafo). Um grafo é uma representacio gréfica de uma relagdo em um conjunto.
Grafos tem aplicagdo em uma enorme quantidade de dreas das Engenharias, da Computacio e da Matema-
tica. A figura a seguir mostra exemplos de grafos.

E usual dar nomes aos nds, e desenhar o grafo com os nomes de cada né seu lado.

Para poder trabalhar com grafos como objetos matematicos, precisamos dar a eles uma defini¢io for-
mal. Definimos um grafo como um par (V, E), onde V é um conjunto de vértices (representados grafica-
mente como “pontos”) e E um conjunto de arestas (graficamente sdo os “tracos” que unem vértices), de
forma que cada aresta em E seja um conjunto de dois dos vértices em V.

Damos um exemplo de grafo na préxima figura.
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O conjunto de vértices do grafo é

V ={a,b,c,d,e, f}.

As arestas sao

-~ {{a,c}, {a,d}, {b,c},}
{bye}, {b,f) {c,d})"

Um subgrafo é uma “parte” de um grafo.

Defini¢do 1.43 (subgrafo). Seja G = (V, E) um grafo. Um subgrafo de G é um grafo G’ = (V',E’) tal que
V' CVet’'CE ¢

0O grafo em negrito na figura a seguir é um subgrafo do grafo anterior. Neste texto, quando quisermos
mostrar um subgrafo, ele serd desenhado em negrito sobre o grafo original, que serd desenhado em tom
de cinza claro.

O vetor caracteristico de um conjunto de arestas é um vetor com E posicdes. A posicdo i do vetor é um se e;
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estd no subgrafo, e zero se ndo estd. Por exemplo, o vetor caracteristico do subgrafo que mostramos é

{a,b} —
{a,c} —
{a,d} —
{a,e} —
{a,f} —
{b,c} —
{b,d} —
{b,e} =
{b,f} —
{c,d} —
{c,e} =
{c,f} —
{d,e} —
{d,f} —

o O O O = = O O O O O O —= O

Os elementos do vetor caracteristico sdo 0 e 1. Serd conveniente usarmos as operagdes de Z; nestes vetores.
Multiplicar um vetor por 1 é o mesmo que realizar a operagéo de “e”, e portanto resulta no mesmo vetor
(ndo modifica o subgrafo):

1 '(O>]»])O)O)])T :(O>]>])O)O)])T-

A multiplicagio por zero resulta no vetor zero (e portanto no grafo sem arestas, contendo somente os
vértices), ou seja, multiplicar um subgrafo por zero o faz “desaparecer”.

A soma de dois vetores é feita elemento-a-elemento, com a operagdo de soma em Z; (ou seja, usando
ou-exclusivo):

(0,1,1,0,0,1)" @ (1,1,0,1,0,1)" = (1,0,1,1,0,0)".

Em um grafo, esta operagdo representa a soma de dois subrafos: se uma aresta existe somente em um dos
subgrafos, ela passa a existir na soma. Se uma aresta existe nos dois subgrafos, ela deixa de existir na soma.
A figura a seguir ilustra a soma de dois subgrafos. Observe que as arestas (a, b), (b, c) e (d, e) existiam em
ambos os grafos, e ndo existem na soma (elas aparecem em cinza claro na ilustragdo, apenas para facilitar
sua identificacdo).

a a
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b
a
c
e
d
Um ciclo em um grafo é uma sequéncia de arestas (e, ez, . . ., €x) que formam um caminho, iniciando com

um vértice e terminando nele mesmd?| A figura a seguir ilustra um ciclo em um grafo; o ciclo é formado
pelos vértices (az, az, by, bo).

A

”‘ﬁ' 2

@ (lo/
‘.

Quando somamos dois grafos, cada um composto por ciclos disjuntos (isto é, ciclos que ndo compartilham
arestas), o resultado também é um grafo composto por ciclos disjuntos. Ndo demonstraremos este fato, mas
ilustramos com um exemplo. A figura a seguir mostra dois grafos, G e H. Estes grafos tem dois vértices (c
e d) e uma aresta (c——d) em comum.

a e

C j h

G= dQI H= i
b g

O resultado da soma dos dois grafos, G @ H, é mostrado a seguir.

SEsta definicdo estd simplificada. Para mais detalhes, o leitor poderd consultar a literatura de Teoria dos Grafos - por exemplo, o
livro de Bondy e Murty [BMO08]
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b

Seja C a unido dos subgrafos sem arestas com o conjunto dos subgrafos de G que consistem de uniGes de
ciclos. C com as operagdes que definimos é um espago vetorial sobre Z;:

+ Grafos sem arestas sdo o elemento neutro (zero), e sua soma com qualquer outro grafo de ciclos
resulta no préprio grafo de ciclos;

« A soma de dois ciclos resulta em um ciclo;

+ A multiplicacdo de um elemento por 1 resulta no préprio elemento; por 0 resulta no grafo sem ares-
tas. <

1.5 Subespacos

Definigdo 1.44 (Subespaco). Seja V um espaco vetorial, e seja também U C V. Se as mesmas operacdes
que tornam V um espaco vetoriaf’Jtambém tornam U um espaco vetorial, entdo U é um subespacode V. 4

Teorema 1.45. Todo espaco vetorial V ndo trivial tem pelo menos dois subespacos: o préprio V e o espago trivial.
Demonstragdo. O espago trivial é subespaco de qualquer espaco V porque

«{o}CV.

+ Como s6 hd um elemento no espaco trivial, ndo hé vetores a somar.

» A multiplicagdo de qualquer escalar por 0 é associativa: (cd)0 = c¢(do) = 0.

+ O zero é neutro para adicéo (0+0=0).

+ Para todo vetor no espaco trivial (ou seja, somente para o zero), 0 + —0 = 0.

+ A multiplicacio de 1 por 0 € igual a 0 (ou seja, ndo modifica o vetor zero).

Claramente V também é subespaco de V, porque V C V. [ |

Exemplo 1.46. Considere o espago R3. O conjunto de pontos da forma (v1,v2,0) é um subespago, porque:
(i) a soma de dois pontos desta forma resulta em outro também da mesma forma: (wy,uz,0)+ (v1,v2,0) =
(w1 + vi,uz +v32,0), e (ii) a multiplicacdo por escalar também resulta em outro ponto da mesma forma:
c(v1,v2,0) = (cv1,cvz,0). Além disso, (i) a soma de vetores (os pontos) é associativa e comutativa; (ii) a
multiplicacdo de vetores por escalar é associativa:

c(du) = c(d(ur,uz,0))

7 Alguns autores dizem que U é “munido” das mesmas operagdes de V.
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= c(duq, du,,0)
= (cduy, cduy,0)
= (cd)(u1,u2,0)
= (cd)u,

u+ (v+w) = (ug,uz,0) + [(v1,v2,0) + (w1, w2,0)]
ur,u2,0) + (vi +wi,v2 +w,,0)

(
= (
= (u; +vi +wi,uz + vy +wy,0)
[
=
(

(u'l +V1)u2 +V2)O)] + (W'I)WZ)O)
(uth) ) + (V],Vz,O)] + (Wth»O)
u+v)+w

(iii) a multiplicacdo por escalar é distributiva:

c(u+v) =cl(ur,uz,0) + (v1,v2,0)]
= C(uhubo) + C("] )VZ)O)
=cu+cv,

(c+d)v=(c+d)(vi,v2,0)
= C(V] )VZ)O) + d(\)] )VZ)O)
=cv+dv;

(iv) o vetor 0 = (0, 0,0) é neutro para soma; (v) para todo vetor (11, u;, 0) existe um vetor (—uy, —uz, 0)
tal que (uy,u2,0) + (—ug, —u,,0) = 0; (vi) multiplicar 1 por um vetor v ndo modifica o vetor.

Este exemplo mostra também que podemos visualizar R? como subespaco de R uma vez que igno-
rando a terceira coordenada (que é igual a zero), temos um plano. <

Exemplo 1.47. Sabemos que os reais s3o um espaco vetorial (os vetores sdo nimeros reais, e o corpo subja-
cente é o préprio R). Os racionais ndo sdo subespaco dos reais, porque a multiplicacdo de x € Q por escalar
real ndo necessariamente é racional: 7t - (2/3) = 27t/3. <

Se sabemos que V é um espago vetorial e U C V, jd sabemos também que todas as propriedades das
operagdes em V também valem em U (porque as operagdes sdo as mesmas). Resta apenas determinar se
este subconjunto ¢ fechado para as operacdes de soma de vetores e multiplicagdo por escalar. Para isso,
verificamos que: (i) o vetor zero pertence a U,; (ii) as operacdes de soma e multiplicagdo por escalar de
elementos de U resultam em elementos também de U.

A figura a seguir mostra, por exemplo, dois subconjuntos de um espago vetorial V. No primeiro caso,
U é subconjunto, mas hd vetores x e y tais que x + y = z ¢ U. Como esta condicdo ji ndo € satisfeita,
podemos dizer que U nio é subespago de V. No segundo caso, a soma de quaiquer x e y estd em W, o zero
estd em W, e para todo x e todo c, cx estd em W, portanto W é subespaco de V.
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Teorema 1.48. Se V é um espago vetorial e U C 'V, de forma que 0 € U e U ¢ fechado para as operagdes de
multiplicacdo por escalar e soma de vetores, entdo U é subespaco de V.

Exemplo 1.49. Considere o subconjunto de R?, X = {(x,y): x+1y = 0}. X é subespaco de R?, porque
(0,0) € X; a soma de dois vetores de X resulta em outro vetor de X. Sejam (a, b) e (x,y) pontos de X.

(a,b) + (xy) =(a+xb+y)

Somando as coordenadas do novo vetor, temos
(a+x)+(b+y)=(a+b)+(x+y)=0+0=0.
a multiplicagdo de vetores de X por escalar resulta em outro vetor de X. Seja (x,y) vetor em X e ¢ um
escalar.
C(X)H) = (CX) CU)

Entdo

cx+cy=c(x+y)=0c=0.

0 conjunto X definido acima é a retay = —x. H4 outras retas que sao subespacos de R?: basta que passem
pela origem (porque precisamos do vetor 0).

Geometricamente, podemos verificar que a adi¢do de vetores nesta reta resulta sempre em outro vetor
também sobre a mesma reta - e que a multiplicacdo por escalar também mantemos vetores na reta. Como
além disso a reta pasa pela origem, o vetor zero estd também na reta, e portanto, como soma e multiplicagdo
por escalar resultam em vetores na reta, e ela contém o zero, trata-se de um subespaco de R?,



28 CAPITULO 1. ESPACOS VETORIAIS

O raciocinio geométrico que fizemos obviamente vale para qualquer reta passando pela origem (e real-
mente, s3o todas subespacos de R?).
De maneira geral, o conjunto { (x1,%2,...,Xn) : >_xi = 0}é subespaco de R™. <

Exemplo 1.50. Considere o conjunto de pontos X = {(x,y): x+1y = 1}. X é subconjunto de R?, mas
ndo é um subespaco de R?, porque

i) (0,0) € X.
ii) A soma de dois vetores de X ndo resulta em outro vetor de X.

iii) A multiplicagdo de um vetor de X por escalar ndo resulta em outro vetor de X.

Exemplo 1.51. Considere o conjunto de pontos X ={ (x,y) : x,y € Z}, ilustrado na figura a seguir.
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X é subconjunto de R?, mas ndo é um subespaco de R?, porque a multiplicagio de um vetor de X por escalar
real ndo resulta em outro vetor de X. Os escalares em um espaco vetorial ndo podem ser inteiros, porque
isto seria 0 mesmo que definir o espago vetorial sobre Z, que ndo formam um corpo. <
Exemplo 1.52. Considere o subconjunto de R3, X = (x,2x,x%)T, ou seja, vetores onde a segunda coor-
denada é o dobro da primeira e a terceira é o quadrado da primeira. X ndo é um subespaco vetorial de R3,
porque (1,2,1)" e (2,4,4)" pertencem a X, mas suasoma, (3, 6,5)" ndo pertence a X (porque 3% # 5). <«

Exemplo 1.53. Parar € R, o conjunto de pontos em uma circunferéncia, C = {x? +y? < 2} ndo é
subespaco de R?: a multiplicacdo por escalar leva pontos de C a pontos fora de C: para todo r podemos
encontrar um c tal que ox? + cyz > 1. Geometricamente, o conjunto C define os vetores dentro de uma
circunferéncia comraio r - e qualquer vetor em C diferente de zero pode ser multiplicado por algum escalar
grande o suficiente para passar a ter magnitude maior que o raio. <

Exemplo 1.54. Podemos também voltar a atengdo para o conjunto das fun¢des continuas cujo dominio é
R, que é denotado C°.

Para verificar que C° é um espaco vetorial, verificamos que é um conjunto de fungdes de R em R, e
portanto valem os argumentos postos nos itens do exemplo[1.33]- e de fato, este conjunto é subconjunto
de F(R). No entanto, como o conjunto é diferente, precisamos garantir a presenca do vetor (fungio) zero
e o fechamento das operagoes:

+ A funcido constante zero, z(x) = 0, é continua e estd definida em R.
+ A soma de duas fungdes continuas definidas em R também é continua em R.

+ A multiplicacdo de uma fun¢io continua por um escalar resulta em outra fungio, também continua.
<

Exemplo 1.55. Uma fungio continua pode nio ser diferencidvel (como |x|, por exemplo) ou pode ser de-
rivavel k vezes (onde k pode ser infinito). O conjunto de fungdes k vezes diferencidveis (ou seja, para as
quais a k-ésima derivada é definida) é denotado por Ck.

Verificamos que C* é um espago vetorial:

+ A funcido constante zero, z(x) = 0, é derivavel infinitas vezes.

» A soma de duas fungdes com a k-ésima derivada definida serd uma fungo também k vezes derivavel.
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+ A multiplicacdo de uma fungfo com a k-ésima derivada definida por um escalar resulta em outra
funcio, também k vezes derivavel. <

Exemplo 1.56. O conjunto das funcdes f : R — R continuas, com dominio igual a um dado intervalo [a, b]
é denotado por Cla, b]. Para qualquer intervalo [a, b] ndo-vazio de R, C[a, b] é um espaco vetorial.

Para verificar que este é um espaco vetorial, observamos inicialmente que este ndo é um subconjunto
de F(R), porque os dominios das funcdes sio diferentes: f : R — R, f(x) = x? é diferente de g :
[a,b] — R, g(x) = x?. No entanto, podemos argumentar que o conjunto formado pelas fungdes em
F(R), restritas ao intervalo [a, b] é um espaco vetorial, e que Cla, b] é subespaco desse conjunto, pelos
mesmos argumentos que apresentamos para mostrar que C° é subespaco de F(R). <

Exemplo 1.57. Vimos no exemplo que o conjunto de solugdes de uma EDO linear homogénea é um
espaco vetorial. Mencionamos ali também que as solugdes de

y'—y=0

sdo as funcdes da forma
O conjunto de fungdes

é subespaco das solugdes para esta EDO:
+ A funcio zero é da forma ae*, com a = 0;
+ Asoma é fechada: ae* + oe* = (a + o)e*;
+ A multiplicagdo por escalar é fechada: k(ae*) = (ka)e*.

A solugdo geral especifica duas constantes arbitrarias, a e b. Fixando qualquer uma delas em zero, temos
um subespaco. <

Exemplo 1.58. As funges pares, impares, racionais e as fungdes definidas por polinémios sdo também
subespacos de F(R). <

Exemplo 1.59. Considere o sistema homogéneo de equacdes lineares, com n varidveis e m equacdes.

ajixr+apxy+ -+ amxn =0
ax1Xx1 +anxs +---+amxn =0

Am1X1 + Qm2X2 + -+ Amnxn =0

0 mesmo sistema pode ser escrito da forma Ax = 0, onde A é uma matriz m x n, com o coeficiente ay;
na linha i e coluna j, x é o vetor coluna (x1,...,xn)" e 0 é o vetor coluna zero. Assim, podemos dizer
que as solugdes para Ax = 0 sdo todos os vetores coluna x € R™ que satisfazem o sistema homogéneo de
equacgoes definido por A. Este conjunto de vetores é subespago de R™, como verificamos a seguir.
Faremos a demonstragdo de duas maneiras: primeiro, com o sistema na forma de equagdes, e depois
usando a forma matricial.
Na forma de equagdes:
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i) Asolugdocomxq =x; =+ = x,, = 0 sempre é vdlida para sistemas homogéneos (ou seja, o vetor
0 sempre é solu¢do). Para cada linha 1, temos
ai1X1 + ai2X1 + -+ + QAinXn
=aq1(0) + ai2(0) + - - + ain(0)
=0.

ii) A soma de duas solugdes é uma solugdo: Sejam (x1,%2,...,Xn) € (Y1,Y2,...,Yn) duas solucdes para
o sistema. Entdo (x1 + y1,%2 + Y2,...,Xn +Yn) também é solucio: para cada linha 1, verificamos
que

ai1(x1 +y1) + aia(x2 +y2) + - + ain(Xn +yn)
=ai1X1 + a1y + ai2X2 + ai2Y2 + -+ + QinXn + AinYn
= (0117(1 +aizX2 + -+ AinXn + ainxn) + (aﬂU] +apyz + -+ AinYn + ainyn)
=0.
iii) A multiplicagdo de uma solugéo por escalar resulta em outra solucdo. O exercicio[35pede a demons-
tragdo deste item.
Usando a forma matricial:
i) A solugdo com x = 0 sempre é vélida para Ax = 0, porque A0 = 0.

ii) A soma de duas solu¢des é uma solugdo: Se Ax = 0 e Ay = 0, entdo

A(x+y) =Ax+ Ay (multiplicacdo é distributiva para matrizes)
—0+0
=0.

iii) A multiplicacdo de uma solugéo por escalar resulta em outra solugio. Se Ax = 0, entdo
A(kx) = kAx
=ko
=0.
Note que sistemas homogéneos de equagdes lineares podem ser também definidos com coeficientes e varia-
veis em corpos diferentes de R. Assim, As solugbes de um sistema deste tipo onde as varidveis e coeficientes

sdo complexos formam um subespaco de C™, e de maneira geral, a solugdes de um sistema como este em
um corpo K qualquer é subespaco de K™, <

Exemplo 1.60. No espaco Z3, os vetores da forma 0xxx0 (ou seja, o primeiro e tltimo elemento sdo zero)
formam um subespaco:

+ 0O vetor zero, 00000, estd contido no subespaco;

* A soma 0xxx0 @ OyyyO resulta em um vetor da forma 0zzz0;
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+ A multiplicagdo por escalar também resulta em vetores da mesma forma: 0 A\ (Oxxx0) = (00000), e
1A (0xxx0) = Oxxx0. <

Exemplo 1.61. Considere o espago Z‘Z‘. O conjunto a seguir € seu subespago:
C ={0000,0011,1101,1110}.

+ 0000 € C.

+ A soma () de elementos de C resulta em outro elemento de C:

0011 @ 1101 =1110
0011 @ 1110 = 1101
1101 @ 1110 = 0011

Além disso, a soma de qualquer vetor com ele mesmo resulta em 0000, e a soma de qualquer vetor
com zero resulta no préprio vetor.

+ A multiplicacdo (/\) pelos escalares resulta em elementode C: 0 Ax =0e 1 Ax =x.

Teorema 1.62. Sejam U, W subespacos de um espaco vetorial V. Entdo U N W também é subespaco de V.

Demonstragdo. Como ambos sdo subconjuntos de V, basta mostrar que U N W é fechado para as operagdes.
Sejam x,y € UN W e cum escalar. Comox € Uex € W, temos cx € Uecx € W, e portanto
cxeunw,
Similarmente, como X,y estdo tanto em U como em W, x + y também devem pertencer a U e a W.
Concluimos quex+y € UNW. [ |

Exemplo 1.63. Considere os subespacos de R3:

A={(xy,0": x,yeR}
B = { (X>U)21J)T! *Y GR}

Estes subespagos sdo planos passando pela origem.

z

A interse¢do deles é R = { (x,0,0)" : x € R }, que também ¢é subespago de R>. <
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Exemplo 1.64. O trago de uma matriz é a somatdria dos elementos de sua diagonal.

Seja A o espaco das matrizes diagonais de ordem tres, e B 0 espago das matrizes quadradas de ordem
tres com trago zero.

A intersecdo A N B é o conjunto das matrizes diagonais de ordem tres com trago zero. Este é, também
um espago vetorial, com as mesmas operagdes usuais de soma de matrizes e multiplicagdo por escalar. <

Exemplo 1.65. Seja F(R) o espago vetorial das fung¢des reais. Considere dois subespagos de F(R):
i) O conjunto das fungdes reais continuas, C°;
ii) O conjunto das fungdes reais pares P.

A intersecdo desses dois é formada pelo conjunto das fungdes reais continuas pares. Esta intersegdo é
também subespaco de F(R):

» A funcdo constante zero é continua e par;
+ Multiplicar uma fung¢io continua e par por um escalar resulta em outra funcio continua e par;
+ A soma de duas fung¢des continuas pares é uma fungio continua par. <

Exemplo 1.66. Seja A o espaco de todas as sequéncias reais constantes, e B o espago de todas as sequén-
cias de nimeros inteiros pares. A interse¢do dos dois conjuntos é o conjunto das sequéncia de constantes
inteiros pares, que é também espaco vetorial. <

Defini¢do 1.67 (Soma de espacos vetoriais). Se V é um espaco vetorial e U, W C V, entéo dizemos que
U+W={u+w:ueluweWwW}
édasomadeUeW. ¢

Exemplo 1.68. Os conjuntos A, da forma (0,%,y,0)", B da forma (0, 0,y,z)" sdo subespacos de R*. A
soma destes dois subespacos é
A+B={u+v: ueA,veB}.

o conjunto A + B contém vetores da forma (0,x,y,0)" + (0,0,y,z)T, que é 0 mesmo que (0,x,2y,z)T,

ou (0,x,Y,z)" - a primeira coordenada é zero, e as outras trés sio livres (nenhuma depende da outra).
Note que h4 muitos vetores em A N B. Por exemplo, (0,0,1,0)7 est4 tanto em A como em B, assim

como (0,0,2,0)" - na verdade, (0,0,¢,0)" € AN B paratodoc € R. <

Teorema 1.69. A soma de dois espagos vetoriais é um espago vetorial.

Defini¢do 1.70 (Soma direta). Seja um espaco vetorial V com subespagos U e W. Dizemos que V é soma
diretade Ue WseVésomadeleW,e UNW ={0}. Denotamos a soma direta por V=U & W, ¢

Exemplo 1.71. Considere dois subespagos de R?:

0 espaco A define a reta que cruza o primeiro e o terceiro quadrantes, passando pela origem. O espago B
define a reta que cruza o segundo e o quarto quadrantes.

Os conjuntos A = { (x,y)": x—y=0}eB ={(x,y)": x+y = 0}descrevem duas retas em R?,
ambas contendo a origem.
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Entdo
A+B={a+b:acAbecB}
:{(X)Q)T: X-i-y:OOUX—‘g:O},

mascomoAﬂB:{O}eA—i—B:RZ,logotemos

A@B=A+B=R% <
Exemplo 1.72. Sejam A e B dois espagos vetoriais:

={(%y,0)" : x,yeR}

={(a,0,c)" : a,ceR}

A soma A + B ndo é direta, porque
(0,2,0) € ANB. <

Proposi¢do 1.73. Seja V um espago vetorial com subespacos Ue W. Entdo V = U @& W se e somente se, para todo
v € V, existe um tinicou € U eum tnicow € Wtalquev =u+w,

Exemplo 1.74. Seja A o subespaco de R3 formado pelos vetores da forma (x,y,0)T, e seja B o subespago
de R3 formado por vetores da forma (0,0,z)T. Qualquer vetor de R3 pode ser descrito de forma tinica
como a soma de um vetor de A com outro de B:

(’%U»Z)T = (X)H)O)T =+ (O»O)Z)T>

portanto R® = A @ B. Outra maneira de decompor R é em trés subespacos, X, Y e Z, contendo vetores
da forma (x,0,0)7, (0,y,0)" e (0,0,2)7, respectivamente. Um vetor de R? entdo pode ser decomposto
unicamente em

(X)U)Z)T = (x, O>O)T + (0>U,0)T + (0,0, Z)T-

Podemos generalizar, definindo que para qualquer n, R™ pode ser decomposto em subespacos onde cada
subespago representa algumas das dimensdes:

(thl»---»vn)T = (VhO»O»---)T
+ (O>V2>V3)Ov 0»' . ')T
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...
+(0,0,...,v)".

De maneira geral, R pode ser decomposto na soma direta de trés retas nao colineares, ou de um plano e
uma reta ndo pertenente a este plano (todos sempre passando pela origem). <

Exemplo 1.75. A soma do exemplo ndo é soma direta, porque um vetor (0, a, b, c) em A 4 B pode ser
decomposto de diferentes maneiras:

(O) a»b) C)T = (0) a)b»C)T + (0)0) O)O)T
= (O) a, O) C)T + (O) O)b)O)T
- (0) a, E,O) + (O)0> z) C)

<

Exemplo 1.76. Retomamos o exemplo1.71} agora com foco na decomposicio de vetores. Naquele exemplo,
fizemos a soma de duas retas,

(x,x)T:xeR}

A:
B (x,—x)":x e R}

{
={

Podemos também observar que é possivel escrever, de maneira tinica, qualquer vetor de R? como soma de
um vetor dentro de cada reta na figura. <

Exemplo 1.77. Seja Ry, [x] o espaco vetorial dos polinémios com grau méximo n e coeficientes reais. Con-
sidere os dois subconjuntos de R,, [x]:

* Ryq—1[x], 0 espago dos polinémios com grau maximo m — 1;
* Ry n[x], 0 espaco dos polindmios com grau entre m e n, mais o polinémio zero, com 0 < m < n.,

Qualquer polinémio de R, [x] pode ser descrito unicamente como a soma de um polinémio de R, 1 (x)
com outro de R, . [x]:

T amX™F i xX™ a4 ao

= (anX™ + anx™ T amx™) + (@mox™ T L+ arx +ag) .

anx™ + ap_1x™

€Rm..nlx] ERm 1 [x]

Note que o lado esquerdo pode ser zero (que pertence a Ry, . [x]) se todos os coeficientes ali forem zero.
Assim, temos Ry, [X] = Ry [x] ® R [X].

Mais concretamente: seja R4 [x] o conjunto de todos os polindmios com grau no maximo 4. Entdo Ry4[x]
pode ser decomposto, por exemplo, em

» R, [x], 0 espaco dos polindmios com grau méaximo 2;

* R3. 4[x], o espaco dos polinémios com grau entre 3 e 4, mais o polinémio zero.
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Qualquer polinémio de grau menor ou igual a quatro pode ser escrito como a soma de (i) um polindmio de
grau entre 3 e 4, ou zero, e um polinémio de grau no maximo 2:

asx + azx® + axx? + arx + ao
= ((147(4 + a3x3) + (azxz +ajx + ao) . |

€R3..4(x] €R> [x]
Exemplo 1.78. O conjunto das fungdes lineares reais é
L={f(x) =ax : a € R}
O conjunto das fun¢des constantes é
K={f(x)=k : ke R}
O conjunto das fungdes afim é
A={f(x)=ax+b : a,beR}

Estes trés conjuntos, com as operagdes usuais, sdo espagos vetoriais. Tanto L como K sfo subespacos de A.
Mais ainda, A é soma diretade L e K,
A=LaK,

porque a interse¢do de L e K é vazia (ndo existe fungdo que seja ao mesmo tempo das duas formas).
Podemos notar também que cada func¢io afim, da forma f(x) = ax + b, pode ser escrita de uma tinica
maneira como soma de uma funcéo linear e uma constante:

ax+b:(\a}/)+(\t>). <
€L €K

Exemplo 1.79. Podemos somar o espaco das fungdes continuas com o das fungdes pares. Isto resultard em
um espago vetorial onde cada fungéo é

« continua, ou
* Ppar, ou
+ a soma de uma funcéo continua com uma fungéo par (que pode nio ser nenhuma das duas coisas).

No entanto, esta ndo é uma soma direta, porque a intersecdo dos dois conjuntos nio é vazia: as fungdes
cos(x) e |x|, por exemplo, sdo continuas e pares. <

Exemplo 1.80. Sejam
i) A oespago gerado pelas sequéncias de bits 0110 e 1001;
ii) B o espaco gerado pela sequéncia de bits 0100;
iti) C o espago gerado pela sequéncia de bits 1000.
0 espaco Z3 éiguala A @ B @ C. Temos

A ={0000,0110,1001, 1111},
B = {0000, 0100},
C = {0000, 1000}.

Qualquer vetor (sequéncia de bits) de Z3 pode ser escrita como soma de vetores desses conjuntos. <
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1.6 AplicacGes

Esta Secdo detalha trés exemplos praticos do uso de estruturas algébricas: o primeiro e o terceiro em Crip-
tografia; o segundo na determinagdo de um método para resolver o cubo mégico (ou cubo de Rubik); o
terceiro em Criptandlise; e o Ultimo em c4digos corretores de erros. Grupos sdo também muito usados em
algumas 4reas da Quimica e da Fisica [Bis93;[Ham89;|Cor97].

1.6.1  Protocolo Diffie-Hellman para acordo de chaves [ grupo ]

A Criptografia nos oferece métodos para realizar comunicagdo privada, mesmo que o canal (meio) usado
seja pablico. Por exemplo, podemos usar Criptografia para enviar mensagens secretas pela Internet, e
para acessar sistemas bancarios sem que intrusos obtenham nossa senha, e poderfamos citar uma grande
quantidade de outras situagdes onde a Criptografia nos protege, garantindo sigilo.

Antes da era moderna da Criptografia, o método usado para encriptar e decriptar mensagens envolvia
apenas uma chave secreta: se uma mensagem é encriptada com chave (“senha”) k, ela pode ser decriptada
por qualquer um que conheca aquela chave.

Suponha que Alice e Bob queiram trocar mensagens em segreddf} mas estejam fisicamente distantes
(em paises diferentes, por exemplo). Suponha também que eles s6 podem se comunicar por um canal
inseguro: cartas que sdo bisbilhotadas pelo servico secreto, telefone grampeado, ou conexdo insegura por
rede de computadores. Aparentemente é impossivel que os dois consigam fazé-lo sem se encontrarem
fisicamente, porque teriam que definir uma chave secreta para poderem encriptar as mensagens - e ambos
precisam conhecer a mesma chave.

Em 1976, Whitfield Diffie e Martin Hellman mostraram como resolver este problema, apresentando um
método para que duas pessoas possam definir conjuntamente um segredo, comunicando-se apenas por
canais publico’} Este método foi publicado com o titulo “New directions in Cryptography” [DH76]. Hoje
0 método é conhecido como protocolo Diffie-Hellman para acordo de chaves. A seguir descrevemos de maneira
simplificada o método desenvolvido por eles.

Alice e Bob deverdo portanto determinar, de comum acordo, um segredo (a chave criptogréfica para
se comunicarem, por exemplo) - mas que sé podem se comunicar em publico (postando recados em um
quadro de avisos, usando uma linha telefénica grampeada, ou através de uma rede de computadores des-
protegida).

0 protocolo Diffie-Hellman usa operagdes em um grupo. Para um exemplo simpleg| usaremos um
grupo definido da seguinte forma: o conjunto de elementos é{1,2,...,p — 1}, onde p é umnimero primo.
A operagdo de grupo para dois elementos a e b é a - b = resto da divisdo de ab por p. Por exemplo, se
p = 7, entdo para calcular 5 - 6, fazemos 5 x 6 = 30, e tomamos o resto da divisdo de 30 por 7, que é 2.

Observe que como p (neste exemplo, 5 é primo), o resultado da operacdo nunca serd zero, portanto
nunca obteremos um elemento fora do

Exemplo 1.81. Escolhemos, para fins didaticog™} p = 5. Os elementos do grupo sdo{1,2,3,4}.
Calculamos como exemplo 2 - 2, Temos 2 x 2 =4, eorestode4 + 5 é4, portanto 2 - 2 = 4,
Agora calculamos 3 - 2. Temos 3 x 2 = 6. Oresto de 6 +4 é 2, portanto 3 - 2 = 2. <

8¢ comum em Criptografia darmos nomes aos dois usudrios de um sistema criptogréfico de “Alice” e “Bob”.
90 método funciona de forma que duas pessoas poderiam usd-lo em uma sala com diversas outras pessoas: os dois participantes
ditam em voz alta niimeros um ao outro, e depois de um tempo ambos conhecem um segredo que ninguém mais na sala conhece.
19Em situagdes préticas, hé diversas restricdes quanto a forma como o grupo ¢ definido; a apresentacio do protocolo neste texto
foi simplificada.
11Na prética, p deve ser muito grande.
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Em grupos definidos desta forma, sempre havera pelo menos um elemento g que podemos usar para
escrever todos os outros elementos usando a operagdo de grupo. Chamamos este elemento de gerador do
grupo. No exemplo anterior, podemos escrever todos os elementos usando somente g = 2. Por exemplo,

* O elemento 4 pode ser escrito como 2 - 2, porque calculamos 2 x 2 =4, eorestode4 +5é4.

+ O elemento 3 pode ser escrito como 2 -2 - 2:

2:2-2=(2-2)-2 (a operacdo é associativa)
=4.2 (ja calculado antes, 2 - 2 = 4)
=restode 8 +5
=3.

0 mesmo pode ser feito para o elemento 1:

2:2-2.2=(2-2)-(2-2) (a operacgdo ¢é associativa)
—4.4 (ja calculado antes, 2 - 2 = 4)
=restode 16 =5
=1.

Vemos portanto que podemos escrever todos os elementos usando somente 2:

2=2

4=2.2 (2x2=4.Restoded4 ~5¢é4)
3=2.2-2 (Restode 8 =56 3)
1=2.2.2.2 (Restode 16 =5¢1)

avezes

E comum usar a notacio g% para’ggg- - - g, portanto

2=21
4 =2?
3=23
1=24

Em grupos como este, calcular g¢ a partir de g e a pode ser feito rapidamente, mas calcular a a partir de
g° é extremamente demorado: para p perto de 22°#8, um computador demoraria centenas de anos para
terminar o célculo.

Depois de definir p e determinar g (que podem ser publicos), Alice e Bob seguem os passos a seguir.

i) Alice escolhe aleatoriamente seu segredo, 1 < a < p.
ii) Bob também escolhe seu segredo, 1 < b < p.
iii) Alice envia para Bob g°.

iv) Bob envia para Alice g®.
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v) Alice, tendo o valor enviado por Bob, calcula (g®)¢, que é igual a g@° (verifique!).
vi) Bob faz o mesmo, e calcula (g¢)®, obtendo também g°®.

Agora Alice e Bob tem o mesmo valor, g, que pode ser usado como senha, porque é conhecido apenas
por eles. Os dados enviados em ptiblico e que podem ser capturados pelo adversério sdao g¢ e g*, mas com
estes dois valores seria dificil calcular a, b ou g¢®, e portanto Alice e Bob atingiram seu objetivo.

0 grupo que apresentamos neste exemplo nio é o tnico usado com o protocolo Diffie-Hellman - em
aplicages praticas grupos diferentes, com operagdes mais complexas sdo usados. No entanto, o protocolo
é definido para quaisquer grupos onde haja um gerador”] facilitando sua exposicao e estudo.

Adificuldade de determinar a dado g® neste grupo é fundamental em Criptografia: dizemos que f(a) =
g® é uma “funcéo de méo tinica”, porque é f4cil de calcular mas dificil de invertef”| (a definigdo precisa
de “dificil” fica fora do escopo deste texto, mas estd relacionada com o tempo necesséario para efetuar a
operagio).

H4 algo importante sobre este protocolo criptografico: ele é dificil de quebrar por computadores co-
muns, mas pode ser facilmente quebrado por computadores quanticos (porque estes podem rapidamente
calcular x a partir de g*). A Criptografia moderna tem utilizado outros problemas, que néo sdo ficeis de
resolver mesmo por computadores quanticos.

A exposicdo do protocolo Diffie-Hellman e de diferentes usos de grupos em Criptografia é padrao na
literatura da 4rea. O livro de Douglas Stinson é bastante acessivel [Sti06]; o de Katz e Lindell traz uma
discussdo mais aprofundada dos fundamentos tedricos [KL0S].

1.6.2  Cubo de Rubik [ grupo ]

Grupos sdo usados no estudo do método para solucdo do cubo de Rubik, e este é um exemplo importante
de grupo (e de estrutura algébrica) porque os elementos do grupo sdo movimentos.

0 cubo de Rubik é um quebra-cabecas tridimensional no formato de cubo que permite rotacionar cada
uma de suas seis faces nos dois sentidos (hordrio e anti-horario). Desta forma, o cubo tem cada face dividida
em nove pequenos quadrados, e cada face tem inicialmente uma cor diferente das outras.

Ao rotacionar as faces, elas ficam em configuragdes diferentes. Em cada configuracio as faces podem apre-
sentar suas particdes (os pequenos quadrados) com diversas cores diferentes.

O objetivo do jogador é levar o cubo da configuracdo em que estiver para a configura¢io inicial, com
cada face tendo uma dnica cor.

0 grupo usado no estudo do cubo de Rubik tem como elementos o conjunto de todas as possiveis mo-
dificacdes na configuragdo do cubo (ou seja, todas as sequéncias de rotagbes das faces) mais o movimento

12H4 grupos que ndo sdo gerados por um Unico elemento.
13Mais precisamente, dadoy = f(x), é dificil encontrar algum elemento em sua pré-imagem.
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nulo, e a operagdo do grupo é a concatenagio (aplicacdo em sequéncia). As rotagdes sdo descritas usando
a seguinte notacdo:

+ F é aface da frente (“Front”);

+ B éaface de trds (“Back”);

+ U é aface de cima (“Up”);

+ D é a dace de baixo (“Down”);

¢ L éaface daesquerda (“Left”);

* R é aface da direita (“Right”).

A figura a seguir mostra as faces F, T e R.

Denotamos a rotagio no sentido hordrio pelo nome da face: “F” é a rotagdo da face frontal 90° no sentido
hor4ério.

A rotagdo no sentido anti-hordrio é denotada pelo nome da face com a marca de um apéstrofo: F/ é a
rotacio da face frontal 90° no sentido anti-horario.

Duas rotagdes iguais em seguida formam uma rotagdo de 180°, que é denotada pelo nome da face com
uma indicagdo: F? é o mesmo que F seguida de F.

0Os elementos do grupo sdo as rotagdes basicas, ja mencionadas (F, B, U, ..., F/, ..., F%, ...) e suas
composicdes em sequéncia, FUB, F2DU, etc. Note que FFF = F2F=F.

0 movimento nulo é denotado por E (“Empty”).

Verificamos que o conjunto e operagio dados é realmente um grupo:

+ A operagio de grupo (duas rotagées) resulta em outro elemento do grupo.
*+ A operagdo é associativa.
+ 0 movimento nulo é o elemento neutro.

» Para cada rotagdo existe outra no sentido contrério, e se as realizarmos em sequéncia nfo alteramos
a configuragio do cubo (e isso portanto é equivalente ao movimento nulo).

A operagdo do grupo ndo é comutativa - basta observar que de maneira geral, FR leva a uma configu-
ragdo diferente de RF.

Um dos fatos basicos sobre grupos que podemos usar ao raciocinar sobre o cubo é o primeiro teorema
que provamos: todo elemento em um grupo tem um Unico inverso - e portanto toda sequéncia de movi-
mentos, da maneira como as definimos, tem uma tinica sequéncia inversa.
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O grupo descrito nesta Se¢do pode ser usado para derivar um método para solugdo do cubo de Rubik
(onde “solucdo” significa levar o cubo de qualquer configuragdo para a inicial) - o leitor poderd consultar,
por exemplo os livros “Notes on Rubik’s "Magic Cube’”, de David Singmaster [Sing1] e “Adventures in Group
Theory: Rubik’s Cube, Merlin’s Machine, and Other Mathematical Toys”, de David Joyner [Joy08].

1.6.3  Criptandlise moderna [ corpo; sistemas lineares em corpos ]

Uma cifra é uma ferramenta criptografica usada para garantir sigilo em comunicagbes: uma mensagem
qualquer, representada como uma sequéncia de bits (e portanto um elemento de ZY), é “misturada” a
uma chave secreta (que é outra sequéncia de bits), de forma que um intruso nio possa identificar mais a
mensagem (e nem possa, é claro, obter a chave secreta). Quando a mensagem chegar ao destinatdrio, a
chave secreta é novamente usada para decodificar a mensagem.

chave
texto cifra texto
N !
claro (encriptacéo) encriptado

A Criptandlise trata de verificar se uma ferramenta criptografica é segura: tenta-se “quebrar” métodos crip-
tograficos a fim de realizar algo semelhante a um controle de qualidade.

0 método da criptandlise algébrica consiste em representar um criptossistema como um sistema de equa-
¢es. A solugdo deste sistema poderd ser uma chave ou mensagem secreta (e portanto resolver o sistema
deveria ser dificil).

Desenvolveremos um exemplo muito simplificado de cifra e mostraremos como ele pode ser quebrado.

Suponha que a entrada seja uma sequéncia de quatro bits, b = b3b,b1by, e uma chave, que é uma
sequéncia de quatro bits, k = kzkokiko. A saida é uma sequéncia de quatro bits, ¢ = c3cacico, € a cifra
opera da seguinte maneira:

k1 ©bo ®bskz =c3
k2 © by ®boks =c
k3 @by B brko = cq
ko @ b3 @ boks =co
Se conhecermos um par de texto claro e encriptado, podemos simplesmente substituir os b; e c;j, obtendo
um sistema linear. Suponha, por exemplo, que b = 1001 e ¢ = 1010. Entdo o sistema linear a resolver em
7, é
ki®@1edlk, =0
ky ®0®0ks =1
k3 ®0®O0ko =0
ko®1@ 1k =1

Facilmente determinamos que a chave usada foi
k = kskakiko = 0100,

como é fécil verificar subtituindo k e b e obtendo o texto cifrado c.
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0 sistema descrito é facil de quebrar por varios motivos, mas o mais evidente é que ele se resume a um
sistema linear. Suponha que a cifra fosse, ao invés disso, determinada por

kika @& by @ bskokik, =c3
koks @& b1 @ bakikoks =c2
kiko @ by & Dbikokg =Cq
koki & bz & boksky =co

Ainda que conhegamos um par de texto claro e o texto cifrado obtido dele, ndo é to simples determinar a
chave: supondo que b = 1100 e ¢ = 1010, o sistema que terfamos que resolver é

kika & 0 & 1kokik, =1
koks & 0 & 1kikoks =0
ksko @ 1 @& Okok; =1
koki & 1 & Oksk, =0

que ndo é linear, e envolve equagGes de grau trés. Assim, a no-linearidade é uma essencial para a seguranca
de uma cifra criptogréfica.

Algoritmos criptograficos sdo projetados como sequéncias de operagdes em estruturas algébricas, de
forma que seja facil executa-las e que seja dificil inverté-las sem a chave.

Alguns exemplos de critpossistemas quebrados usando criptanélise algébrica sdo o AS/5, usado no pa-
drdo GSM de telefonia mdével, e o Keeloq, usado em dispositivos digitais em chaves de automdveis.

0 livro de Douglas Stinson [Sti06] traz uma breve introdugéo a Criptanélise, embora néo aborde a Crip-
tandlise Algébrica, que tem como pré-requisito um curso bésico de Algebra Abstrata. Sobre Criptanalise
Algébrica hé o livro de Gregory Bard [Bar09] e o de Andreas Klein [Kle13] (estes dois tltimos requerem
consideravel capacidade de abstracio e preparo em Algebra, Combinatdria e Estatistica).

1.6.4 Cddigos corretores de erros [ espaco vetorial; subespaco ]

Quando uma mensagem eletrdnica é transmitida na forma de sequéncia de bits, é possivel que a transmissdo
inclua erros na mensagem - alguns dos bits podem vir trocados, porque os canais de transmissdo nio sio
perfeitos. Para detectar e automaticamente corrigir estes erros as mensagens podem ser codificadas de
uma forma especial, usando um cddigo corretor de erros.

Ao usar um cédigo corretor de erros, enviamos mais informagio do que apenas a mensagem, para que
seja possivel detectar quando um erro ocorre. E f4cil perceber que informacio adicional permite detectar
e corrigir erros: se enviarmos cada mensagem cinco vezes, e em uma das vezes ela for transmitida com
erro, o receptor decidird que as quatro mensagens iguais devem ser aquela correta, e a quinta, diferente,
deve ter sido transmitida com erro. O envio de multiplas cdpias, no entanto, nio é eficiente: na verdade é
possivel corrigir erros usando menos redundéncia.

Em cédigos corretores de erros é necessario medir quio diferentes duas palavras sdo. Para isso é usada
a distancia de Hamming'"]

Defini¢do 1.82 (Distancia de Hamming). A distdncia de Hamming entre duas sequéncias de bits (ou seja, en-
tre dois vetores de Z%') é a quantidade de posi¢des em que eles diferem. Denotamos a distancia de Hamming
entre a e b por d(a,b). ¢

4Trataremos em mais detalhes da defini¢do de distancia no Capl'tulo
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Exemplo 1.83. Exemplificamos com a distincia entre alguns vetores.

d(01011,01000) = 2
d(0101,0101) = 0
d(0001,1010) = 3. <

Supomos aqui que as mensagens a serem enviadas sdo divididas em blocos de k bits.

O emissor codifica as mensagens de k bits em palavras maiores, com n > k bits. Os bits adicionais serdo
usados para permitir a detecgdo e correcdo de erros. Por exemplo, suponha que k =2 en = 5. O emissor
entdo transforma as mensagens originais de 2 bits em outras mensagens com 5 bits:

00 — 00000
01 — 0101
10 — 10110
11— 11101

Este € um cédigo que permite representar 4 palavras diferentes usando 5 bits, por isso é chamado de [5, 4]-
cbdigo. Esté claro que o emissor ndo usard todas as possiveis sequéncias de 5 bits.

A palavra enviada do emissor ao receptor é sempre uma daquelas quatro palavras de cinco bits. A
mensagem codificada tem mais bits para adicionar redunddncia. O c6digo que demos de exemplo transforma
mensagens de dois bits em mensagens codificadas de cinco bits:

codificagdo

(mhmZ) (C1)C2)C3)C4)C5)'

Observamos que, como h4 somente 22 palavras de dois bits, que estamos descrevendo com cinco bits, nao
temos como usar todas as palavras de Z3 - as palavras codificadas formam um subespago de Z3: o zero
estd contido no conjunto; a multiplicagdo (/) por 0 ou por 1 resulta em palavra também no conjunto; e
finalmente, a soma também resulta em palavra deste conjunto:

01011 @ 10110 = 11101
01011 & 11101 = 10110
10110 ¢ 11101 = 01001

Apds uma mensagem ser enviada, o receptor terd cinco bits. Se os bits corresponderem a uma das quatro
palavras do c4digo, ele decidird que nio houve erro e aceitard a mensagem. Se os bits ndo formarem uma
palavra do cédigo (ou seja se os bits pertencerem a Z3 mas ndo ao subespago do cdigo), ele decidird que
houve um erro.

Quando o receptor detecta um erro, ele automaticamente troca a mensagem recebida por uma do cé-
digo - aquela que for mais préxima (usando a distincia de Hamming) da que foi recebida.

Um subespago de Z} pode entdo ser visto como um cédigo corretor de erros. O fato de cédigos deste
tipo serem descritos como subespagos de Z néo é coicidéncia: para que os algoritmos usados para detectar
e corrigir erros funcionem como projetados, o cédigo deve necessariamente ser subespaco de Z%, e ndo
apenas subconjunto.

Discutiremos mais sobre cédigos corretores de erros na se(;éo 0 livro de Hefez e Villela [HV08] é
um texto introdutdrio ao tépico.
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Exercicios

Grupos

Ex. 1 — Mostre que ({0,1},®) é um grupo.

Ex. 2 — Na Secgao apresentamos uma estrutura e dissemos que é um grupo. Verifique que de fato
se trata de um grupo (isso inclui, além de demonstrar que as propriedades valem, mostrar também que a
operagdo de grupo sempre resulta em outro elemento do grupo - e que nunca resultard em zero, que néo
pertence ao grupo). Também dissemos que usando aquela operagio do grupo, (g%)® = g®°. Mostre que
isso é verdade.

Ex. 3 — Prove que em qualquer grupo, o elemento neutro ¢ tnico.

Corpos

Ex. 4 — Mostre um corpo com quatro elementos.

Ex. 5 — No exemplo exibimos o corpo Q[v/2], formado pelos niimeros da forma a + bv/2. Pode-se
obter infinitos corpos como este, trocando ﬁ por outros nimeros. Que nimeros sdo estes? Demonstre o
que foi afirmado neste exercicio (que realmente se pode obter infinitos corpos desta forma).

Ex. 6 — O produto de Hadamard de duas matrizes A e B é a matriz C tal que ci; = ajjbij. Dados m e n, seja
M o conjunto de matrizes m X n com coeficientes reais. Determine se (M, +, ®) é um corpo, onde ® é o
produto de Hadamard.

Ex.7 — Além da operagio ldgicas e (denotada por /\) definida no texto, em Légica definimos a operagdo
ou, denotada por V, de forma que a Vb = 1 se e somente se pelo menos um dentre a e b for 1. Determine
se ({0,1},V,/\) éum corpo.

Ex.8 — SejaX = { z%z; } onde p e g sdo polindmios com q(x) # 0. X é o conjunto de todas as fungdes

racionais. Determine se X é um corpo com as operagdes usuais de soma e multiplicagdo para polindmios.

Ex. 9 — No exemplo(1.23] definimos as opera¢des “E” 16gico (/) e “Ou-exclusivo” (¢). Verifique que estas
duas operagdes sdo na verdade o mesmo que multiplicar e tomar o resto da divisdo por 2; somar e tomar o

resto da divisdo por 2.
C= {(a _b> : a,beR}
b a

o conjunto das matrizes 2 x 2 contendo um ndmero real na diagonal principal, e outro niimero, com sinal
alternado, na diagonal secunddria. Por exemplo,

@ _23)’ (—]5 ?) (—10/2 1éz>’ (\? \%)

Ex. 10 — Seja

pertencema C.
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a) Verifique que C é fechado para soma e multiplicacéo;

b) Verifique que, ao contrario do que vale para matrizes em geral, a multiplicacio é comutativa para
matrizes em C;

c) Verifique que C é um corpo;

Espacgos Vetoriais
Ex. 11 — A seguir hd uma lista de conjuntos. Determine se estes conjuntos sdo espagos vetoriais, se usar-
mos a soma e a multiplicagdo usuais.
i){(a,b) eR?: a<bl.
ii) O conjunto dos nimeros complexos com coeficientes racionais (a + bi, a,b € Q).
iii) O conjunto de pontos com coordenadas pares em R2.

iv) O conjunto dos pontos com pelo menos uma coordenada prima em R2.

)
i)
i)
)
v) O conjunto dos vetores (x,y, z z)" em R3 tais quex =0ouy =0.
vi) O conjunto dos vetores (x,y,z)" em R3 que sdo multiplos de (3,2,1)7.
vii) O conjunto dos vetores (x,y,z)! em R3 dentro de um cone.
i)

viii) Os vetores em R™ que, quando lidos, sdo palindromos (ou seja, todos os vetores da formd™|
(X1,X2yX3y -+ 4y X[n/2]y -+ -y X3, X2, X1)). Por exemplo, os vetores (3, 5,5, 3)7,(0,1,3,1,1,3,1,0)7
(9,8,—1,8,9)T sio palindromos.

ix) O conjunto das fun¢des reais crescentes.
x) O conjunto das fungdes constantes de R em R.

)

)
xi) O conjunto das fungdes reais pares.
xii) O conjunto das fun¢des reais impares.
i)

xiii) O conjunto das fungdes racionais (ou seja, as fungdes f(x) tais que f(x) = p(x)/q(x), onde p e q sdo
polindémios.

(7).

xiv) O conjunto das fungdes reais tais que f(0

) =
xv) O conjunto das fungdes reais tais que f(0) = f(1) +
(x

xvi) O conjunto das fun¢des reais continuas f(x) definidas no intervalo [0, 1], tais que Io x)dx =

)
)
i)
xvii) O conjunto das fungdes reais continuas f(x) definidas no intervalo [0, 1], tais que jo x)dx > 0.
xviii) O conjunto de todas as fungdes reais com perfodo 7t.

)

xix) Dada uma particdo dos reais em intervalos, o conjunto de fung¢des que tem derivada com o mesmo
sinal em cada um dos intervalos.

xx) Dada uma parti¢do dos reais em intervalos, o conjunto de fungdes tais que as derivadas em dois in-
tervalos adjacentes, quando diferentes de zero, ndo podem ser de mesmo sinal.

xxi) O conjunto de fungées F = { f(x) = acosx + bsenx: a,b € R}

xxii) O conjunto das matrizes 3 x 3 cujo determinante é zero.

5Na férmula descrevendo o vetor, [/2] é o menor inteiro maior ou igual a n/2. Por exemplo, [3] = 3 e [4.2] = 5.
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xxiii) O conjunto das matrizes A € M3 3 tais que AZ =A.

xxiv) O conjunto das matrizes 2 x 2 da forma

< X X+ y)
x+y y
xxv) O conjunto de todas matrizes diagonais de mesma ordem.

xxvi) O conjunto de todas matrizes triangulares superiores de mesma ordem.

xxvii) O conjunto das matrizes 4 x 4 cujas duas primeiras linhas so iguais a zero.

xxviii) O conjunto das matrizes 4 x 4 cujas duas primeiras linhas tem a mesma soma.

Ex. 12 — Verifique se as operacdes de soma a seguir podem ser usadas para tornar R? um espaco vetorial:
)v+w = (vi +wa,wy +vy)T"
Vi +va, Wi +wy)T

(
= (
i) v+ w = (viwy,vawy) T
iv) v+w=(2vi + 2v2,3w; +3wy)T"
= (vi,v1)7
=(v1,0)7
= (

v, DT

Ex. 13 — Considere as seguintes operagdes (os vetores sdao em R? e k € R):

(x,y,2) + (a,b,0)" = (x + a,y +b,z4¢)"
k(X,y,Z)T = (kx)y)Z)T

Determine se R> com estas duas operacdes é um espago vetorial.

Ex. 14 — Defina a operacdo “média” para vetores da seguinte forma:

1 1
X*y = §X+ Ey

Prove que esta operagdo é associativa, ou seja, que (U x V) x W = ux (v * W), se e somente seu = w

Ex. 15 — Prove que o conjunto de todas as sequéncias de Fibonacci é um espago vetorial (hd infinitas pos-
siveis sequéncias de Fibonacci, cada uma comegando com diferentes valores para f; e f5).

Ex. 16 — Sejam dois espacos vetoriais, V e W, ambos sobre o mesmo corpo. As operagdes de soma de
vetores nestes espacos sdo +vy e +w. O conjunto V x W € o produto cartesiano de V com W, ou seja, os
elementos de V x W sdo os pares (v, w),ondev € Vew € W. Que operagdes podemos usar em V x W para
tornéd-lo um espaco vetorial? Verifique que V x W com suas operagdes tem cada uma das propriedades
descritas na defini¢do de espago vetorial.
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Ex. 17 — Sejavum vetor em um espaco vetorial sobre o corpo dos reais, en € N. Prove, usando a defini¢do
de espaco vetorial, que
nv=v+v+---+v
—_————

nparcelas

Ex. 18 — Prove que em qualquer espago vetorial o elemento neutro para adigdo ¢ tnico.

Ex. 19 — Sejam v, w dois vetores em um espago vetorial. Prove que v é multiplo de w entdo w é multiplo
dewv.
Ex. 20 — Prove que em um espago vetorial,
i)ov=o.
ii) =lv+v=0.
ii) cO = 0.

111

)
)
iv)Seu+v =uentiov=0.
v) Dado v, —v é tnico.

)

vi)Secv=0entdoc =0ouv =0.

Ex. 21 — Prove que a quantidade de vetores em um espaco vetorial sobre um corpo F é finita se e somente
se F é finito.

Ex. 22 — Dissemos no exemplo que o conjunto de solugGes para qualgquer EDO linear homogénea é um
espaco vetorial. Demonstre este fato.

Ex. 23 — Mostre que hé equacdes diferenciais nio lineares cujas solu¢des também formam um espago ve-
torial.

Ex. 24 — Resolva o sistema em Z;:
Ixelyelz=1
xelygoz=1
Ix® 0y @1z =0.

Ex. 25 — Mostre um sistema linear em Z; que nio tenha solucio.

Subespacos, soma e soma direta
Ex. 26 — Demonstre a proposi¢ao[1.73
Ex. 27 — Demonstre o teoremal[1.69

Ex. 28 — Mostre que paraa EDOy” +y’ = 0, as fung¢des da forma g(x) = ae® —be*,coma+b = 0, sdo
um subespago do conjunto de solugdes.

Ex. 29 — O conjunto de matrizes reais simétricas quadradas é subespaco do espaco de matrizes reais qua-
dradas?
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Ex. 30 — Seja A uma matriz m x n. Para quais vetores b o conjunto {x: Ax = b} é subespaco de R™?

Ex. 31 — Seja E o conjunto das fun¢des escada. Uma fungdo h : R — R é uma fungio escada se é composta
de trechos constantes:

C1 sex & [b],bz)
h(x)=<{c2 sex € [by,b3)

A préxima figura ilustra uma fun¢io escada.

Prove que o conjunto de fungdes escada é um espago vetorial.

Ex. 32 — O primeiro quadrante é um subespaco de R?? Ou, de maneira geral, o primeiro ortante é subes-
pago de R™?

Ex. 33 — Encontre subespacos ndo-triviais do espaco vetorial de n bits, definido no exemplo
Ex. 34 — O exemplo lista alguns subespagos de F(IR). Prove que sdo de fato subespacos.

Ex. 35 — No exemplo nio verificamos que a multiplicagdo de uma solugdo por escalar resulta em outra
solugdo. Verifique.
Ex. 36 — Considere os dois sistemas lineares com os mesmos coeficientes (a mesma matriz A):

i) Ax = 0;

ii) Ax =b, comb # 0.

Se v é solugdo para (i) e w é solugdo para (ii), entdo v + w é solucdo para um dos dois sistemas. Qual deles?
Explique.
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Ex. 37 — No exemplo verificamos que o conjunto de solugdes para um sistema homogéneo de equa-
¢Oes lineares é subespaco de R™. Explique porque isso ndo vale para sistemas ndo homogéneos.

Ex. 38 — Para qualquer conjunto X, denotamos por 2X o conjunto de todos os subconjuntos de X. Por
exemplo,
A={1,2,3}
ZA :{(Z)){] }){2}){3})
{1,21,{1,3},{2,3},
{(1,2,3}}
Agora considere as seguintes operagdes que levam um elemento de Z; (ou seja, 0 ou 1) e um conjunto em
um outro conjunto:
ToA=A
0®A=0

Dado um conjunto X, determine se 2X com a operacdo ® é um espago vetorial sobre Z,.

Ex. 39 — Considere o conjunto de todas as matrizes reais diagonais de ordem n, para algum n fixo. Quais
sdo as duas operagdes que poderiamos usar sobre este conjunto para obter um corpo?

Ex. 40 — Mostre que o conjunto de todas as varidveis aleatdrias relacionadas a um mesmo experimento e
que tenham variancia finita formam um espaco vetorial quando usamos a operagio usual de soma de varidveis
aleatdrias e a multiplicagdo de uma varidvel por ndmero real.

Ex. 41 — Mostre que as fungGes constantes de R em R sdo subespago de C[—a, b].

Ex. 42 — Mostre que um conjunto de pontos (x,y) tais que y = p(x), onde p é um polinémio de grau
maior ou igual a dois, ndo é subespaco de R?.

Ex. 43 — Mostramos neste texto que o conjunto grafos de ciclos disjuntos é um espago vetorial. usando as
mesmas operagdes, diga se sdo espagos vetoriais:

i) O conjunto de subgrafos de um grafo;

ii) O conjunto de subgrafos conexos de um grafo (um grafo é conexo se sempre hd caminho entre quais-
quer dois de seus vértices).

ExX. 44 — Em M, a fungdo que d4 o traco (somatério da diagonal) de uma matriz é Tr : M, xn — R.
Mostre que o conjunto das matrizes 1 X n com trago zero é um subespago de My, xn.

Ex. 45 — Identifique o complemento do subespago mencionado no exercicio[44}

Ex. 46 — Sabemos que My, xn é espago vetorial. Prove que o conjunto das matrizes simétricas Spxn €
subespaco de M, xn, € que 0 conjunto S, «,, das matrizes antissimétricas é complemento de Sy, «n.

Ex. 47 — O conjunto F(R) de fungdes reais é soma direta dos conjuntos de fungdes pares e fungdes impa-
res?
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Ex. 48 — O conjunto M3, 3 das matrizes quadradas de ordem 3 pode é soma direta de:
i) Matrizes de ordem 3 nio-positivas e matrizes de ordem 3 nfo-negativas?

ii) Matrizes de ordem 3 singulares e matrizes ndo-singulares?

Ex. 49 — Diga quando se trata de soma, soma direta ou nenhum deles.
i) Sequéncias reais; sequéncias constantes; sequéncias ndo constantes.
ii) Sequéncias estritamente crescentes; sequéncias ndo estritamente crescentes.

iii) Todas as solucdes da equagéo diferencial y” —y = 0; as solu¢des da forma ke *; a solugdo trivial
mais as solugdes da forma je* — ke, com k,j # 0.



Capitulo 2

Dimensao e Bases

Neste Capitulo, revemos os conceitos de combinagio e dependéncia linear, presumidamente j4 estudados
em Geometria Analitica, desta vez de forma mais abstrata, e os usamos para construir os conceitos de base
de um espaco vetorial e de coordenadas de vetores em diferentes bases.

2.1 Dependéncia linear

Definigdo 2.1 (Combinagéo linear). Uma combinagdo linear de um conjunto finito de vetores v, va, ..., vy
em um espaco vetorial V sobre um corpo F é um vetor da forma

aijvy +azva + ...+ aQgvg
onde os a; sdo escalares (elementos do corpo F). ¢

Exemplo 2.2. Em R3, considere os vetores u = (0,2,0)T ev = (0,0,1)". Entdo os seguintes vetores sdo
combinacdes lineares de w e v:

u+v=(0,2,1"
u+2v=(0,2,2)"
w/2+v=(0,1,1T"

10u = (0,20,0)"

Note que nio ha combinagio linear de 1 e v com o primeiro elemento diferente de zero. <

A=8) »=(62)

Entdo as seguintes matrizes sdo combinagdes lineares de A e B:

A+B=(0 0
i (52>

51

Exemplo 2.3. Em M, sejam
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A—2B =
1 0 —3/2)
~A+2B=
XA (-5 32
A+TEB—< 0 1_7T>
243t —1—m
3A+0B=(0 3
+ (6 _3> <

Exemplo 2.4. No espaco das fun¢des reais, as seguintes fungdes sdo combinagdes lineares de f(x) =
2sen(x) e g(x) = —e™:

2f(x) — 2g(x) = 4sen(x) + 2e*
V3f(x) 4+ 0g(x) = 2v/3 sen(x)
1

Ef(x) + g(x) = sen(x). <

Definigéo 2.5 (Dependéncia linear). SejaS = {v1, V2, eun, vk} um conjunto de vetores em um espago
vetorial V. Se um dos vetores em S puder ser escrito como combinagio linear dos outros, o conjunto S é
linearmente dependente, ou LD. Caso contrario, é linearmente independente, ou LI ¢

Equivalentemente, um conjunto de vetores vy, ... vy é LI se a combinagdo linear
ajvy +azvy +...+agvk =0
implicaema; =a; =...=ax =0.

Exemplo 2.6. Temos a seguir conjuntos de vetores em R2,

2(1)1)T —4 (Z)Z)T
*1(1)1)T = (*1»*])1_
S0+ 51,1 =(1,2)

0 conjunto C é LI Se tentarmos obter um valor a tal que (1,1)" = a(—1,2)T, teremos

1=—q,
1 =2aq,

o que é impossivel.
A Figura a seguir ilustra geometricamente estes conjuntos de vetores.
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(2,2)
1,1 (1,1
A, conjunto LD B, conjunto LD
(_1 ) _])
(_1)2) [1)2)
(1,1 (=11 (1,1
C, conjunto LI D, conjunto LD

0O conjunto C tem exatamente dois vetores ndo colineares. Os outros tem vetores colineares (A, B) ou tem
mais de dois vetores (D). <

Exemplo 2.7. Em R3, os vetores

u (1)3)*2)1-»
V= (_])2)4)1—)
W

(1/4,2,0)7

sdo LD, porque u = —(1/2)v + 2w. <

Exemplo 2.8. No espaco de polindmios R; [x], os vetores (polindmios) x +2,x — 1 e 3x? + 2x + 4 sdo um
conjunto L.D., porque o tltimo é combinagao linear dos outros dois: 3x%+2x+4 = 3(x*+2)+2(x—1). =

Exemplo 2.9. No espaco das fungdes de R em R, os vetores (ou seja, as fungdes) f(x) = 3x, g(x) = cos(x)
e h(x) = In(x) sdo L.I,, porque nenhuma delas pode ser escrita como combinagio linear das outras: ndo
existem a, b e c diferentes de zero tais que

a(3x) +bcos(x) +cln(x) =0 (2.1)
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para todo x. Para mostrar este fato, supomos que existam b e ¢ tais que a equaqéovalha. EntZo, terfamos

- —cln(x) —b cos(x)’ (2.2)
3x

para todo x, com b e ¢ constantes. Mas o valor de a, que presumimos ser constante, dependeria do valor de
x, porque o lado direito da equagdo 2.2 ndo é constante: como contraexemplo basta tomar x = e, x = 1,
X = e x = 27, por exemplo, e temos

—clIn(1) —bcos(1)

o . ~ —0.1801b,
= —eIn0m =beosm 10610 — 0.1214c,
3m
o= —CeInl2m) —beos2m) _ (530h — 0.0975c,
67
a= "¢ ln(e)s_eb“’s(e) ~ 0.1118b — 0.1226c.

Este sistema linear sé tem a solugdo trivial com a = b = ¢ = 0, que é portanto a Ginica maneira de
satisfazer a equagdo[2.1] <

Exemplo 2.10. As matrizes A, B e C a seguir formam um conjunto L.1.

SHEN KSR

No entanto, A, B, C acima junto com a matriz D abaixo formam um conjunto L.D., porque D = (—1/7)B+
C, ou seja,
D= ( 0 —I > . <
—1 0

Exemplo 2.11. No espaco das fungbes continuas complexas, e'X, e X, seno e cosseno sdo LD, porque as
duas dltimas podem ser escritas como combinac¢des lineares das duas primeiras:

1 . 1
cosezie‘e—kie <

1. . 1 .
sin® = —Eiele + Eie*‘e.

Note que especificamos o espaco das fungdes continuas complexas, porque as fungdes e™ e e~ * sdo com-
plexas <

Exemplo 2.12. No espaco 73, os vetores 01101 e 11100 sio linearmente independentes, porque nenhum
é multiplo de outro. Mas se tomarmos também o vetor 10001, obteremos o conjunto

{01101,11100, 10001},
que é linearmente dependente, porque

1(01101) @ 1(11100) = 01101 & 11100 = 10001. <
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Teorema 2.13. Qualquer conjunto que contenha o vetor zero, 0, é linearmente dependente.
Demonstragdo. Seja A ={0,v1,Vz,...}. Entdo
0= 1(0) +0(V1) +0(V2))---)

e como hd uma combinagZo linear dos vetores com um coeficiente ndo-nulo resultando em zero, o conjunto
é linearmente dependente. n

2.2 Conjuntos geradores e bases

Um espaco vetorial, mesmo tendo infinitos elementos, pode ser descrito por uma quantidade finita deles.

Na leitura da defini¢do a seguir deve-se ter em mente que uma combinagio linear sempre é de uma
quantidade finita de vetores, mesmo que estes sejam escolhidos de um conjunto infinito (ou seja, ndo con-
sideramos somas infinitas da forma a;vy + axva +---).

Defini¢do 2.14 (Gerador). Seja V um espaco vetorial e S um subconjunto nio vazio de V. O conjunto de
todas as combinages lineareq!]de vetores de S é denotado por [S]. Dizemos que S gera [S]. ¢

Exemplo 2.15. Considere X = {(1,2,0)7,(2,1,0)" }, subconjunto de R3. Entdo [X] é o conjunto de to-
das as combinagdes lineares de (1,2,0)T e (2,1,0)". Este é exatamente o conjunto de vetores da forma
(% y,0)7. <

{69 @)

gera as matrizes diagonais de ordem dois. Por exemplo, seja A = (¢ 9 ). Esta matriz é uma combinagdo
linear das duas matrizes acima:
A=qa(l 0 b(0 0, <
(O O> (0 —1

Exemplo 2.17. O conjunto de polindmios {1, x%, x*} gera os polinémios de grau zero, dois e quatro em x:

Exemplo 2.16. O seguinte conjunto,

ap = ap(1)
ao + a1x? = ao(1) + a1 (x?)
2 2

arx :(11(7( )

ao 4+ a1x? + axx* = ap(1) + a1 (x?) + az (x*)

10 conceito de gerador na verdade é semelhante em espagos vetoriais e grupos (geradores de grupos sdo abordados brevemente na
seqao[L.6.1] pégina[38), embora os tenhamos apresentado de formas ligeiramente diferentes. Um subconjunto S C A gera o conjunto
A se podemos descrever A somente com elementos de S, combinados de alguma forma. Em grupos, “combinar” é usar a operagdo de
grupo. Em espagos vetoriais, podemos “combinar” os elementos do conjunto S através de combinagdes lineares. O gerador descreve
de maneira compacta o conjunto. Por exemplo, o conjunto {2, 3} gera o grupo formado pelos multiplos de dois e de trés, com a
operagio de multiplicagdo. Para outro exemplo, podemos exibir o conjunto {a, b}, que contém dois elementos, “a” e “b”, e a operagdo
de “concatenacdo”. Os elementos do conjunto so as sequéncias de simbolos “a”, “b”, “aa”, “bb”, “ab”, “ba”, e todas as sequéncias
que se pode construir com “a” e “b”.
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0 conjunto {1,x? + x*, x*} também gera os mesmos polinémios:

ao = ao(1)
ap + arx? = ao(1) + ay (xz +xH — a1 (x)

arx? = a;(x* +x*) — a1 (x)

ao + a1x? + axx? = ao(1) + a1 (x* +x*) + (a2 — ar)(x*)

Exemplo 2.18. O conjunto {f(x) = e*, g(x) = cos(x), h(x) = 1} gera o conjunto de todas as fun¢des da
forma
j(x) = ae* + bcos(x) + ¢,

coma,b,c €R. |

Exemplo 2.19. O conjunto de sequéncias de bits
{1000, 0110, 0001}
gera as sequéncias de bits da forma abbc:

0000,1000
0001,0110
1001,1111 <

Teorema 2.20. Se V é um espago vetorial e S subconjunto ndo vazio de V, entdo [S] é subespaco de V.

Demonstragdo. Seja S = {s1,$z,. .., Sk} subconjunto de V.

Claramente zero pertence a [S]: basta escolher a combinacio linear com todos os coeficientes iguais a
zero e qualquer vetor de S.

Se u,v € [S], entdo existem escalares a1, ay, ..., ay tais que

u=as; +azs; +...+ ansk
v=D>b1s; +brsy;+ ...+ bysg.

A multipicagio por escalar resulta em outro elemento de [S]:
™MW =Ta18; +7A282 + ...+ TQp Sk,

que também é combinagio linear dos vetores s, logo pertence a [S].
A soma de u com v também estd em [S]:

u+v=ais;+as;+...+ansx+bis; +bas, +...+ bnsi
=(a; +by)sy+ (az +ba)sy +...+ (an + by)sk. [ ]
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Exemplo 2.21. Considere o espago vetorial R?, e seu subconjunto S formado pelos vetores da forma
(1,2,1,0)T e (0,1,0,0)T. O conjunto gerado por S conterd vetores da forma (x,y,x,0)", e este conjunto
¢é um espaco vetorial:

+ [S] é fechado para as operagdes de soma e multiplicagdo por escalar:

- (a,b,a,0)T + (%,4,%,0)7 = (a +x,b+y,a+x,0)T, que também pertence a [S].
- k(x,4,%,0)" = (kx, ky, kx,0)T, que pertence a [S].
+ As operagdes de soma de vetores e multiplicacdo por escalar sdo as mesmas que tinhamos em R*,
portanto sdo associativas; a soma de vetores é comutativa; e vale a distributividade.
+ O vetor zero é da forma (x,y,x,0)",comx =y = 0.

« Dado um vetor (x,y,x,0)T, temos o vetor (—x, —y, —x, 0) T, que também pertence a [S]. <

Teorema 2.22. Sejam S e U subconjuntos ndo vazios de um espago vetorial V. Entdo
i) SCIS.
ii) [[S]] = [S].
i) S C UWimplicaem [S] C [U].
v) [VI=V.

Demonstragdo. A validade de todos os cinco itens segue facilmente.

(i) Sejax € S. Entdo 1x = x é combinagio linear de um elemento de S (o préprio x).

(ii) Primeiro, [S] C [[S]]: segue diretamente de (i). Agora, [[S]] C [S]: se x € [[S]], é combinagdo linear
de vetores em [S]. Mas a combinacdo linear de vetores de [S] também estd em [S].

(iii) Se v € [S], entdo v é gerado por vetores s7,...,sx € S. Mas como S C U, entdo os sy, ...,sk € U,
e portanto v € [U].

(iv) Primeiro, [V] C V: os vetores de [V] sdo obtidos por combinacio linear de vetores de V; mas uma
“combinagio linear” é feita com as operagdes do espaco V. Como V é fechado para elas, os vetores de [V]
também estdo em V. Agora, V C [V]: segue diretamente de (i). [ |

Do item (iv) deste teorema concluimos que se S é subespaco de V, entdo [S] = S.

Teorema 2.23. Seja B um conjunto de n vetores L.I gerando um espago vetorial V. O maior conjunto L.1 de vetores
em V tem tamanho igual a n.

Demonstragdo. SejaY ={y1,y2,...,yk}um conjunto L.I.em V, e supoha que k > 1. Como cada um dos y;
estd em V, pode ser escrito como combinagio linear de B:

y1 =anby +anby +---+ajnbs
y2 = az1by + azby + -+ 4 aznby

Yn = an1b1 + aanZ +---+ annbn
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Yk = axiby + axoby + - + axnbn

Note que nenhum dos y; é zero, porque o conjunto Y é L.I.
Isolamos by na primeira equagio, by na segunda, e assim por diante, somente até a n-ésima:

by = (an) ' (y1 —aizby — - — ainby)
by = (az22) ' (—az1by +y2 — - — aznby)
bn = (ann)71 ( - an]bl % aanZ e +yn)

Mas isto significa que podemos escrever B usando apenas n dos vetores de Y. Consequentemente, podemos
escrever os outros vetores restantes, yn 11 ... yx como combinacdo linear destes n vetores de Y. Logo, o
conjunto Y ndo é L.I. |

Defini¢do 2.24 (Base). Seja V um espaco vetorial e B um subconjunto finito e ndo-vazio de V. Dizemos
que B é uma base de V se:

* BELIL;
+ [B] = V (ou seja, todo vetor de V pode ser escrito como combinagio linear de vetores de B,e B é o
menor conjunto que permite escrever todos os vetores de V). ¢
Exemplo 2.25. Os vetores e; = (1,0,0)T,e; = (0,1,0)7, e e3 = (0,0,1)T sdo uma base para o es-

paco vetorial R3, j4 que (i) todos pertencem a R3 e (ii) todo vetor (x,y,z)" de R3 pode ser escrito como
combinacio linear de eq, e; e e3:

xe1 +yey + ze3 = x(l,O,O)T +y(0,1,0)T + z(0, 0, n'= (x,y,z)T.
Outras bases para R> s3o
{(1,2,3)7,(4,5,0)7,(6,0,0)" }
{((1,1,27,00,2,2)7,(2,2,2)"}
{(0,0,m)7,(0,€,0)",(v2,0,0)"} <

Exemplo 2.26. Considere C como um espaco vetorial sobre R - ou seja, o corpo subjacente é o dos reais.
Queremos gerar todos os complexos, que sdo da forma

a + bi,

e portanto precisamos de dois nimeros na base. Como sé os multiplicaremos por reais, precisamos de um
real e um complexo:

Podemos desta forma gerar qualquer complexo como combinagio linear de B, com coeficientes reais (porque
o corpo subjacente é R).

Se quisermos poder multiplicar por complexos, temos que mudar o corpo subjacente, e usar C. Neste
caso, s6 precisamos de um elemento na base:

B’ :{1 +i})
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Qualquer complexo pode ser escrito como multiplo de 1+ 1. Suponha que queiramos escrever a+ bi como
multiplo de 1T + 1. Queremos x, y tais que (x + yi)(1 4+ 1) = a + bi. Multiplicando, temos

(x+yi)(1+1) = (x—y) + (x +y)i.

portanto precisamos de x e y tais que

a=x—Yy
b=x+y,
ou seja,
_b+a
-2
~_b—-a
YT

De fato: considere o complexo 3 — 5i. Temos neste caso a = 3, b = 5. Precisamos usar, portanto,

53
— 2 =
—5-3
y = 2 = _4)
e o nimero que queremos é —1 — 41, Verificamos:
(—1—4i)(1 +1) =3 —5i. <

Defini¢do 2.27 (Base candnica para R™). No espaco R™, denotamos por e; o vetor coluna com todos os
elementos iguais a zer(ﬂ exceto o i-ésimo elemento, que € igual a um. Ou seja,

er =(1,0,0,...,0)"

e;=(0,1,0,...,0)"

e; =(0,0,1,...,0)7

en =(0,0,0,...,1)7

A base candnica para R™ é
{eheZ)-'-)en}- ‘
Exemplo 2.28. Para qualquer n inteiro maior que zero, hd infinitas bases diferentes para R™. Por exemplo,
os vetores
by =(2,1,1,1,...,1)T
b, =(2,2,1,1,...,1)T

A s ~ ~ N
20s vetores da base candnica também sio chamados de vetores de Kronecker. Em R3, e1, €2, e3 sdo algumas vezes denotados por 1,
~
Jek.
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bs;=(2,2,2,1,...,1)T

b, =(2,2,2,,2...,1)7
também formam uma base para R™, ja que sdo n vetores LI, todos pertencentes a R™. <
Exemplo 2.29. O espaco Ry, [x] de polindmios com grau < n tem como base o conjunto
B ={1,x,x%,x3,...,x"}.

Esta ndo é a Uinica base de R, [x]. Todo polindmio pode também ser escrito como combinagéo linear de

B/ ={x,x+1,2x%,3x3,...,nx"™ }.
Por exemplo, o vetor (polindmio) 5x% + x — 3 pode ser descrito facilmente usando a base B:

5%% +x —3=5(x%) + 1(x) — 3(1).

Para escrever este mesmo polinémio na base B’, verificamos primeiro que precisamos da constante —3, e
como o Gnico elemento da base que nos da constantes é “x + 1", damos a ele o coeficiente —3. Temos entdo

—3x—3,
mas precisamos de x, e ndo —3x. Adicionamos entdo quatro vezes o polindmio x, que também esta na base:
4(x) —3(x+1)=x—3.

Somamos agora 5 vezes x? e temos
2 5,2
5x +x—3zi(2x)+4(x)—3(x+1). <

Exemplo 2.30. O espaco R[x] de todos os polinémios reais, com qualquer grau, nio é finitamente gerado
(ndo tem base finita). Uma base para este espaco é o conjunto { 1,x,x%,x3,...}. <

Exemplo 2.31. O espago das matrizes quadradas 2 x 2 com coeficientes reais tem como base o conjunto
formado pelas quatro matrizes no conjunto B a seguir.

{6 6o 69 B9

Outras bases para este mesmo espago sdo

{0960 69 69)
e ={(11). 23) (% =) (2 B)}

De maneira geral, o espago das matrizes m x n terd uma base com mn matrizes. <
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Exemplo 2.32. Como vimos no exemplo o espaco vetorial formado pelas solugées da equagio dife-
rencial ordindriay” —y’ = 0 contém as fun¢des da forma

y = ae* —be *.
Estas fun¢des sdo claramente combinacdes lineares de e* com e ™. Assim, a base do espago é
B = {f(x) = %, g[x) = ¢},
e 0 espaco tem dimensao dois. poderiamos também ter usado a base
B’ ={f(x) =e*+e % g(x) =e*—e ™~}
porque este conjunto também é LI e gera o mesmo espago. <

Para definirmos dimens&o precisamos determinar primeiro que as bases para um espago vetorial tem
todas o mesmo tamanho.

Teorema 2.33. Se um espago vetorial tem pelo menos uma base com um niimero finito de elementos, entdo todas as
suas bases tem 0 mesmo tamanho.

Demonstragdo. Seja V um espaco vetorial e B uma base de V com n elementos. Como V = [B], entdo nao
pode haver mais que n vetores L.I. em V, e portanto ndo ha base maior que B.

Se houvesse base B’ menor que B com m < n vetores, entdo terfamos [B’] = V, e gerarfamos V com
m < n vetores, e B ndo poderia ser L.I. (portanto ndo poderia ser base). |

0O conceito de dimensdo captura uma idéia simples: se, para expressar um vetor em um espago, preci-
samos de n coordenadas, o espago tem dimensdo n (posto de outra forma, a dimensio é a quantidade de
graus de liberdade que temos se quisermos escolher um vetor).

Defini¢do 2.34 (Dimensdo). Um espago vetorial tem dimens3o finita se é o espaco trivial ou se tem pelo
menos uma base com um nimero finito de elementosﬂ Em outros casos, o espaco tem dimensio infinita.
Se um espaco V tem dimensio finita, entfo sua dimensdo, denotada dim V, é o niimero de vetores em
qualquer base de V.
0 espago vetorial trivial { 0 } tem, por defini¢io, dimensdo zero. ¢

Exemplo 2.35. O espaco R3 ¢ gerado por bases com trés vetores, portanto tem dimensio 3. De forma mais
geral, o espaco R™ pode ser gerado pela base { ey, ..., e, } com 1 vetores, portanto dim(R™) = n. <

Exemplo 2.36. O espaco Ry, [x] dos polindmios com grau < n é gerado pela base
{ 1%, %%, .. x™ },
que tem n + 1 vetores, e portanto dim(R [x] =n + 1). <

0 préximo exemplo mostra que se mudarmos o corpo subjacente podemos mudar a dimensdo de um
espaco vetorial.

3F possivel generalizar a nogio de base, permitindo uma quantidade infinita de elementos, e resultando em espacos vetoriais de
dimensdo infinita. A descrigdo das bases para alguns destes espacos vetoriais envolve dificuldades conceituais, e ao longo deste texto
os abordaremos em poucos exemplos. O Capl’tulotrata mais extensivamente de alguns espagos de fun¢des com dimensao infinita.
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Exemplo 2.37. O conjunto de polindmios {1, x,x?,x3, ...} é linearmente independente e suas combinacdes
lineares sdo os polindmios com coeficientes reais. Embora este conjunto seja de fato uma base para os
polinémios em R, nio trataremos deste caso, porque o conjunto ¢ infinito. Dizemos que a dimensdo do
espaco de todos os polindmios em R € infinita (dim R, [x] = c0). <

Exemplo 2.38. O espaco F de todas as fungdes f : R — R nio é gerado por qualquer base finita, portanto
tem dimens3o infinita. Para verificar, basta observar que cada polinémio determina uma fung¢io, e como
dim R, [x] = oo, necessariamente dim F = oo, porque uma base para F deve conter uma base para R, [x].

<

Exemplo 2.39. No exemplo mostramos que se quisermos tratar C como um espago vetorial sobre os
reais - ou seja, somamos complexos mas sé os multiplicamos por reais - entdo o espago poderia ter como
base

B ={1,1i},

e portanto sua dimensZo é dois.
No entanto, se quisermos tratar C como um espago vetorial sobre C - ou seja, se quisermos poder somar
e multiplicar complexos entre si, podemos usar como base

B’ = {1 })
e passamos a ter um espaco de dimensio um. <

Exemplo 2.40. Damos como exemplo agora outro espago de dimensdo infinita - o espago das fungdes
racionais, que definimos a seguir.

Definigdo 2.41. Uma fungdo racional f(x) é a razdo de dois polindmios:

sendo q(x) diferente do polinémio nulo. ¢
O conjunto de todas as fun¢des racionais é um espago vetorial:
i) Este conjunto estd contido no conjunto de todas as fun¢des reais, que sabemos ser um espaco vetorial;
ii) A fungdo zero estd neste conjunto, comp(x) =0e q(x) = T1;

iii) Tanto a soma de duas funcdes racionais como a multiplicacdo de uma funcdo racional por escalar
resultam em outra fungfo racional.

Este espago vetorial tem dimens3o infinita. O conjunto

) 1 1 X
) .3 2
{X’ (x—aP*t?’ (x2+bx+c)1’ (x2+bx+c)t! - JeNa,beeR,b <4C}

que tem infinitos elementos, é LI e constitui uma base para o espago vetorial das fungdes racionais reais.
NZo demonstraremos aqui estes dois fatos. <

Teorema 2.42. Em um espaco V de dimensdo n, qualquer conjunto com n vetores L.I é uma base.
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Demonstragdo. Para ser uma base precisamos que o conjunto seja L.I. e que gere o espaco vetorial. Como ja
temos um conjunto L.L., basta mostrar que os n vetores geram o espago.

Sejam V um espago vetorial de dimensdon, e X = { x1,x2,...,X, } um conjunto L.I. de vetores de V.

Mostraremos agora como escrever qualquer vetor v como combinagao linear de elementos de X.

Se adicionarmos um novo vetor a X teremos um conjunto L.D. (porque teremos mais que n vetores).
Assim, ao adicionarmos v # 0, existem a; e b tais que

axX1 +aXy 4+ ...+ apXy +bv=0
mas b deve ser diferente de zero porque X é L.L, e se b fosse zero, terfamos a combinagio a1x7 +azxz +...
+anxn =0, com algum a; # 0. Entdo,

1
VZB(—CHX]—ClzXz—...—aan). | |

0 préximo teorema nos garante que podemos, a partir de qualquer conjunto L.I., completar uma base
para um espago vetorial - algo que faremos em algumas demonstragdes mais adiante.

Teorema 2.43. Seja U um subconjunto linearmente independente de um espago V de dimensdo finita. Se U ndo
gera V, podemos adicionar vetores a U de forma a obter uma base para V.

Demonstragdo. Se U ndo gera V, entdo existe pelo menos um vetor v € V que ndo pode ser escrito como
combinagio linear de vetores de U. Adicionamos v a U, obtendo um novo conjunto de vetores L.I. Repeti-
mos este processo até obter um conjunto que gere V. Tal conjunto serd obtido com no maximo n vetores,
onde n € a dimenséo de V, porque de outra forma teriamos n + 1 vetores L.I. em um espago de dimensio
n. ]

Exemplo 2.44. O conjunto
X = {(O»O) 1 )T) (O) Z)Z)T}

tem dois vetores LI, mas ndo gera o espago R (este conjunto sé pode gerar vetores com a primeira coor-
denada igual a zero). Podemos completar este conjunto com mais um vetor, obtendo uma base:

X/ :{(0)0)1)1_)(0’232)1-3 (3)3)3)T} <

Exemplo 2.45. Seja
A={1,1+x%).

Este conjunto gera os polinémios de grau zero ou dois (mas ndo os de grau um), e portanto nio pode servir
de base para R3[x]. Podemos completa-lo com mais vetores (polindmios):

B={xx}
AUB={11+x*}.
Estes conjuntos geram
[AUB] = (a)1 + (b)x + (c)(1
= (a+ )T+ (b)x + (e)x* + (d)x?,

e teremos
[AUB]ZR_?,[X}. R |
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Exemplo 2.46. Sabemos que dim M, é n?. Seja S o conjunto das matrizes triangulares superiores e I
o conjunto das matrizes triangulares inferiores, de ordem n. Por exemplo, se n = 4, entdo

1000 24 6 8
230061’ 01 35]¢es.
1020 0 0 36
5132 0002
Para qualquer n fixo, tanto I como S sfo espacos vetoriais. As dimensdes destes espagos sdo
&ml:&msziggil

A soma deles é 0 espago M, xn, , mas a soma das dimensdes é

dimI+dimS =2 <n(nz+1)> =n?+n,

diferente de dim M, «,,. Isto acontece porque a soma nio é direta:
INS =D,
onde D é o espaco das matrizes diagonais de ordem n. e portanto calculamos

dimI+dimS —dimINS
=dimI+dimS — dimD

~(nn+1) nn+1)
<2> * (z) -

1
:zn(n2+ ) .
=Mm?+4+n)—n
:‘n_z

- dim MHXTL'

A soma das dimensdes ndo € igual a dim M, x,, justamente porque ndo € direta: a interse¢do dos dois
espagos ndo contém somente o zero. <

Os préximos teoremas relacionam as dimensdes de subespacgos somados com a dimensao da soma deles.

Teorema 2.47. Seja V um espaco com dimensdo finita, tal que V = U & W. Entdo
dim(U @& W) = dim(U) + dim(W).

Demonstragdo. Seja n a dimensdo de V. Podemos construir uma base B para U da seguinte maneira: es-
colhemos qualquer vetor u; € U que seja diferente de zero e o incluimos em B. Depois, adicionamos
outros vetores de U ao conjunto B, desde que ele continue L.I. Como U C V, haverd no méximo n vetores,
portanto B é finito. Como B é o maior subconjunto L.I de UL, é base de U.

Suponha que o numero de vetores em B seja k. Se k < m, podemos adicionar mais vetores de W até
formar uma base para V. Seja B’ o conjunto destes vetores usados para complementar B. Entdo [B'] = W,
e [BUB’] = V. J4 hd k vetores em B, portanto W deve ter n — k vetores, porque uma base para V precisa
de exatamente n vetores.

Temos entdo que

dim(U) + dim(W) =k + (n— k) = n = dim(V). |
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Proposigdo 2.48. Todo subespago U de um espago V de dimensdo finita tem um complemento em V: este com-
plemento é um outro subespaco W talque V.=U ¢ W.

Demonstragdo. A proposicdo é provada implicitamente na demonstragéo do teorema |

Note que “complemento” nio necessariamente significa complemento de conjuntos; também nio é
necessario que o complemento seja tinico, como podemos verificar no exemplo a seguir.

Exemplo 2.49. Seja A o subespaco de R? formado pelos vetores (x,y) com x +y = 0 (ou seja, a reta
y = —x passando pela origem).

A dimensdo de A é 1, porque A é gerado por (1,—1).

0 subespaco B = { (x,y): x—y =0} ¢é complemento de A, e R? = A @ B. A dimensdode B é 1,
porque é gerado por (1,1)

Mas o subespaco C = { (x,y) : 2x —y = 0 } também é complemento de A, e R? = A @ C. A dimenséo
de C é 1, porque é gerado por (1,2).

Temos portanto

dim(A) + dim(B) = 2 = dim(R?)
dim(A) + dim(C) = 2 = dim

Quaisquer duas retas diferentes passando pela origem podem gerar R?, portanto uma reta tem, em R?,
infinitos complementos. A figura a seguir mostra o subespago A (a retay = —x) e trés dos seus infinitos
complementos: 0 subespaqo B (areta y = X); 0 outro subespago C (areta y= 2x); e um outro subespaqo,
D (aretay = x/3).

4
¢ B
2 D
Y 0
4 2 0 2 4
-2
X
A
—4

Com os vetores da reta A e os vetores de uma das outras retas diferentes de A, podemos gerar todos os
vetores em R?, <

Exemplo 2.50. Sabemos que R4 [x] = Ry [x] ® Rj3. 4[x]. Uma base para R;[x] é

{1,%,%x*}

e portanto sua dimenséo é 3. Uma base para R3_ 4[x] é

{0}
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e portanto dim(R3. 4[x]) = 2.
A dimensdo de R4 [x] deve entdo ser 5. E realmente, uma possivel base para R4[x] € a unido das bases
dos subespacos que acabamos de mostrar:

{1,%,x%,x*x" }.

Concluimos portanto que dim(R4[x]) = 5.
Observamos também que o complemento de R [x] é R3. 4[x], também subespaco de R4 [x], conforme

a proposicao <

Exemplo 2.51. Seja F o espago de fungdes reais, e K o espaco de fungdes constantes. Seja N o conjunto
N ={o}uU F\K,

ou seja, N contém todas as fungdes ndo constantes e também a fungio zero. Embora N seja o complemento
de K na linguagem de conjuntos (N = K<, ou N = K), ele ndo é complemento do espago vetorial K.

Para verificar isto, mostramos que N nio pode ser espaco vetorial, porque a soma em N no é fechada.
De fato, podemos somar duas fun¢des nio constantes resultando em uma fungio constante: seja a funcdo
constante h(x) = k. Construimos duas funcdes

f(x) =x+k
g(x) =—x

e temos (f + g) = h: a soma de duas fungdes, uma crescente e uma decrescente, igual a uma funcio
constante. Assim, a soma nio é fechada em N, logo N nfo é espaco vetorial, e por isso ndo pode ser com-
plemento de um subespaco. <

Teorema 2.52. Seja V um espago com dimensdo finita igual a n, tal que V.= U + W. Entdo
dim(U + W) = dim(U) + dim(W) — dim(U N W).

Demonstragdo. SejaX = UNW. Argumentamos que a base de X, com k vetores, pode ser usada como parte
das bases de U e W, com 1 > ke m > k vetores. Assim, ao construir bases para U e W, observamos que
Bx C By e Bx C By, e portanto devemos contabilizar os vetores de By, e By, descontando o tamanho
de Bx, que é subconjunto de ambos.

R i
base: 1 vetores, ° base: m vetores,
k deles de Bx base: Bx com k deles de Bx

k vetores
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Mais detalhadamente: sabemos que X é subespaco de V, e podemos construir uma base para X, com
vetores

BX :{X1,X2,...,Xk},

sendo k a dimensdo de X. Como X C U, podemos também completar esta base para obter uma base de U
com os vetores

Bu :{Xl,"°)xk>uk+1)'°')ul})

onde 1 é a dimensdo de U. Também podemos da mesma forma completar a base de X para ober uma base
de W:

BW:{X1>-'-)Xk>wk+1)---)wm}»

onde m é a dimensdo de W.

Se um vetor a pertence a U + W, pode ser descrito (ndo necessariamente de maneira Gnica) como a
soma de um vetor de U e um de W (a = u + w). Mas u e w sdo combinacdes lineares de vetores das bases
deUeW:

a=o0qX] + 00Xy + ...+ Xk + O p1Ure1 + ...+ oquy (este é u)
+B1x1+Poxa+ ..+ PrXk + Prr1Wke1 + oo+ PmWm (este é w)
= (o1 + B1)x1 + (o2 + B2)x2 + ... + (o + Br)xic
+ 1y F .o+ oy + Prr1Wiks1 + oo+ PmWme
Este conjunto,
B={X1,...,XK, U1y U, WkiTlyeuey, W |

portanto gera V, e tem 1 + m — k vetores. Para mostrar que B é uma base de V, falta mostrarmos que B é
L.I
Se B fosse L.D., poderiamos encontrar coeficientes o, B, Yi, ndo todos zero, tais que

Xy + ..+ X, Rk 1 Wk e B+ Y Wk oo+ YmWm = 0. (2.3)

Suponha que algum o # 0. Terfamos entdo
Xy + .o+ oaX |+ ..+ ox =0,
#0

o0 que ndo é possivel, j4 que estes vetores sdo base de X (e portanto L.I.) Como os «; s3o zero, temos que
supor em seguida que algum (3; é diferente de zero. Mas entdo terfamos

X1+ o K+ Br it o | Biug |+ B =0,
#0
o0 que também nio é possivel, porque
{x1, .05 X, U1y - ey

é base para U, e portanto é L.L.

Repetimos o raciocinio para os yi, e concluimos que para que a expressio valha, todos os coefici-
entes devem ser zero, e 0 conjunto BéL.L

Provamos que B é base para U + W, e tem | + m — k vetores. Assim,

dim(U + W) = dim(U) + dim(W) — dim(U N W). |



68 CAPITULO 2. DIMENSAO E BASES
Observe que na demonstragéo de Teoremal2.52} comecamos construindo uma base Bx para a intersecio
U N W justamente para poder construir as outras duas bases By, e By, tendo Bx como intersec3o.

Exemplo 2.53. Sejam A ={ (0, w,x,y,2): w,x,y,z€ R}eB ={(a,0,b,c,0): a,b,c € R }subes-
pacos de R>. O espaco A contém todos os vetores onde a primeira coordenada é zero; o espaco B tem os
vetores onde a segunda e a quinta coordenada sdo zero. Temos claramente que

A+B =R
Agora calculamos as dimensdes destes espacos. Uma base para A poderia ser
Ba ={(0,1,0,0,0)",(0,0,1,0,0)",(0,0,0,1,0),(0,0,0,0,1)" }
={ez,e3,e4,e5}
e portanto dim(A) = 4. Uma base para B tem trés vetores:
Bp ={ei,es eq},

edim(B) = 3.

A soma das dimensdes de A e B é sete - diferente da dimensio de R>. Calculamos ento a dimensio de
AN B.

Como A N B contém vetores que estdo em A e também em B, entfo

ANB=1{(0,0,d,e,0)": dyecR}
contém vetores com as coordenadas 1, 2 e 5 iguais a zero. Este espaco pode ser gerado pela base
Bag ={es,eq},

e tem portanto dimensio 2.
Verificamos entdo que

dim(A + B) = dim(A) + dim(B) — dim(A N B)
5=4+3-2. <
Finalizamos esta se¢do com uma observagio importante: o Teoremavale para dois espagos U e

V, mas nio pode ser generalizado usando o principio da inclusio-exclusio, que usamos em Combinatéria.
Com somas de espacos vetoriais, ndo necessariamente temos

dim(U+V+W)= dimU+dimV+dimW —dim(UNV)
—dim(UNW) —dim(VN W)
+dim(UNVNWwW). (2.4)

Isto acontece porque nio ha distributividade de N sobre +: em geral, AN (B+ C) # (ANB)+ (ANC),
onde + é soma de espagos vetoriais.

Exemplo 2.54. Sejam

A ={(x,0) : x € R},



2.3. ISOMORFISMO E COORDENADAS 69

B :{(O>y) ‘Y ER}»
C={(a,a):a R}

Temos dim(A + B + C) = dim(R?) = 2. Mas observamos que

ANB={(0,0)},
ANC={(0,0)"}
BNC={0,0)"},
ANBNC={(0,0)T},

e se usarmos a férmula[2.4] chegaremos a

dim A + dim B + dim C — dim(A N B) —dim(B N C) — dim(A N C) + dim(aNn BN C)
=14+14+1 —-0—-0—-0 +0

que ndo é a dimensio correta. <

2.3 Isomorfismo e coordenadas

Nesta secdo mostramos que os espacos que estudamos sdo aparentemente diferentes, mas na verdade sao
tdo semelhantes aos espacos da familia R™ que é possivel restringir nossa discussdo somente a estes ulti-
mos.

Dizemos que duas estruturas algébricas sdo isomorfas se existe alguma forma de traduzir os objetos de
uma para a outra, preservando a estrutura - ou seja, operacdes realizadas com elementos na estrutura A
sdo semelhantes estruturalmente a operagdes se traduzirmos primeiro da estrutuar A para B.

Defini¢do 2.55 (Isomorfismo). Sejam V e U dois espacos vetoriais. Um isomorfismo entre V e U é uma
fungdof: V — Uque é

i) bijetora - ou seja, f tem inversa;
ii) transformaco linear - ou seja, para todos vetores v,w € V e todo escalar c,

- f(v+w) =f(v) + f(w)
- f(cv) = cf(v).

Neste caso dizemos que V e U sdo isomorfos. ¢

H4 outra maneira de definir isomorfismo: dizemos que os espacos U e V sdo isomorfos se, em cada um
dos dois diagramas abaixo, para todos os vetores v, w e todo escalar k, seguir primeiro pela direita e depois
para baixo é o mesmo que seguir primeiro para baixo e depois para a direita. Ou seja,

+ somar v com w antes de aplicar f é o mesmo que aplicar f antes de somar;

+ multiplicar v por k antes de aplicar f é o mesmo que aplicar f antes de multiplicar.
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xk
vV, W V+w V——— kv
f f f f
f(v), f(w) - u f(v) Tk s
u="~(v+w) s = f(kv)
=f(v) + f(w) = kf(v)

Dizemos que os diagramas “comutam'ﬂ. Dizemos entdo que dois espacos sdo isomorfos se os dois diagramas
acima comutam.

Exemplo 2.56. O espaco R;[x] é isomorfo a R3.
Seja f a bijecdo que associa polindmios ay + aix + ax? ao vetor (aop, aj, az)’ em R3 - ou seja,

flap + arx + axx?) = (ag, a,az)".

2

Mostramos agora que f é um isomorfismo. Sejamu = up +UIXx +U2X“ eV =vy+Vvix+ vzxz. Primeiro,

verificamos a soma:

flu+v) = f (uo + wrx + uzx? +vo +vix + vox?)
= f (uo + Vo + (W1 +v1)x + (uz +v2)x?)
= (uo + vo, w1 +vi,uz +v3)
= (uo, w1, uz) + (vo,v1,v2)
= f(u) 4 f(v).

Agora a multiplicagdo por escalar:

f(cv) = f (c(vo + vix +vox?))
=cvo +evix + cvzx2
= (cvo, cvi,CV2)
= c(vo,V1,V2)
= cf(vo +Vix + vax?)
= cf(v).

Assim, f é isomorfismo, e o espago dos polindmios de grau maximo 2 ¢ isomorfo a R3.
De forma mais geral, o espaco de polindmios R, [x] é isomorfo a R™*!, <

Exemplo 2.57. Agora mostramos um exemplo de dois espagos ndo isomorfos: R3[x] e R* - ndo h4 bijecao
entre eles, e adiante observaremos que espacos finitos de dimensdes diferentes ndo podem ser isomorfos.
<

“Estes sdo chamados de “diagramas comutativos”.
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Dois espagos sdo isomorfos quando podemos ver, de alguma forma, os elementos de um “espelhados” no
outro, mesmo apds realizarmos operagdes, como ilustra a préxima figura (os elementos a esquerda petencem
a um espaco; aqueles a direita pertencem a outro espago; e os tracos pontilhados representam a bijecdo
entre os dois espagos).

u f(u)
o T~
u+w f(u + W)
— _—
w f(w)
v f(v)
AN AN
kv f(kv)

Exemplo 2.58. Considere M, ;, o espaco das matrizes 2 x 2. Definimos a seguinte bijecdo entre M, ; e

R*:
f[(a b)} = (a,b,c,d)".
c d

Esta bijecdo é um isomorfismo: sejam duas matrizes

e x5 )
c d Yy z

Entdo
_ b _ N b+
e =e|(e 8)«(y 9] -o[(e1y i)
=(a+w,b+x,c+y,d+2)" =(a,be,d)" + (w,x,y,2)"
el D)o
c d y z
e

f(kA) = f [k (‘3 3)} =f [(ﬁ? tgﬂ

= (ka, kb, ke, kd)" =k(a,b,c,d)"

e )]

0O espago vetorial My, n, serd sempre isomorfo a R™™. <
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Exemplo 2.59. Sabemos que o espago vetorial das solugdes da EDOy” —y = 0 contém fungdes da forma
f(x) = ae* —be *.
Podemos identificar cada uma destas solucdes com um vetor em R? através da bijecio
glae* —be ™) = (a,b)".

Verificamos agora que esta bijecdo preserva linearidade.
Comecgamos com a multiplicagdo por escalar: dado k € R e uma solugdo ae® — be™*,

g [k(ae* —be )] = g(kae* — kbe ™)
= (ka,kb)"
=k(a,b)"
=kg(ae® —be ™).

Agora verificamos a soma: dadas duas solucdes ae* — be ™ e xe* — e %,

g[(ae® —be ™) + (xe* —pe ¥)| =g [(a+x)e* — (b+ ple ]
=(a+oa,b+p)"
=(a,b)" + (a,B)"
=g(ae* —be ™)+ g(oe* — fe ).

concluimos portanto que g é isomorfismo. <

Exemplo 2.60. Considere o sistema
{Vz" +x —z=0

que também pode ser escrito na forma Ax = 0, com

A:(VZ 10 —1).
00 1/2 -1

As solugdes para este sistema sdo da forma (w, x,y,z)T, com

w
X=z——
2)
y=2z
ou seja, uma solugdo s é
w
s— |z—w/2
2z
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formando um espago vetoria Temos o seguinte isomorfismo com R?:
T T
9(W>X»U»Z) = (W)Z) )

jé& que tanto x como y dependem de w e z.
A demonstragdo de que g ¢ isomorfismo é pedida no Exercicio[72] <

Os exemplos anteriores mostram que diversos espagos vetoriais de dimenséo finita s3o isomorfos a R™.
De fato, todo espago vetorial de dimens3o finita n é isomorfo a R™.

Definimos a base de um espaco vetorial como um conjunto de vetores, mas em um conjunto ndo hd ordem
definida para os elementos. Para poder desenvolver o conceito de coordenadas precisaremos identificar a
posic¢do de cada elemento na base, por isso definimos base ordenada a seguir.

Defini¢do 2.61 (Base ordenada). Seja B = {by,b,,...,b,, } uma base para um espaco vetorial V de di-
mens3o finita. Entdo a tupla

B’ = (by,ba,...,by).
é uma base ordenada para V, assim como todas as permutacdes da tupla. ¢

Sabemos que é possivel descrever qualquer elemento do espago como combinacio linear dos elementos
da base,
v={a1by + -+ anbn.}

Como os vetores de uma base ordenada tem posi¢do definida, podemos simplesmente listar os coeficientes
ai,...,a, paradescrever o vetor. Estas sdo suas coordenadas naquela base.

A defini¢do a seguir mostra que todos os espacos de dimenséo finita (sejam eles de polindmios, ma-
trizes, fungdes, ou quaisquer outros objetos) podem ser tratados da mesma forma: ao invés de trabalhar
diretamente com esses objetos, trabalhamos com coordenadas.

Definig¢do 2.62 (Coordenadas em uma base). Seja V um espaco vetorial com base ordenada B. Entdo um

vetor qualquer de V pode ser escrito comov = ajb; + azbs +...+ anby. Os coeficientes ay, az, ..., an
sd0 as coordenadas de v na base B. Denotamos [v]g = (a7, az,...,an)", onde a ordem dos coeficientes é a
mesma dos vetores b; na base B. ¢

Exemplo 2.63. Seja B = (1,x,x?,x*) uma base para R3[x]. Entdo
px) =x*—x+2=2(1)—1(x) + 1(x*) + 0(x?),
e as coordenadas de p(x) nesta base sdo

pO)ls = (2,-1,1,0)".

50 espago formado por estas solugdes tem dimensdo dois (h4 duas varidveis a escolher), com base

0 1

s_d (1], |12
2 0
1 0

Informalmente, o primeiro vetor nos diz se damos um valor a z, devemos soma-lo também a x, e seu dobro a y. De acordo com o
segundo vetor, quando damos um valor a w, devemos subtrair metade dele de x. Observe novamente a fora geral da solucdo e veja
que é exatamente desta forma que x e y podem ser descritas como dependentes de w e z.
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Se escolhermos uma base diferente para R3[x] - por exemplo,
B'={1,1+x1+x+x*T+x+x*+x>},
descrevemos p(x) usando a base B’ como
POx) =31 =2(x+ 1) +106%+x+1)+0(x> +x2 +x+ 1),
e portanto as coordenadas de p(x) na base B’ sdo
px)s = (3,-2,1,0)". <
Observe que [.]g+ é uma bijecdo entre polinémios de R3[x] e vetores de R* - ou seja, é um isomorfismo.

A escolha de bases diferentes para um espaco vetorial implica na escolha de isomorfismos diferentes
com R™.

Proposicdo 2.64. Seja V um espago vetorial de dimensdo finita, e sejam « e {3 diferentes bases para V. Os isomor-
fismos entre V e R™ dados por f(x) = [x]« e g(x) = [x]p sdo diferentes, ou seja, existe x tal que f(x) # g(x).

Demonstragdo. Sejam « # [ bases para um espaco vetorial V. para todo x € V, existem aj,...,a, €
b1,..., by tais que

Xlq = (a7,a2,...,0n)
[X]B = (b1>b2>---)bn)

Suponha, por hipétese, que [x], = [x] paratodo x € V. Entdo sempre teremos a; = b;.

Tome o vetor x = «1. Sua representacio na base « é (1,0,...,0). Como dissemos que os isomorfismos
sdo iguais, sua representagdo nabase 3 deve tambémser (1,0,...,0), e concluimos que &; = 7. O mesmo
vale para todos os outros pares o, 31 nas bases « e 3 - ou seja, as bases devem ser iguais. Como haviamos
presumido que as bases sdo diferentes, chegamos a um absurdo, e devemos negar a hipétese que fizemos
(xlx = [x]g paratodox € V). [ ]

Teorema 2.65. Dois espagos vetoriais de dimensdo finita U e V sdo isomorfos se tem a mesma dimensdo.

Demonstracdo. Sejam U e V espagos vetoriais com dimensdo n (finita). A bijecdo

onde B é alguma base de V, mostra que V e R™ sdo isomorfos.
Como U, pelo mesmo argumento, deve ser isomorfo a R™, U e V sdo isomorfos. [ ]

Exemplo 2.66. Um exemplo particularmente importante é o espago C, onde os vetores sdo nimeros com-
plexos e o corpo subjacente é R. Claramente, uma base para C é

B :{])i})

ja que qualquer complexo pode ser escrito como a + bi, onde a, b € R. Como este espaco é sobre o corpo
dos reais e tem dimensao dois, ele é isomorfo a R?. A bijecio é

f(a+bi) = (a,b)".

Assim, associamos a cada ntimero complexo um ponto em R?, Quando interpretamos R? como o conjunto
dos complexos, o chamamos de “plano complexo”, onde o eixo das abscissas representa a parte real de cada
ndmero, e o eixo das ordenadas representa a parte imagindria. A figura a seguir mostra a representacio do
nimero complexo z = 2 + 31 no plano complexo.
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Im

Como se tata de isomorfismo, a soma de complexos é representada no plano pela soma usual de vetores
em R?. Também a multiplicagio de complexo por escalar é representada no plano como a multiplicagdo
de vetor por escalar.

E comum adotar a nogao de norma de vetores em R? para ntiimeros complexos, de forma que a norma

de um complexo é
la +bil = v a? + b2 <

Exemplo 2.67. Tanto R3[x] como M; > tem dimensdo 4. Mostramos agora o isomorfismo entre eles.
Primeiro, f : R3[x] — R*:
Usaremos para R3[x] uma base
B= (1,X,x2,x3) .

c=([s 3 -a-bg )

Definimos agora duas bijecdes:

Em M, 7, usaremos a base

f(p(x)) = p(x)ls
g(A) =[Alc

Por exemplo, considere p(x) = x? — 1.
f(x>—=1)=[x*—1]g = (—1,0,1,0)".
Levamos o vetor p(x) de R3[x] em R*, Agora, podemos usar a bijecio g para levar de R* em M, ,:
0 [(=1,0,1,0/7] = [(=1.0,1,07] = (1 9).

A composicdo das bijecdes f e g também é uma bijecio - e portanto temos um isomorfismo entre R3[x] e
Mz x2.
Agora observamos o que acontece se mudarmos a base de um dos espacos vetoriais. Usaremos para
Rs[x] a base B’, diferente de B:
B’ = (x,x + 1,x* +1,x%).

Como temos uma nova base, temos também uma nova bije¢io,
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Novamente, usamos o isomorfismo para levar o polindmio x> — 1 em M, .
f/(xz - ]) = [XZ - HB’ = (2) _2) ])O)T)

porque
2x)+ 2(x+ 1) +1(x*>+ 1) +0(x3) =x*> — 1.

Agora usamos g para levar este vetor de R* em M, usando a mesma base de antes (C) para My »:

- T2, — T _ (2 =2
9((2,-2,1,0)" = [(2,-2,1,0) ]C<] O),

Esta matriz é diferente da que haviamos encontrado antes.

Para cada base de R3[x] e cada base de M, « 2, teremos duas bije¢des f e g. Uma mudanga nas bases pode resultar
em bijecdes completamente diferentes.

0 mesmo vale, claramente, para quaisquer outros espagos de dimenso finita. <

Como os espagos finitos de dimensdo n sao todos isomorfos a R™, podemos desenvolver toda a Algebra
Linear para espacos de dimens3o finita trabalhando apenas com R™.

2.4 Mudanca de base

Se tivermos duas bases R e S para um espago vetorial V, é possivel representar cada vetor v € V tanto em
uma base como em outra. Nesta se¢do mostramos como obter uma funcdo que, dada [v]g, determina [v]s.
Na discusséo a seguir, como os somatdrios sdo todos de 1 a n, indicamos apenas o {ndice em cada um

deles (3" xi = > 1" xi).

Teorema 2.68. Sejam R = (r1,...,1m)eS = (s1,...,Sn) duas bases ordenadas diferentes para um espaco V,
esejav € V. Entdo as coordenadas de v na base S podem ser escritas em fungdo das coordenadas de v na base R.

Demonstragdo. Usaremos os seguintes fatos: primeiro, para qualquer v € V,
V= Z airy = Zb]’S]’.
i j
Mas r; € V, portanto pode ser escrito usando base S:
ry = Z qij Si.
i
Escolhemos agora um vetor qualquer v € V. Temos

V= E (ljl'j
j

=29 (Z %'Si>
j i

=D D adusi
i
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= ; (; aiqij) Si.

0 termo entre parénteses no somatdrio faz o papel de coeficiente na combinagéo linear dos s;, resultando
em v - e portanto deve ser igual a b;:
bi = E a; qij .
j

Mostramos que cada by, coeficiente de v na base S, pode ser escrito como fungéo dos aj, coeficientes na
base R, usando os q3j, que descrevem os vetores de R na base S. |

Exemplo 2.69. Considere as duas bases a seguir para R3[x]:
A= (1,x,x2,x3) ,

B = (x,—x%x* —2,x> —3).

Queremos uma fungio que leve coordenadas da base A para a base B. Escrevemos cada vetor de A como
combinagdo linear dos vetores de B:

1=0(x)— %(fxz) — %(xz —2)+0(x> —3),

x = 1(x) + 0(—x?) + 0(x* — 2) + 0(x> — 3),
x? =0(x) — 1(—x?) 4+ 0(x* —2) + 0(x> — 3),
x3 =0(x) — %(—xz) — %(xz —2)+1(x>—=3).

Ouseja,[1]g = (0,—1/2,-1/2,0)T, [x]g = (1,0,0,0)7, x%]g = (0,—1,0,0)T e [x3]p = (0,—3/2,—3/2,1)T.
As coordenadas do polindmio x? — 3 na base A sdo

[XZ —3Ja = (_3)0) ]>O)T>

eportantoa; = —3,a; =0. a3 =leaq =0.
As coordenadas deste polindmio na base B sio [x*> — 3]s = (b7, b2, b3, b4) 7, com

x? —3==3(1)+0(x) + 1(x%) + 0(x>)
= —3[1g + 1[0z + 1[x%]g + 0[x]

=-3 (—1(—x2) — 1(xz —2)> +1(=1(—x%))

2 2
1 2 32
=3 (—x“) |+ 5 (xc—=2) (vetores da base B destacados)
Logo, [x* — 3]g = (b1, b2, b3, bs), com
by =0
by=1/2

b3 =3/2
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I
o

by

Identificamos agora os qij:
b1 =) aiqu =—3(0)+0(1)+1(0) +0(0) =0
b, = Z aiqiz = —3(=1/2) +0(0) + 1(=1) +0(—3/2) =12
b3 = Z aiqiz = —3(—1/2) +0(0) + 1(0) + 0(—3/2) = 3/2

by =Y aiqia = —3(0) +0(0) +1(0) +0(1) =0

E realmente,

2 2
-2
b1 (x) + ba(—x?) + b3(x? —2) + bs(x> —3) = 0(0) — "7 + y +0(x3—3)
2 2
33X zx 6 2.3
Temos entdo [x? — 3]g = (0,1/2,3/2,0)7. <

Uma observagio importante pode ser feita neste momento: todo isomorfismo um espago de dimensdo finita
nele mesmo representa uma mudanga de base. Isso porque tal isomorfismo leva vetores de Vem V, e preserva a
linearidade. O que pode mudar apés a aplicagdo do isomorfismo é a base usada para representar os vetores.

Exemplo 2.70. Sejam duas bases ordenadas para R3,
& = ((])O)O)T) (0, 1)0)T) (O) 0, 1)T))
= ((])O)O)T) (0» 1)O)T) (O) 0, ]/Z)T)

Os vetores tem os mesmos coeficientes nas duas bases, exceto que na base 3 o tltimo coeficiente é o dobro
daquele na base «:

[(1)2)3)1—}“ = [(])2)6)T] .

0 isomorfismo ¢ : R3 — R3 tal que

¢(X>y>Z)T = (X»U»ZZ)T
leva vetores da base « para a base 3.

(x,y,2) T =x(1,0,0)T +y(0,1,0)" +2(0,0,1)7
d(x,y,2)" =xp[(1,0,0)] +ydl(0,1,0) "] + z[(0,0,1)"]
= (x,0,0)" + (0,y,0)" 4+ 2(0,0,2)7
= (x%,0,0)T +(0,y,0)" + (0,0,22)7
= (x,y,Zz)T. >
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2.5  Aplicagdes

2.5.1  Andlise Dimensional [ base, dependéncia linear ]

Nesta se¢do tomamos a Andlise Dimensional como exemplo de aplicagdo, de grande importancia em muitas
Engenharias.

Definig¢do 2.71 (dimensdo fisica). Uma dimensdo fisica é uma quantidade fisica, que pode ser medida em
diferentes unidades. ¢

Exemplo 2.72. A quantidade de tempo entre dois eventos quaisquer é uma dimensio que pode ser medida
em diferentes unidades: segundos, horas, dias, etc. A distdncia entre dois objetos também é uma dimensio,
que pode ser medida em diferentes unidades: metros, pés, Angstrons, etc.

Ouros exemplos sdo pressdo, carga elétrica, massa, viscosidade. <

E comum considerar algumas dimensdes como fundamentais. Listamos estas dimensdes a seguir, cada
uma com seu simbolo usual:

« distancia (L)

* tempo (T)

* massa (M)

+ carga elétrica (Q)

Denotamos a dimensdo uma grandeza fisica x por [x].

Exemplo 2.73. A seguir temos algumas unidades de medida de grandeza fisica, com suas dimensdes.

[kgl =M
A = [em] =[km] =L
s]=M=T <

Usando dimensdes fudamentais, construimos dimensdes a partir de outras. Por exemplo, usando dis-
tincia e tempo construimos velocidade e aceleracdo. Note que o diferencial de uma quantidade fisica tem
a mesma dimensdo que a prépria quantidade.

- (3] -] <o

dv d?s s 5

Exemplo 2.74. A seguir temos mais algumas dimensdes compostas.

volume  [m?] =03
aceleragio [m/s?] =1/T?
forca [kgm/s?] =MLT!

A primeira dimens3o fisica mostrada, volume, envolve somente a dimensdo fundamental da distancia. A
segunda, aceleracdo, envolve distincia e tempo, e a terceira envolve massa, distancia e tempo. <
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Quando combinamos uma dimensio com ela mesma - por exemplo, quando definimos 4rea e volume a
partir de distancia - estamos realizando uma “operagio” com um ndmero e aquela dimenso:

2@ L =L?(4rea)
3® L = L3(volume)

Cada dimensdo pode, portanto, estar associada a um expoente, e podemos representar dimensdes compos-
tas na forma
LeTMe2Tes

Exemplo 2.75. A tabela a seguir mostra a representagdo de vérias dimensdes fisicas.

nome unidade SI dimens3o fisica
cargaelétrica Coulomb C Q
volume m3 M3
densidade kg/m3 ML—3
forca(N) Newton N =kgm/s? [N] = MLT 2

aceleracio m/s? m/s?] =LT! <

pressdo (Pa) Pascal Pa = N/m? N/m?] = [(MLT?)/L2] =ML T2
viscosidade Ns/m? [Ns/m?] = [MLT2][T]/[L"2] = ML~ 'T~!
energia (J) Joule ] = (kgm?)/s? [kgm?/s?] = ML2T—?
dddf  Volt V,ou]/C J/Cl = MI2T-2Q"

capacitncia  Farad F,ouC/V [Q/V] =M TL2T2TQ?

Em uma equagido envolvendo grandezas fisicas, os dois lados devem ter a mesma dimensao - dizemos
que a equacdo deve ser dimensionalmente homogénea.

Exemplo 2.76. A equagdo
1
S =S80 +Vvot—+ Eatz,

que descreve o movimento retilineo uniformemente acelerado, é dimensionalmente homogenea, porque
a dimensdo do lado esquerdo é [s] = L, e do lado direito temos [so] =L, e

[v
L . TP

=a T (velocidade é distincia por tempo)
L

=T (aceleragdo é distancia por tempo?)

e portanto

1
[s] = {so +vot + zatz}
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2
L=L+[LT [T+ /2] [LT 2] [T?]
L=L+L+L <

L = [so] + [vot] + Fatz]

Denotamos por 1 a dimens3o vazia, que atribuimos a grandezas sem dimensZo fisica.

2
[cos(x)]
(6]

1
1
1

(se 6 é dngulo)

Exemplo 2.77. A frequéncia é a quantidade de vezes que algo acontece em um periodo de tempo, e sua
dimensdo é T~'. Por exemplo, a frequéncia angular pode ser medida em radianos por segundo; calculamos
sua dimens3o:

[rzd] = [rad][1/s]
=1[1/s] (dngulo tem dimens&o 1)
=T . <

Tendo estes fatos em mente, surge naturalmente a pergunta: as dimensdes fisicas ndo formariam um
espaco vetorial? De fato, é o que acontece. afirmativa. Observamos na tabela a seguir uma comparacio de
conceitos. Note que aqui usamos o termo “dimensio fisica” para elementos de um espago vetorial.

espaco de dimensdes  espaco vetorial
dimensdo  vetor

1 0
A% A

A"l —A
AB A+B

As dimensbes fisicas das varidveis usadas na descrigdo de fenémenos fisicog’| formam um espago vetorial|sobre
Q: sejam A B e C dimensdes. Entdo valem as seguintes propriedades de espaco vetorial.

i) associatividade: (AB)C = A(BC), e (AP)d = A(Pq)
ii) comutatividade: AB = BA
iii) distributividade: APA9 = AP+4 e (AB)P = APBP
iv) haneutro aditivo: 1A = A

v) héinversos: (A"1)A =1

vi) hé neutro multiplicativo: A' = A

Nao apenas fendmenos fisicos. E um exercicio interessante buscar exemplos sem significado fisico.
8E note que aqui precisamos listar todas as condiges para caracterizar o espago vetorial.
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Quando se estabelece uma base para um espaco vetorial de dimensdes, dizemos que temos um sistema.
Por exemplo, se definirmos a base (M, L, T) nos d4 o sistema MLT. A capacitincia, por exemplo, é definida
no sistema MLTQ, porque depende de massa, distancia, tempo e carga elétrica.

As coordenadas de uma dimensZo fisica no sistema sdo os expoentes de sua representagio.

Exemplo 2.78. As coordenadas da dimensdo 4rea sdo (0, 2, 0), porque
[em?] = [m?] =12 = M°L2T°.
J4 as coordenadas da dimensao pressdo, ML~'T—2 sio (1,—1, —2). <

As figuras a seguir ilustram o isomorfismo do sistema MLT com R3 (ambas as figuras mostram os
mesmos pontos, mudando apenas seus rétulos). As coordenadas mostradas nas figuras sao

[(m?] L2 (0,2,0)
[Pa] ML7'T2 (1,-1,-2)
[m/s?] LT2 (0,1,-2)
T T

E importante observar que os pontos nos graficos sdo os vetores do espaco de dimensdes - portanto
cada um é uma dimensdo, e ndo uma unidade! Assim, o mesmo ponto rotulado com [m?] poderia ter sido
marcado com [cm?], [km?], etc, porque [m?] = [cm?] = [km?] = L2

Defini¢do 2.79 (dependencia dimensional). Um conjunto de dimensdes A7, A3, ..., A, é dimensional-
mente dependente se é linearmente dependente, com coeficientes racionais. Em outras palavres, é dimen-
sionalmente dependente se existem racionais ¢y, &2, . . ., &n, nem todos zero, tais que

ASTAS? A% =1, ¢

Podemos “traduzir” a defini¢do de dependéncia dimensional para a nomenclatura e notagdo com que
nos habituamos para espacos vetoriais: ela diz que um conjunto de dimensdes (vetores) dimensionalmente
dependente (linearmente dependente) - ou sejam se existem racionais o, . . ., nem todos zero, tais que

ATASE AT =1,

ou seja,
(1 XA7) B (0 XA) B -+ B (an MAL) =0,

onde A e X sdo as operagdes de soma e multiplicacdo por escalar neste espaco: AHB = AB;e kXA = Ak,
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Exemplo 2.80. As dimensdes forca, distancia, tempo e massa sdo dimensionalmente dependentes, como
podemos verificar observando suas descrigdes no sistema MLT:

(m]=L
[s]=T
[kgl =M
[Pa] =ML 'T?
A pressdo pode ser descrita em termos de massa, tempo e distincia. <

Exemplo 2.81. As dimensdes pressdo e drea ndo sdo dimensionalmente dependentes!

m?] =12
[Pa] = ML 'T2

NZo temos como descrever L2 em termos de ML~ 1T—2, <

Toda dimensio fisica no sisetma MLT pode ser descrita na forma M®LPT¢ (ou seja, todo vetor pode ser
descrito por suas coordenadas) - e podemos usar este fato para obter férmulas para descrever fendmenos.

Exemplo 2.82. Suponha que uma particula cai sobre um fluido viscoso. Sua velocidade para baixo é ace-
lerada pela ac3o da gravidade, mas depois de um tempo, a aceleragdo chega a zero.

Para modelar o movimento da particula, determinaremos uma férmula que descreva sua velocidade
em fungo do tempo. A velocidade da particula depende:

« do didmetro, d;
+ da viscosidade, u;
+ daaceleracio, g.

Além disso, a velocidade é proporcional a diferenca entre a densidade da particula, p,, e a do fluido, ps.
Escrevemos, portanto,

=kd*u®g¢(pp — pr)- (2.5)

Nesta férmula, k é uma constante a ser determinada experimentalmente. Os outros fatores sdo conforme
descrevemos, mas ainda nfo sabemos seus expoentes (ou seja, ndo sabemos as coordenadas da dimenséo
fisica). Mas conhecemos a dimensdo fisica de v, e podemos usé-la: como [v] é um vetor no espago de
dimensdes fisicas, escrevemos as dimensoes da férmulal[2.5}

vl = [kd®u®g®(pp — pr)] -

Esta férmula mostra o mesmo vetor nos dois lados da igualdade. Suas coordenadas (os expoentes) devem
portanto ser as mesmas:

= [kd*u®g°(pp — pr)]
MOLT = [kdou® pp—pf)}
MOLT " = [d*k’g°( pp—pf)}
MOLT™! = (L)@ (ML TP (L7'T72)¢ (ML3)
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MOLT—1 _ Mb+1 La_b+°_3T_b_2°.

Como os expoentes nos dois lados devem ser iguais, podemos determiné-los resolvendo um sistema linear
com trés incdgnitas e trés equagdes:

b +1=0
a—b+ c—-3=1
—-b—-2c =
Asolugdo é a =2,b = —1,c = 1, e podemos escrever os expoentes em nossa férmula

V= kdzui1 91 (p'p — Ps)y
ou N
d“g(pp — pr)
i

Exemplo 2.83. Observamos o escoamento laminar de um fluido por um tubo de raio r e comprimento 1. A
pressdo interna no tubo decai com a distincia - isto é chamado de perda de carga. O volume q é fungio do
raio, da viscosidade do fluido, p, e da perda de carga, Ap/1.

q_f(AlpaH»T) .

Listamos a seguir as dimensdes de cada varidvel.

v=k |

T | raio distancia L
q | fluxo volume por tempo 37!
w | viscosidade forga-tempo por drea  ML~TT~!

AP | perdadecarga pressdo por distincia  ML™2T—2

As coordenadas das dimensdes sdo iguais em ambos os lados da equagio:

q] = Kﬁp) () mC]

LT = (ML 2T )¢ (ML T )P (D).

Chegamos agora ao sistema

a+b =0
—2a—b+c=3
—2a—>b =—1.
Resolvendo, obtemos a = 1,b = —1, ¢ = 4, portanto a equagio é

g =k (W

N kApr4 .
Iy

Esta é a equagdo de Hagen-Poiseuille. A constante de proporcionalidade k, que pode ser obtida por experi-
mentos, é igual a 7t/8. <
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O préximo exemplo mostra que nem sempre obteremos a férmula exata que procuramos.

Exemplo 2.84. Suponha que uma gota de dgua cai de uma nuvem imével. Determinaremos uma férmula
para sua velocidade. Presumimos, ainda que nos pareca estranho, que a gota é esférica. Seu raio é r, sua
densidade é p e sua velocidade é v. A viscosidade do ar é 1 e a aceleragdo gravitacional é g.

Se quisermos determinar a velocidade em fungdo das outras varidveis, escrevemos

v = kragbpcp'd

v = [rg° p° nd]
LT = (DYLT )P ML) (ML 'T )4,

onde k é uma constante de proporcionalidade. Temos portanto que resolver o sistema

c+d=0
a+ b—3c—d=-1,
—2b —d=1

que tem quatro incégnitas mas somente trés equacdes. Isso significa que nfo chegaremos a equacgio exata
da velocidade, mas a uma equagio dependendo de um expoente.

Precisamos escolher uma das quatro varidveis para deixar livre. Escolhemos d, e escrevemos a solugéo
como

_ 1+43d
B 2
1+d
b_fT
c=—d,

Substituindo na férmula,
v= k= (1430)/25-(1+d)/25-d
K /2 g1/2 Ld
134/2 gd/2 pd

_kﬂid
N~ y3dgd pd
d
CRVARL

Note que se tivéssemos escolhido outra varidvel livre ao invés de d, chegarfamos a outra férmula, dando
também uma relagio vélida entre a velocidade da gota e as outras varidveis. <

0 “Teorema IT de Buckingham” (Teorema2.85) diz basicamente que se o espago vetorial onde trabalha-
mos tem dimensio 1, em um conjunto com k > n vetores onde ha n vetores LI, podemos descrever todos
em funcio desses n.
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Teorema 2.85 (T, de Buckingham). Seja TT um espaco de dimensdes fisicas, cuja dimensdo como espago vetorial
én. Se um experimento fisico relaciona grandezas X1,X2y ..., Xn, .. . , Xi (onde claramente k > n), na forma de
uma fungdo

Y= f(x1,x2,.. -axk))
entdo a relagdo pode ser reescrita como

ar; a a
Y= ¢(7TH+1>7Tn+2a~->7Tk)X1 IXzz <o Xn™

sendo o termo /(. . .) ndo dimensional (ou seja, tem dimensdo 1 = MCPL°T®), e

Xn+1
= biq > bin
X1 ce e Xm
Xn+2
= b2 - ba
X] c e X n
Demonstracdo. (Parcial) Claramente, se determinarmos ay, az,..., a, de forma que a;xjazxz ... anxn
tenha as mesmas dimensdes de y, entdo necessariamente ¢(. ..) deve ter dimensio 1.
A demonstragdo de que podemos encontrar os 7t; na forma dada fica como exercicio. |

Exemplificamos agora o Teorema TT.

Exemplo 2.86. Se uma esfera de didmetro d se desloca com velocidade v por um fluido com densidade p
e viscosidade 1, a for¢a contrdria ao movimento da esfera é chamada de for¢a de arrasto. Como esta forga é
funcdo da soutras varidveis, temos

Fx = f(d)\)a P, H)-

Sabendo apenas que a relagdo envolve estas grandezas, poderiamos tentar realizar experimentos, fixando
dois parametros de cada vez e variando outros dois. Este procedimento, no entanto, é custoso - e desne-
cessario se realizarmos a andlise dimensional do fenémeno.

A grandeza f(. . .) tem a mesma dimens3o que Fy, e pode ser descrita no sistema MLT com trés vetores
(dimensdes fisicas) linearmente independentes (ou “dimensionalmente independentes”). Os vetores que
representam as quatro dimensoes [d], [v], [p], [u] sdo

OO0

Escolhemos d, v, p, que sdo independentes. Sabemos portanto que p pode ser descrito como combinagio
linear de d,v, p. Usando o Teorema TT de Buckingham, chamamos esta combinagZo linear de 7, e a forca
de arrasto é descrita como

FX — (1)(7'() davbpc’
onde 7t tem dimensao [71] = 1:

_ |
o dxwypz’
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0 préximo passo é calcular a, b e c.

[Fx] = [davbpc]
MLT 2 = (L)*(LT ")®(ML3)°
Chegamos ao sistema
c=1
a+b—3c=1
—b ==2
Os valores de a, b e ¢ sdo portanto
a=b=2, c=1.
Precisamos determinar também x, y, z, que usamos na descri¢do de 7. Novamente, sabendo que a dmien-
sdodemé [r] =1 = MPLOTO, calculamos
MOLOT® = [W][d*vYp]
MOLOT® = (ML T 1) L* (LT~ )Y (ML 3)*

Resolvemos o sistema,

z+1=0
x+y—3z—1=0
-y —1=0
e obtendo os valores
x=y=z=-—1.

Isto nos dd 7t = p/(dvp), e temos agora

Fy=o (dv“p> dv?p

Esta é a equagdo do arrasto, e 0 que chamamos aqui de ¢(p/(dvp)) é o coeficiente de arrasto.
Agora, tendo a equagio do arrasto, percebemos que precisamos de um dnico experimento para deter-
minar o coeficiente de arrasto. <

H4 muito material escrito sobre andlise dimensional. No entanto, ndo é comum descrever o espaco
dimensional como fizemos, em termos de espacgos vetoriais. Uma boa introdu¢io a Anélise Dimensional
(ainda sem tratar o especo dimensional como espaco vetorial) é dada no livro de Gibbings [Gib11].

Esta se¢do incluiu exemplos envolvendo Mecénica Basica e Mecénica de Fluidos. Para uma introdugdo a
MecAnica Geral, o leitor pode consultar o livro de J. Den Hartog [Har61]]. O livro de Robert Brodkey [Bro95]
d4 uma boa introducdo a Mecénica de Fluidos.

2.5.2  Fractais [ isomorfismo ]

Muitos dos fractais mais conhecidos, em particular o conjunto de Mandelbrot e os conjuntos de Fatou
e Julia, sdo definidos no plano complexo.
Abordaremos o conjunto de Mandelbrot.
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Considere a seguinte sequéncia: comegamos com um nimero complexo inicial zy. Os outros niimeros
da sequéncia sdo obtidos elevando o anterior ao quadrado e somando ao niimero inical zg, ou seja,

Zo =C
Znil = zfl + zo (2.6)
Por exemplo, se comegarmos com zo = 21, a sequéncia serd
Zo = 21
z1 = ()2 +2i=—4+2
2y = (44212 +2i=12—-14
z3 = (12— 141)2 +2i = —52 — 3341

Dependendo do nimero z escolhido, o limite da sequéncia (z,,) quando n — oo pode ser infinito (ou seja,
a sequéncia diverge), ou finito. Damos a seguir exemplos de duas destas situagdes.
i) Sezp =1, asequéncia é

Z():]

ii) Sezg = —2, temos
Zo:—z
z1=(-2?%-2=2
2=02)7%-2=2
z3=(2)>-2=2

Se para um nimero ¢ = a + bi a sequéncia ndo diverge, entdo zo é parte do conjunto de Maldelbrot.

A sequéncia no caso (i) é divergente (seu limite é +00), portanto 1 ndo pertence ao conjunto de Man-
delbrot.

J4 a sequéncia no caso (ii) é limitada (mais ainda, exceto por zq todos os z; sdo iguais a dois), logo —2
pertence ao conjunto de Maldelbrot.

0 ponto importante deste exemplo é: como conhecemos um isomorfismo entre C e R?, podemos plotar o
conjunto de Mandelbrot no plano.

Para plotar o conjunto de Mandelbrot, escolhemos os pontos (x,y) do planocom —2 < x < le—1 <
y < 1. Para cada um desses pontos, tomamos ¢ = x + yi e computamos vérios valores da sequéncia z,,
descrita na férmula[2.6] - por exemplo, de z até z,9. Se percebemos que a sequéncia converge, pintamos
o ponto de preto. Se ndo, usamos alguma outra cor para indicar quio rapidamente a sequéncia diverge. A
imagem a seguir, que mostra o conjunto de Mandelbrot, foi construida desta forma.
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Exercicios
Ex. 50 — O vetor (2,3, 5) é gerado pelo conjunto {(0, 1,2), (—1,—1,—1), (0,2, 3)}?

Ex. 51 — Quais conjuntos sao bases para R3?
a){(1,1,0),(0,1,1),(1,2,1)}
b){(1,1,1),(2,2,2),(1,2,3)}

A1{(2,1,2),(~1,0, 1),(0,5,0)}

d){(0,1,2),(0,-1,2),(0,1,-2)}

Ex. 52 — Determine a forma geral dos vetores gerados pelos conjuntos, e a dimens3o dos espagos gerados
por eles:

a){(1,2,0)7,(0,0,1)T}
b) {(1,1,1,1)7,(0,2,0,2)™}

0 {(0,0,0,1)7,(1,0,1,0)7,(1,1,1,1)T}
d){(1,1,0),(0,2,2),(2,4,2)}

Ex. 53 — O vetor (2,3,1,0)" é gerado por quais conjuntos?
){(1,0,0,1)7,(0,1,0,0)7,(0,0,0,1)}
b){“)oa 1/2> O)T> (O, _1>O) -1 )T) (0> O> 0) -1 )T}
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0{(2,3,0,0)7,(0,0,0,1)7,(1,0,0,0)"}
d) {(1)2) 3) 4)T) (132) 3) O)T) (O) O’ 03 1 )T}

Ex. 54 — A matriz (} ;) é gerada por quais conjuntos?

{0 (5 W)
o{(2 00903}
{11699}

Ex. 55 — Qual é a dimensdo do espaco que contém somente vetores da forma (x, 2x — 3y,y)?
Ex. 56 — O conjunto
A={xy,2)" : x+2y—32=0}

é subespago de R3? Se for, mostre um complemento dele.

Ex. 57 — Considere os subespacos de R>:
A={vyw,x,y,2)" : x+y—z=v}
B ={v,w,x,y,2)" : v—-2w=x+y+2z}
Responda o seguinte:
i) Quem sdo os vetores no subespaco A N B?
ii) Determine dim A, dim B, dim(A N B).
iii) Mostre um complemento de A N B.
)

iv) R> é soma de A com B? Se for, é soma direta?

Ex. 58 — O conjunto de solu¢des para Ax = 0 no exemplo ¢ um subespago de R*. Determine um
complemento para ele.

Ex. 59 — A unifio do subespaco de fun¢des pares com o subespaco de fungdes impares é subespaco?

Ex. 60 — O conjunto das matrizes simétricas de ordem n, com as operagdes usuais, é um espago vetorial.
a) Determine a dimensao deste espaco.
b) Determine um complemento para ele.
c) Determine mais dois complementos, além do que vocé identificou no item (b).
)

d) Determine todos os complementos para este espaco. Quantos sdo?

Ex. 61 — Se A é umareta e B é um plano, ambos subespacos de R3, é possivel que A néo seja complemento
de B? Explique.
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Ex. 62 — Uma base de um espaco vetorial V pode (ou deve sempre) ser subespaco de V?

Ex. 63 — Se um subespaco de R™ contém somente vetores daforma (...,0,...)", tendo a i-ésima coorde-
nada igual a zero, é verdade que toda base para este subespago também terd zero na i-ésima coordeanda?

Ex. 64 — Sejam A = (1,%x,x?,x3),B = (—1,2x? —x + 1,x3 +%?), C = (7, x — m, x* + 7% — x + 71, 1%3)
bases para Rz [x]. Escreva as coordenadas dos polindmios a seguir usando A, B e C como base ou, se ndo
for possivel, explique o motivo. 1,%,x%, x3, (x + 1)(x — 2), (x? + mx)(1 — 2x)

Ex. 65 — O que significa dois grafos de ciclos disjuntos (exemplo|[1.42} pégina serem linearmente de-
pendentes ou linearmente independentes?

Ex. 66 — Qual é a dimensdo do espago de sequéncias reais? E o das sequéncias reais constantes? Se algum
deles for finito, apresente uma base.

Ex. 67 — E possivel obter uma base para M, x, sem usar nenhum zero nas matrizes da base?

Ex. 68 — Um grafo finito tem um nimero finito de ciclos. Quem é a base para o espago de ciclos de um
grafo finito (o espago de ciclos foi definido no exemplo na pégina[21)?

Ex. 69 — Defina o conjunto P,, como um conjunto de n de vetores em R™, de forma que o primeiro vetor
de P,, tem os n primeiros nimeros primos, o segundo vetor tem os n préximos nimeros primos, e assim
por diante. P,, é base para R™?

Ex. 70 — Prove que em todo espaco vetorial de dimensio infinita, dado qualquer k € N, podemos encon-
trar k vetores linearmente independentes.

Ex. 71 — Prove que sdo isomorfos os espacos:
*[B], com B :{(0)1)1)T)(1)]>])T}8R2-

*R5 e o conjunto de todos os polindmios com expoentes pares e menores ou iguais a oito.

Ex. 72 — Mostre que a bijecdo g dada no exemplo é realmente um isomorfismo.

Ex. 73 — Use as técnicas da se¢do para determinar a férmula da resultante centripeta em movimento
circular. Suponha que vocé sé se lembra que as grandezas fisicas envolvidas sdo massa, velocidade angular
e raio do caminho circular.

Ex. 74 — Existe um isomorfismo f entre C e o espago das matrizes antissimétricas de ordem dois com as
seguintes propriedades: para todos complexos z; e z7,

f(z1) + f(z2) = f(z1 +22);

f(z1) — f(z2) = f(z1 — 22);

*f(z1)f(22) = f(z122);

f(z2) ' f(z1) = f(z1/22),se 22 # 0.

Mostre este isomorfismo;

Ex. 75 — Mostre o isomorfismo entre Z3 e o espago de ciclos disjuntos de um grafo.
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Ex. 76 — O Exercicio[10|pede a verificacdo de que

={( 2) o)

é um corpo. Mostre que este corpo é isomorfo ao dos ndmeros complexos.



Capitulo 3

Transformacées Lineares

0O objeto de estudo neste Capitulo sdo as transformagdes lineares - certas fungdes que levam elementos de
um espaco vetorial em outro, de grande importincia em todas as dreas das Ciéncias Exatas.

Defini¢do 3.1 (Transformagéo e operador linear). Sejam U e V dois espacos vetoriais sobre um mesmo
corpo. Uma transformagcdo linear é uma fungdo T : V — U tal que para todo escalar ¢ e todos os vetores
v,wEeV,

s T(v+w)=T(v) + T(w);

e T(cv) =cT(v).
Um operador linear é uma transformagio linear de um espaco nele mesmo (T : U — U). ¢
Exemplo 3.2. A funcdo f(x1,%2) = X7 + X2 é uma transformagao linear de R? em R, porque

i) para dois vetores (x1,%x2) e (y1,Y2),

fl(x1,x2) + (y1,y2)] = f(x1 +y1,x2 +Y2) = x1 +y1 +x2 +y2 = f(x1,%x2) + f(y1 +yz2);

ii) para qualquer constante k e qualquer vetor (x7,x2),

f(k(x1,%x2)) = f(kx1,kx2) = kx1 + kx = k(x7 +x2) = kf(x1,%x2). |

Exemplo 3.3. Em qualquer espaco vetorial podemos definir a funcgio identidade, que denotamos por id
e que realiza a transformagio id(v) = v. Esta fung¢do é um operador linear: leva vetores de um espago
vetorial nele mesmo, e para quaisquer vetores v e w,

e id(v+w) =id(v) +id(w) = v+ w;
+ id(cv) = cid(v) = cv. <

Exemplo 3.4. A func¢io que d4 a transposta de uma matriz é uma transformacio linear de M, em My,
claramente, c(A") = (cA)",e AT + BT = (A +B)". <

93
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Exemplo 3.5. No espaco vetorial formado por polinémios de grau menor ou igual a n, a derivada é uma
transformacdo linear: (i) d/dx(p(x) + q(x)) = d/dx(p(x)) + d/dx(q(x)),e (i) k [ d/dx(p(x)) ] =
d/dx(kp(x)). <

Os trés exemplos a seguir mostram que se uma transformagio (1) realiza multiplicagio entre coorde-
nadas, ou (ii) soma uma constante a uma coordenada, ou (iii) fixa uma coordenada em um valor diferente
de zero - entdo ela nio é linear.

Exemplo 3.6. A funcdo f(x1,%2) = X3 + x2 ndo é uma transformagio linear de R? em R, porque

fxa +yn,x2+y2) = (x1 +y1)? +x2+y2
que ndo é, de maneira geral, igual a x3 + y7 + x2 + ya. <
Exemplo 3.7. SejaT: R — R, com T(x) = x + 4. Esta fungdo ndo é uma transformagcio linear, porque

Tx+y)=(x+y)+4
#ZT)+Tly)=x+4)+ (y+4)=(x+y)+38,
e portanto T(x +y) # T(x) + T(y). <
Exemplo 3.8. Considere a transformacgdo T : R? — R3, com T(x,y) = (x +y,y, 1):
cT(x,y) =c(x+y,y,1) = (cx + cy,cy, c),

T(cx,cy) = (ex +cy,cy, 1).

Como cT(x,y) # T(cx, cy), a transformagio ndo é linear. <

Exemplo 3.9. Em R?,0 operador que rotaciona um ponto por um angulo 6 ao redor da origem e no sentido
anti-hordrio é linear. Ndo damos aqui uma demonstracio formal completa, mas a intui¢do: primeiro, se
multiplicarmos um vetor w por uma constante ¢ e depois rotacionarmos por um angulo 0, obteremos um
novo vetor. Se rotacionarmos primeiro para multiplicarmos depois, o resultado é o mesmo - portanto
T(cw) = cT(w).

Sejam u e v dois vetores. A soma u + v resulta em um vetor w, que rotacionado é w’. Se primeiro
rotacionarmos u e v para depois somarmos, obteremos w’. Assim, T(u +v) = T(u) + T(v).

Construiremos o operador T que rotaciona pontos desta forma, e ao defini-lo, manteremos a lineari-
dade. A figura a seguir mostra o efeito do operador quando rotacionamos os vetores e; e e, por um angulo
0.

cos O

sen ©

€1
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Suponha que queiramos rotacionar e;. O novo vetor devera ser

P=7(3) - (8):
Q=7(8) - (mg)-

T[(1,0)"] = (cos0,sen )’
T[(0,1)"] = (—sen®,cos0)".

E se rotacionarmos e,, teremos

0 operador T deve entdo obedecer

Como T é linear, entdo necessariamente

Tl(x,0)T] =xT[(1,0)"] = (xcos 0, xsen )"
TI(0,y)" T =yT[(0,1)"] = (~ysend,ycos )",

Tl(x,y) "] =Tl(x,0) "] + T[(0,y)"]
= (xcosB,xsenB)T + (—ysenB,ycosO)’

= (xcos® —ysen6,xsend +ycosO)'.

T(X> _ (xcose—ysene) <
y xsenB 4 ycos 6

Exemplo 3.10. Em R3[x], a derivada:

A transformagio T é, portanto

d
d—a3x3 + axx? + arx + ap = 3a3x* 4+ 2axx + ay
X

é um operador linear, como podemos verificr usando propriedades bésicas da derivada:
+ cd/dx p(x) =d/dx cp(x)
+ d/dx [p(x) +q(x)] = [d/dx p(x)] + d/dx [q(x)]
<

Exemplo 3.11. No exemplo mostramos que as varidveis aleatdrias reais em um espago amostral for-
mam um espaco vetorial sobre R. Também sabemos que R é um espaco vetorial sobre si mesmo.
A esperanca de uma varidvel aleatdria discreta X é definida como

E(X) = Z x Pr(x),

desde que o somatdrio convirja. A linearidade é consequéncia direta desta defini¢do. Verificamos a soma,

EX+Y)=> > (x+y)PrX=xY =y]
x oy
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:ZXZPr[X:x,YZy} +ZyZPr[X:x,Y:y]
X y y x

= ZxPr(x) +ZyPr(y)
x y

= E(X) + E(Y).

Verificamos também a multiplicagdo por escalar:

E(cX) = ) cxPr(x) = cE(X),

ou seja, a esperanca de ¢ vezes a varidvel aleatdria X é igual a ¢ multiplicado pela esperanga de X.

Exemplo 3.12. Seja T :Z3 — Z3,tal que
T[(a,b,c,d,e) ] = (a®b,b,0,0).
T é uma transformacio linear:
i)
T[ (abcde) ® (xpyde) ] =T(a® o, bB B, c DY, e D €)
=(a®dadbad B,bsdB,0,0)

= (a@b)b)O)O)EB((X@ E’)B)O)O)
=T(a,b,c,d,e) ® T(xpyde).

ii)
Tlk(a,b,c,d,e)] = T(ka, kb, ke, kd, ke)
= (ka @ kb, kb, 0,0)

=k(a® b,b,0,0)
=kT(a,b,c,d,e).

Agora considere F : Z3 — Z3, com
Fl (a,b,c) ] = (ab,c,1)

n3o é linear, porque F[(a, b, c) & («, B, 8)] # Fl(a, b,c)] & Fl(«, B, 5)].

<

Nos exemplos[3.73.8]e mostramos transformagdes que levavam vetores a outros com alguns ele-
mentos fixos, e que ndo eram lineares. H4 uma maneira muito rdpida de determinar que tais transforma-
¢bes ndo sdo lineares: o Teorema nos informa que para qualquer transformacdo linear T, deve sempre

valer T(0) = 0. Assim, uma transformagio que leve a vetores que nio podem ser zero nio é linear.

Teorema 3.13. Seja T : U — V uma transformagdo linear. Entdo, para todos X1, X3 . . . ,Xn € U e escalares k1,

kZ)-"»kn;

i) T(0)=0
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i) T(kixy +KaXp + -+ knXn) = k1 T(xq) + k2 T(x2) 4+ - + kn T(%q)
Demonstracdo. (i) Como T é transformacio linear, cT(0) = T(c0). Mas
cT(0) = T(co) == T(0),

o que implicaemc = 10ouT(0) = 0. Como c representa qualquer escalar, temos necessariamente T(0) = 0.
(i) Intuitivamente, a afirmativa é verdadeira porque a soma de vetores é associativa e a multiplicagdo
por escalar é distributiva sobre a soma. Formalmente, a demonstragio segue facilmente por indugéo em
1, usando a associatividade da soma de vetores e o fato de T ser linear. A base de inducdo é para um tnico
termo:
T(kixy) = le(Xl))

que é verdadeira pela defini¢do de transformacdo linear.
A hipétese € de que a afirmacdo vale para m — 1. O passo é:

T(kix; +koXg + -+ + kmXm) = T [k1x1 + (KoXg + - -+ + kinXm)] (associatividade de +)
=T(kix1) + T(kaxz + - -+ + KmXm) (T é linear)
=K1 T(x1) + T(koxz + - - + kinXm) (T é linear)

=KkT(x1) + kaT(xz) + -+ ki T(Xm). (pela hipétese de indugio)
E concluimos a demonstracio. ]

Na se¢do[2.4/mostramos como obter uma funcio de mudanga de base para espagos vetoriais. Essa fungio
é linear, e a demonstragio é pedida no exercicio

Teorema 3.14. Sejam R e S duas bases para um espago vetorial V de dimensdo finita. Entdo a fun¢do que realiza a
mudanca de base em cada coeficiente é uma transformacdo linear.

Exemplo 3.15. A seguir temos duas bases para R3.

x = {(1aO)O)T) (Oa 1»O)T> (OaO)T)T}
= (1/230>0)T> (O>3)O)T) (0,0, 1 )T}

A transformagio que muda da base « para a base 3 é
T [(X) Y, Z)T} = (2X>U/3) Z)T-

Assim, sex = (1,1,1)T, temos

(x] « (1>]>1)T>
T(xl) = (2,1/3,1)".

(x]g

Verificamos que ambos representam o mesmo vetor, expandindo-os como combinagio linear de cada uma
das bases:

Ke=(1,1,1DT=x=100,0,1)T+1(0,1,00" +1(1,0,0)" = (1,1, )T
Xlg =(2,1/3,1)" = x=2(1/2,0,00" +1/3(0,3,0)" +1(1,1,1)T = (1,1,1)".
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A transformagio T é linear: primeiro mostramos que T[kv] = kT(v).

T