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Apresentacao

O objetivo é um texto que cubra os tdpicos usualmente tratados em um
curso de Linguagens Formais e Automatos.
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Nomenclatura

Neste texto usamos marcadores para final de definicées (¢), exemplos («) e
demonstragoes ().

(o)™

lox]

concatenacao iterada de palavra, pagina 2

relagdo de transicdo em automato ndo-deterministico (notagdo usual),
péagina 19

funcdo de transicao (notacdo usual), pagina 15
cresce assintoticamente mais que g, pagina 109
passo de derivacdo em gramatica, pagina 7
alfabeto (notacgao usual), pagina 1

alfabeto (notagao usual), pagina 15

alfabeto X aumentado com a cadeia vazia, pagina 1
O(g) e também Q(g), pagina 109

palavra vazia, pagina 1

encadeamento de configuracoes de automato com pilha durante re-
conhecimento de palavra, pagina 48

encadeamento de configuragdes de autéomato finito durante reconhe-
cimento de palavra, pagina 17

encadeamento de configuragdoes de maquina de Turing durante re-
conhecimento de palavra, pagina 74

comprimento da palavra «, pagina 2

a*,A* fecho de Kleene, pagina 4

a’t, A" fecho de Kleene sem palavra vazia, pagina 4
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estados alcangéveis a partir de q com transi¢des vazias, pagina 22
conjunto de estados finais (notagao usual), pagina 15

linguagem do autémato com pilha A, parando em estado final, pa-
gina 48

cresce assintoticamente menos que g, pagina 109
conjunto de estados (notacao usual), pagina 15
estado inicial (notagao usual), pagina 15

linguagem do autémato com pilha A, parando com pilha vazia, pa-
gina 48



Capitulo 1

Introducao

1.1 Linguagens

Definicao 1.1 (alfabeto). Um alfabeto é um conjunto finito de simbolos. ¢
Exemplo 1.2. {0,1} é o alfabeto binario, contendo os digitos zero e um. <«
Exemplo 1.3. {a,b,c,...,z} é o alfabeto romano usual. <
Exemplo 1.4. {a,b,c} é um alfabeto contendo somente trés simbolos. <«

Exemplo 1.5. Podemos usar quaisquer conjunto de simbolos que queira-
mos como alfabeto. Um exemplo € {{, &, O, &} <

Definicao 1.6 (cadeia, palavra). Uma cadeia ou palavra sobre um alfabeto

X é uma sequéncia finita (possivelmente vazia) de simbolos de Z.
Denotamos por ¢ a palavra vazia. Se um alfabeto £ nao contém a palavra

vazia, podemos denotar X, = X U {e}. ¢

Embora seja comum denotar o alfabeto usado por X, esta é apenas uma
convencao.

Exemplo 1.7. O alfabeto de bits é {0,1}. Alguns exemplos de cadeias de
bits séo 0, 1, 000, 0110010101. <

Exemplo 1.8. Sobre o alfabeto {a,b,c,d} sdo cadeias ¢, a, b, aaadddcb,
abbc. <

Exemplo 1.9. Sobre o alfabeto {{, &, O, &} (do Exemplo [1.5) podemos for-
mar, por exemplo, as cadeias SUVGQ, Hdede € dododh. <

Exemplo 1.10. Seja £ ={a,b,c}. Entdo L. = {¢, a,b,c}. <

1



2 CAPITULO 1. INTRODUCAO

Exemplo 1.11. Seja © = {um,dois, trés, quatro}. Embora possa parecer
que este ndo deveria ser um alfabeto, ele é. Podemos chamar de “simbolo”
a entidade que quisermos. Uma palavra sobre este alfabeto ¢ “um, um,
quatro, dois”, por exemplo. <

Definicao 1.12 (comprimento de palavra). O comprimento de uma pala-
vra € a quantidade de simbolos nela. Denotamos por |x| 0 comprimento da
palavra o. ¢

Exemplo 1.13. Os comprimentos de algumas cadeias sdo dados a seguir.

lel =0

lal =1

bl =1

laaal =3
[babbl =4 <

Exemplo 1.14. Note que no exemplo[I.11] onde definimos palavras sobre
o alfabeto ¥ = {um, dois, trés, quatro}, temos |um, um, quatro, dois| = 4, por-
que a cadeia (palavra) contém quatro simbolos do alfabeto. <

Definicao 1.15 (concatenacao de palavras). Sejam &« = 1y ...x € B =
B1B2...PRn duas palavras. Entao o3 = xjo2...ax1P2...Rn € a concate-
nacgao das palavras « e f3.

Denotamos por ()™ a concatenagdo de n cépias da palavra «. Para um
simbolo isolado s, ndo usamos os parénteses, denotando s™. Quando usamos
o0 mesmo contador mais de uma vez na mesma expressao, significa que as
quantidades devem ser iguais: em “a™b™”, as quantidade de a’s e b’s sao
iguais; em a*b™, néo. ¢

Evidentemente, ex = e = « para qualquer palavra «.
Exemplo 1.16. A concatenagdo de abb com ca é abbca. |

Exemplo 1.17. Denotamos por a™b™c" as palavras contendo sequéncias
de a, b e ¢, nesta ordem, sendo que cada palavra tem exatamente a mesma
quantidade de a’s, b’s e ¢’s: {¢, abc, aabbee, aaabbbecc, .. .} <

Exemplo 1.18. L = a™b*c™d* é o conjunto das sequéncias de n vezes a’s,
k vezes b’s, n vezes c’s e k vezes d’s, nesta ordem:

{e, ac,bd, abcd, aabccd, abbedd, aabbeedd, .. .}

<

Definicao 1.19 (linguagem). Uma linguagem é um conjunto, possivelmente
vazio, de palavras. ¢
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Exemplo 1.20. Conjuntos finitos de simbolos como ),{a},{0},{abcdef} sdo
linguagens. <

Exemplo 1.21. O conjunto de palavras representado por a™b™c™ (no Exem-
plo[1.17) é uma linguagem, assim como o conjunto a™b*c™d* do Exemplo
.18l <

Exemplo 1.22. O conjunto de todas as sequéncias binarias representando
numeros divisiveis por quatro, {0, 100, 1000, 1100, 10000, 10100, 11000, 11100,.. .},
é uma linguagem. <

Exemplo 1.23. O conjunto de todas as palavras em um dicionério da Lin-
gua Portuguesa pode ser usado como alfabeto. Aqui é necessario ter em
mente que ha uma troca de nomenclatura: cada “palavra” do diciondrio
serd, na linguagem formal que definirmos, um “simbolo”; e cada “sequéncia
de palavras” do dicionério serd uma “palavra” na linguagem construida.

Assim, sobre o alfabeto palavras da Lingua Portuguesa, o conjunto de
artigos definidos seguidos de substantivos é uma linguagem. Algumas pala-
vras desta linguagem sdo

* 0 sapato
* a cebola
* acarro

Note que cada item é, para nés, uma palavra. No primeiro, a palavra “o
sapato” tem dois simbolos, “0” e “sapato”.

A ltima palavra pode parecer incorreta, mas essa incorretude existe
somente em outro tipo de andlise. Da maneira como definimos, estad cor-
reta (faz parte da linguagem), porque determinamos que “artigos defini-
dos” seguidos de “substantivos”, sem restringir género, sdo parte da lin-

guagem. <

Exemplo 1.24. Usando o alfabeto do Exemplo[L.11](Z = {um, dois, trés, quatro}),
podemos construir a linguagem das sequéncias de palavras um, dois, treés,
quatro, repetidas e terminando com “dois” ou com “quatro”.

Pertencem a esta linguagem as cadeias

e um, um, dois
* dois, um, quatro
¢ dois

As seguintes palavras de L* ndo pertencem a linguagem que definimos,
porque nao terminam em “dois” ou em “quatro”.

* um
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* dois, trés
* dois, dois, trés, um
<

Definicao 1.25 (unido de linguagens). Se A e B sao linguagens, entdo AUB
€ a unido das duas linguagens, contendo todas as palavras presentes nelas.

¢

Exemplo 1.26. Seja L = {0,1}. Seja A a linguagem, sobre X, dos nimeros
binarios impares (ou seja, aqueles terminando em 1). Seja B a linguagem
dos numeros binarios divisiveis por quatro. Entdo A U B é a linguagem
contendo as cadeias binarias que representam impares e também as ca-
deias que representam os divisiveis por quatro. Ou seja, A U B contém as
sequéncias binarias que terminam em um e as que terminam em dois ze-
ros, mas ndo as que terminam em “10” (que sdo os pares ndo divisiveis por
quatro). <

Exemplo 1.27. Se P a linguagem contendo as palavras da lingua Portu-
guesa, e F é a linguagem contendo as palavras da lingua Francesa, entao
PUF é a linguagem das palavras existentes nas duas linguas. |

Definicao 1.28 (concatenacao de linguagens). A concatenacédo de duas lin-
guagens A e B, denotado AB, é o conjunto das concatenacoes de palavras,
sendo a primeira de A e a segunda de B:

AB ={ab : a€ A, beBhL ¢

Definicao 1.29 (fecho de Kleene). Se A é um alfabeto, palavra ou lingua-
gem, A* é seu fecho de Kleene, ou simplesmente fecho. Pertencem ao fecho
de Kleene todas as concatenacgoes iteradas dos elementos de A, inclusive a
palavra vazia.

Denotamos por A+ o fecho transitivo de A, idéntico ao fecho de Kleene,
exceto por nao incluir a palavra vazia. ¢

Exemplo 1.30. Se X ={a, b, c}, entdo

>* ={¢,a,b,c,aqa,bb, cc, ab, ac, be.ba, ca., aaa, bbb, ccc, aab, aac, bba, bbe, ...
£t ={a,b,c,aa,bb,cc, ab, ac,bc.ba, ca., aaa, bbb, ccc, aab, aac, bba, bbc, ...}

Se L ={abc, def, g}, entdo

L* ={¢, abc, def, g, abcdef, defabc, abcg, gabce, defg, gdef, ...}
L™ = {abc, def, g, abcdef, defabc, abcg, gabe, defg, gdef, ...} <

Exemplo 1.31. Seja £ = {0, 1}. Entao
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L ={00,01,10,11} é uma linguagem finita com quatro palavras;

L2 = {0000, 0001,0010,0011,0100,0101,0110,0111,1100,1101,1110,1111}
é a linguagem das sequéncias binarias de comprimento quatro;

L UL? é a linguagem das sequéncias binarias de comprimento dois ou
quatro;

e L* é alinguagem de todas as sequéncias bindrias de comprimento par.

1.2 Gramaticas gerativas

Usamos gramaticas como uma forma finita de especificar linguagens pos-
sivelmente infinitas. Uma gramatica é a definicdo recursiva de uma lin-
guagem, usando a concatenacao de palavras na recursdao. Esta definicao
recursiva é composta de regras de produg¢ado. Cada regra de producéao é da
forma « — f3, indicando que a frase « pode ser trocada por f3.

Exemplo 1.32. A seguir temos uma gramatica que representa um pequeno
conjunto de frases e Lingua Portuguesa.

frase ::= sujeito predicado
sujeito := Jodo | Paulo | Luiza
verbo ::= fez | comprara | come
predicado ::= verbo objeto
objeto ::= artigo substantivo
artigo := o | um

substantivo ::= montanha | peixe

Os simbolos em negrito sdo varidveis auxiliares, que nao fazem parte da
linguagem - sao chamados de nao-terminais. Os outros sao palavras da
linguagem, e chamados de terminais.

A seguir usamos a gramatica para gerar uma frase. Em cada linha, subs-
tituimos uma variavel usando alguma regra de producéao, até chegar a uma
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palavra sem variaveis.

frase

sujeito predicado

sujeito verbo objeto

sujeito come objeto

Paulo come objeto

Paulo come artigo substantivo
Paulo come um substantivo

Paulo come um peixe <

Exemplo 1.33. Podemos também definir gramaticas que especificam a sin-
taxe de linguagens de programacao:

<comando> = <atribuicao> | <condicional> | <repeticao>
<atribuicao> ::= <id> = <expr>
<expr> = <id> | <num>

| <expr> + <expr>
| <expr> * <expr>
| ( <expr>)

Esta gramatica define a sintaxe de “<comando>", que pode ser “<atri-
buicao>", “<condicional>" ou “<repeticao>". Derivamos, usando esta sin-
taxe, uma palavra.

<comando> = <atribuicao>
= <id> = <expr>
= a = <expr>
= a = <expr> + <expr>
= a = <num> + <expr>
= a =2 + <expr>
=a=2+ <id>
=a=2+Db

Agora definimos rigorosamente o conceito de gramatica. A definigdo
com rigor é necessaria porque, sem ela, nao poderiamos elaborar enuncia-
dos claros a respeito das propriedades de gramaticas, nem demonstrar com
rigor esses enunciados.

Definicao 1.34 (gramatica). Uma gramatica é composta de
e um conjunto T de simbolos terminais (um alfabeto)
e um conjunto X de simbolos nado-terminais, diferentes dos terminais

¢ um conjunto de regras de producdo, da forma

oxi=p
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As regras de producgéo sdo uma relacdgo P C (NUX)" x (NU X)*

* um simbolo inicial S € N, e também podem ser denotadas
o — p. ¢

Note que as regras de producdo podem transformar qualquer sequéncia
de simbolos (terminais e ndo-terminais) em outra sequéncia.

Definicao 1.35 (substituicao, derivacao). Se «,f3,v,d sdo sequéncias de
simbolos e x — 3 é uma regra de producao de G, entao

Yod = ypo

€ um passo de derivacao.

Se existe uma sequéncia de passos de derivacao que leve a uma cadeia
de simbolos terminais, dizemos que esta é uma derivacdo de uma palavra
da gramaética; dizemos também que a gramética gera aquela palavra. ¢

Exemplo 1.36. Uma gramatica simples é mostrada a seguir.

A — Ab
A — Bc
B—oA
B—x

Usamos | para agrupar regras, e podemos reescrever a gramatica:

A — Ab | Bc
B—A|x

Derivamos uma palavra da gramatica.

A = Ab
= Bcb
= xcb <

Exemplo 1.37. A derivacdo do Exemplo [1.32| é usualmente denotada da
seguinte maneira.

frase = sujeito predicado = sujeito verbo objeto
= sujeito come objeto = Paulo come objeto
= Paulo come artigo substantivo = Paulo come um substantivo

= Paulo come um peixe
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Denotamos a derivagao inteira por
frase =" Paulo come um peixe <

Exemplo 1.38. Uma gramatica pode ter regras com mais que apenas um
nao-terminal a esquerda, como na que segue.

A — BaB (1)
B — bbb (2)
B — Ab (3)
Aba — ¢ (4)

A seguir usamos esta gramética para derivar uma palavra da linguagem que
ela representa.

A = BaB (1)
= Babbb (2)
= Ababbb (3)
= cbbb.
Neste texto ndo usaremos este tipo de gramatica. |

Definicao 1.39 (linguagem de uma gramadtica). O conjunto de todas as
palavras geradas por uma gramatica G é a linguagem de G. ¢

Exemplo 1.40. A gramatica a seguir gera a linguagem de parénteses ba-
lanceados.

S:=(S) | SS | ¢ <
Exemplo 1.41. A seguir esta uma gramatica.

A ::=aB

A = bA

A b

A =¢

B = bB

B = aA

A linguagem desta gramaética é a das sequéncias de as e bs onde o nu-

mero de as é par. |

1.3 “Automatos” (robos) e linguagens

Da mesma forma que podemos definir gramaticas que geram (ou permi-
tem verificar) palavras de uma linguagem, podemos imaginar robds (ou
“autématos”, como eram chamados quando foram idealizados) que o fagam.
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Nesta secao tratamos muito superficialmente de automatos, sem defini-los
formalmente; eles sdo objeto de estudo mais detalhado no resto do texto.

Trataremos de autématos que recebem uma palavra e verificam se aquela
palavra é parte de uma linguagem (a linguagem é fixa para cada autémato).

Os autématos que usaremos sao idéias abstratas de procedimento - se-
melhante a algoritmos, mas descritos como se fossem maquinas que léem
uma palavra escrita em uma fita.

Autématos tem um estado interno, que os permite lembrar o que ocorreu
até o momento; um destes estados é identificado como estado inicial (que
significa que nada aconteceu ainda)

Um exemplo extremamente simples de automato é dado a seguir. Este
automato 16 uma sequéncia de simbolos do alfabeto ¥ = {0,1} e aceita a
palavra somente se a sequéncia representa um numero binario impar (ou
seja, se o ultimo elemento é um). Presumimos que o autémato percebe
quando chega o final da palavra.

O automato tem dois estados: um para representar “tltimo simbolo lido
igual a zero” e outro para representar “tltimo simbolo lido igual a um”.

inicio —>

Nos Capitulos que seguem formalizaremos o conceito de automato e de
algumas variantes dele. Basicamente, descreveremos um autémato como
um conjunto finito de estados Q; um alfabeto £ de simbolos que podem
estar na fita; uma funcdo de transicao (“programa”) §, que determina o
proéximo estado; um estado inicial qp € Q; e um conjunto de estados finais
F C Q. Como exemplo, o automato da Figura anterior é descrito como
(Q» Z) 6) q1, F)/ onde

Q =1{q1,92}

X ={0,1}
8(q1,0) = a1
5(q1,1) =qz
5(q2,0) = qs
8(q2,1) =42

F={q2}

Outros tipos de automato terao descrigoes diferentes, claro. Um deles terd
uma pilha acoplada, por exemplo; outro podera gravar na fita, além de po-



10 CAPITULO 1. INTRODUCAO

der voltar a cabeca de leitura e gravagdo. Os diferentes tipos de autématos
descrevem diferentes classes de linguagem.

1.4 Problemas

O automato na sec¢do anterior mostra um outro aspecto do estudo de lingua-
gens. Aquele autémato resolve um problema de decisdo: dado um nimero
(naquele caso representado em base dois, embora nao seja necessario), o
autémato 1é sua descrigdo na fita e somente aceita o nimero se ele for im-
par. Isso significa que o automato resolve o problema de identificar nimeros
impares.

A linguagem do problema IMPARES consiste do conjunto de sequéncias
binarias que representam numeros impares. O autémato “decide” este pro-
blema ao decidir se uma sequéncia de simbolos pertence a linguagem ou
nao.

AutOmatos mais complexos do que este sdao usados como modelos para
algoritmos. Ha também outras maneiras de formalizar o conceito de com-
putacdo: duas delas sao a Teoria das Fungdes Recursivas e o A-Célculo.

Héa problemas que sao indecidiveis — porque demonstramos que nao
existe automato que possa decidi-los.

Dentre os problemas decidiveis, alguns problemas podem ser decididos
em tempo “razoavel” e outros nao - a definicdo do que “razoével” significa
neste contexto é dada no estudo da Complexidade de Tempo de algoritmos.

Exercicios

Ex. 1 — Derive cinco palavras usando cada uma das gramaticas a seguir.

a)

s=aAa|bBb|C
=1A|0
x=¢|b|bBb
Cu=cC]ld

W > »n
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b)

S:=aAa|cBc|cCc

aA:=1A 10
A:=0A|1
B:=¢|b]|bBb
C:=0C|e

00C == 00A

Ex. 2 — Crie duas gramaticas diferentes para uma mesma linguagem fi-
nita.

Ex. 3 — Crie duas gramaéticas diferentes para uma mesma linguagem infi-
nita.

Ex. 4 — Crie uma gramatica sobre o alfabeto X = {a, b, c}, com pelo menos
trés regras de producdo, que gere uma linguagem infinita tendo somente
palavras de comprimento par.

Ex. 5 — Modifique o autdomato que verifica nimeros impares, de forma que
ele trabalhe com nimeros na base dez.
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Capitulo 2

Linguagens Regulares

Definicao 2.1 (linguagem regular). Uma linguagem é regular se é finita,
ou se € a uniao, concatenacao ou fecho de linguagens regulares. ¢

Exemplo 2.2.

() é linguagem regular (a linguagem sem nenhuma palavra), porque €é
um conjunto finito;

» {¢} é linguagem regular, porque ¢é finito (tem somente a palavra vazia,
e portanto tem cardinalidade um)

* O conjunto {x}, onde x € X, é uma linguagem regular sobre o alfabeto
Y, porque é finito. <

Exemplo 2.3. O conjunto de sequéncias binarias de tamanho no méximo
dez é uma linguagem regular, porque é finito. |

Exemplo 2.4. O conjunto das cadeias formadas por varios zeros seguidos
de vérios uns é uma linguagem regular. Isto porque é a concatenacdo de
duas linguagens regulares:

* 0%, a linguagem das sequéncias de zeros (que € o fecho de {0});
* 1%, a linguagem das sequéncias de uns. <

Exemplo 2.5. A linguagem das sequéncias de as e bs de tamanho par é
regular: ela é fecho da linguagem finita {aa, ab, ba, bb}. <

Exemplo 2.6. Seja X = {a, b}. A linguagem das palavras palindromas sobre
X ndo é regular. Ao contrario do que possa parecer inicialmente, ndo basta
dizer que cada palavra da linguagem das palindromas é a concatenacgao
de palavras de X*. Acontece que a concatenacao de L* com si mesma é
(X*)(Z*), e esta linguagem néo inclui apenas as palavras palindromas! Ela
também inclui aabb, por exemplo, porque aa € £* e bb € L*, |

13
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2.1 Expressoes Regulares
A maneira mais natural de expressar linguagens regulares da maneira como
as definimos é obtendo uma notacao diretamente da definigdo. Isto resulta
no que chamamos de expressoes regulares.
Definicao 2.7 (expressao regular). Seja X um alfabeto.

* a € X é expressao regular sobre X

* a cadeia vazia, €, é expressdo regular sobre X

* alinguagem vazia, (), é expressdo regular sobre L

Se Ry, R, sdo expressbes regulares sobre X, entao também sao:

* (R1 + Ry)
* (R1R2)
* (R}) ¢

Exemplo 2.8. A expressao regular a*bc* representa a linguagem das ca-
deias contendo um b com varios as a esquerda e varios cs a direita. A lin-
guagem nao determina qualquer relacdo entre a quantidade de a’s e de c’s,
portanto a quantidade de as néo precisa ser igual a quantidade de cs. <

Exemplo 2.9. A expressdo regular (ab+xy)(fg+jk)*z representa a lingua-
gem das palavras que comegam com ab ou xy, seqguida de uma sequéncia
de fg’s e jk’s, seguida por um Unico z. |

Exemplo 2.10. A expressdo regular
O+T1424+3+445+6+74+8+9N".(04+1+2+3+4+5+6+7+8+9)"
representa a linguagem dos nimeros com ponto flutuante em base dez. <«

Teorema 2.11. As linguagens representadas por expressées regulares sao
exatamente as linguagens regulares.

Demonstragdo. A definicao de linguagem regular nos permite escrever lin-
guagens regulares usando os simbolos (AUB), (A)*, e “AB” para concatena-
cdo; assim, uma linguagem regular pode ser descrita por uma férmula; esta
féormula é exatamente uma expressao regular, exceto que, por convencao,
em expressoes regulares denotamos a unido por +. O
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2.2 Automatos Finitos

Uma maneira de representar uma linguagem regular é através do automato
que a reconhece. Diferentes tipos de autémato servirdo para reconhecer
diferentes classes de linguagem. Apresentamos aqui os autématos finitos,
que reconhecem linguagens regulares.

Em cada passo de computacado, o automato finito realiza o seguinte.

1. verifica o estado atual;
2. 1é um simbolo da fita.

3. Se ndo existem mais simbolos a ler e o estado atual for marcado como
“final”, para aceitando a palavra; se o estado nao for final para rejei-
tando a palavra;

4. dependendo do estado e do simbolo lido, determina um novo estado;
5. muda para o novo estado escolhido;
6. avanca a cabeca de leitura uma posicao para a direita na fita.
Definicao 2.12 (autémato finito). Um autémato finito é composto de

* um conjunto finito de estados Q;

* um alfabeto finito Z;

* 0:Q x X — Q, uma fungao de transicao;

* go € Q, o estado inicial;

* F C Q, um conjunto de estados finais. ¢

Exemplo 2.13. O seguinte diagrama mostra um automato bastante sim-
ples, que reconhece a linguagem de palavras comecando com a, e contendo
pelo menos um b, sobre o alfabeto {a, b}.

a a

inicio —( 91 d & b @ b

()
b
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O estado inicial (qo) é marcado com uma seta vindo de nenhum outro estado.
O tnico estado final (q3) é indicado por duas circunferéncias concéntricas.

Ou seja,

Q =1{d1,92,q3}
~ ={a,b}

8(q1,a) =q2

5(q1,b) =qa

8(qz2,a) =q2

B(qz,b) =dq3

8(q3,a) =q3

5(q3,b) =q3

8(qa,a) = qa

6(qa,b) = qa
qo = q1
F={q3} <

Outra forma de representar o automato é através de uma tabela de transi-
coes:

‘ a b

> q1 | 92 94
q2 | 92 q3
g3 | 93 g3
d4 | 94 94

Como b é funcgdo, precisamos especificar transi¢gdes para a e b saindo
de cada estado. Podemos, no entanto, omitir estados como q4, que sé exis-
tem para oferecer um caminho que certamente nao levard a aceitacao da
palavra.

inicio —( q1 d & b @ b

O autoémato é (Q, %, 5,q1,F), com Q ={q1,92,93}, X ={a,b} F={q3} e

8(q1,a) = qz,
8(qz2,a) = qz,
5(q2,b) = g3,
(g3, a) = qs,
5(q3,b) =q3
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Presumimos que, sendo um AFD, as transicoes faltantes levam a algum es-
tado “invalido” (como q4), que omitimos do diagrama.

Definicao 2.14 (configuracédo de automato finito). Uma configuragdo de
um autémato é (q,w), onde q é um estado do autémato e w é uma cadeia.

Se, estando em uma configuracéo (g, ax), o autémato 1é€ o simbolo a, e
termina no estado p, denotamos

(q,ae0) F (p, )
Denotamos H* quando hd uma sequéncia de passos do autémato levando de
uma configuragéo a outra. ¢

Exemplo 2.15. Se a palavra aabaa estiver na fita, e o autémato do Exem-
plo estiver no estado (i, as trés primeiras configuragdes pelas quais
ele passara sao

(d1,aabaa) i (qz2,abaa) (6(q1,a) =q2)
(92, baa) (8(q2,a) = q2)

Podemos abreviar esta sequéncia de configuragbes por (q1, aabaa) H* (g2, baa).
|

Definicao 2.16 (reconhecimento de linguagem por autéomato). Uma pala-
vra w, composta pelos simbolos wi,w>,... é aceita por um autémato finito
A se existe uma sequéncia de estados r1,12,..., T, tais que

* 17 é estado inicial;
o 8(ri,wip1) =Tir1s
* 1, é estado final.

¢

Exemplo 2.17. Executaremos o autémato do Exemplo tendo como
entrada a cadeia aabba.

(q1, aabba)
(g2, abba) (6(q1,a) =q2)
~(q2,bba) (5(q2,a) = q2)
~(g3,ba) (8(q2,b) = q3)
~(q3,a) (8(q3,b) = q3)
H(qs,¢€) (6(qg3,a) = q3)

Novamente, podemos abreviar (q7, aabba) F* (g3, €).
A configuracdo quando a palavra termina de ser lida é (g3, ¢). Como q3
¢ final e a cadeia restante é vazia, o autdmato aceita a palavra. <
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Damos mais alguns exemplos de autématos finitos.

Exemplo 2.18. O autémato a seguir reconhece sequéncias binarias com
quantidade par de zeros.

1 1

inicio —> °

8(q0,0) = q1,
8(qo, 1) = qo,
6(q1,0) = qo,
o(q1,1) = q1. <

Exemplo 2.19. O autémato a seguir reconhece sequéncias binarias com
comprimento multiplo de trés. Nas arestas, “0,1” é abreviagdo para “tanto

Zero como um”.
. 0,1
inicio —

0,1 0,1

O autémato é (Q, X, 5,F), com Q ={qo,q1,92}, £ =1{0,1}, F={qo}, e

8(do,0) = qu,
d(qo, 1) = q1,
8(q1,0) = qz,
8(q1,1) = qz,
8(d2,0) = qo,
d(q2,1) = qo <

2.2.1 Automatos Finitos Nao-Deterministicos

Os autdématos finitos tem um inconveniente: eles tem uma fung¢édo de tran-
sicao. Especifica-la pode ser trabalhoso e sujeito a erros; podemos trocé-la
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por uma relagdo de transigao, de forma a especificar transi¢coes para esta-
dos diferentes usando o mesmo simbolo.

Definicao 2.20 (automato finito ndo-deterministico). Um autémato finito
ndo deterministico (AFN ou NFAE]) é semelhante a um automato finito, ex-
ceto que o AFN tem uma relagdo de transicdo A : Q x ZU{e} x Q ao invés
de uma funcéao de transicao.

Pela semelhanca e uso pretendido, poderemos abusar da notacao e es-
crever A: Q x X U{e} — Q, como se A fosse uma funcgéo:

Alqr,a) = q2
Alqr,a) =q3 ¢

O fato de A ser uma relagdo, e nao uma funcgéao, significa que pode haver
mais de um estado destino para cada par estado/simbolo (g, s).

a

Por termos usado X U{e} ao invés de X, o AFN pode realizar transicées
sem ler simbolos da fita; equivalentemente, realiza transigées ao ler ¢ (de-

notado A(q1,¢€) = q2).
()——

Uma transi¢do vazia é ndo-deterministica da mesma forma que as tran-
sicdes multiplas saindo de um estado.
Haé trés interpretagdes para o ndo-determinismo.

* Interpretamos as transi¢coes nao-deterministicas presumindo que o auto-
mato “adivinhard” o caminho correto a usar para aceitar a palavra;
assim, se houver algum caminho do estado inicial ao final, lendo a pa-
lavra e realizando transicoes, o automato o fard e aceitara a palavra.

e Cada vez que ha duas possibilidades de mudanca de estado, o auto-
mato cria uma coépia de si mesmo, e cada cépia segue em um estado
diferente. Se alguma das copias chegar ao estado final apés ler a pa-
lavra da fita, a palavra é aceita.

e O autdémato avanca e retrocede: se havia uma escolha ndo-deterministica
a fazer, ele tenta uma possibilidade. Se ndo obtiver sucesso, volta e
tenta a outra (ou seja, usa backtracking).

1 “Nondeterministic Finite Automata” em Inglés.
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Pode-se definir AFNs sem as ¢-transicoes; também pode-se defini-los
usando uma fungéo de transicdo A: Q x ZU{e} — P(Q).

Exemplo 2.21. A linguagem do autémato do Exemplo [2.13| é a de as e
bs, comecando com a e contendo pelo menos um b. A seguir temos um
autémato nado-deterministico que a reconhece.

O automato é ndo-deterministico porque tem uma relacdo de transicao, e
ndo uma fungao: ha dois valores para (qz,b), e ndo hé valor definido para

(th)-

Q=1{q1,92}

Y ={a,b}
A(qr,a) =q2
Alqz,a) =q2
Alq2,b) = q2
A(qz2,b) =q3
A(gz,a) =qs3
Algs,b) =q3

do = q1

F={qs}

Uma tabela de transicoes deve listar todos os estados destino para cada par
estado/simbolo:

‘ a b
> d1 | q2
q2 | 92 92,93
g3 | 93 g3

<«

Exemplo 2.22. O autdémato a seguir reconhece sequéncias bindrias que
contenham a subcadeia “0110”.
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0,1

inicio —( do @

O automato é (Q, XL, A, qo,F), com Q ={qo0,91,92,93,94}, = ={0,1}, F ={q4},
e

A(qo,0) = qo,
A(qo,0) = q1,
A(qo, 1) = qo,
A(q1,1) = q2,
A(q2,1) = g3,
A(q3,0) = qa,
A(q4,0) = qa,
A(qa,1) = qa. <

Teorema 2.23. Seja A um autémato finito deterministico que aceita uma
linguagem L. Entdo existe um autémato finito ndo-deterministico que tam-
bém aceita L.

Demonstracdo. Trivial: toda funcéao é relacgdo, portanto todo autéomato finito
deterministico é também ndo-deterministico. O

Teorema 2.24. Se A ¢ um autémato finito ndo-deterministico que aceita
uma linguagem L, entdo é possivel construir um autémato finito determinis-
tico que também aceita L.

Na demonstracdo a seguir usamos duas idéias:

* Se hé4 mais de uma transicao (qi, a), indo a estados diferentes, entao
dizemos que o automato foi para os dois estados simultaneamente, ou
seja, estda num conjunto de estados. Por isso cada estado do AFD sera
um elemento de P(Q).

* Quando ha uma transicéo vazia (q;, &) — qj, entdo qualquer transicéo
que leve a q; deve ser traduzida para “levando a q; e simultaneamente
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a todos os estados alcangéveis a partir de qi por zero ou mais transi-
cbes vaziad’l’. Este conjunto de “estados alcangaveis a partir de q;
por transicoes ¢” sera denotado E(qi).

Demonstragdo. Construiremos um AFD a partir do AFN; o AFD podera ter
mais estados que o AFN.

Seja (Q, X, A, qo, F) o AFN.

Quando o AFN tem duas transigoes para estados diferentes com o mesmo
simbolo, criamos um estado no AFD representando os dois estados destino.
Se A(r,a) leva tanto a s como a t, entdo, para todo estado R contendo r
(R={...,r,...}), criamos uma transigdo para o estado contendo s e t.

Um AFN pode ter transi¢coes vazias de um estado a outro. denotamos
por E(q) o conjunto de estados que podem ser alcangados por q através de
zero ou mais transi¢gdes vazias. Definimos recursivamente: E(q) é o menor
conjunto tal que

* q€k(q)e
* se 8(q,e) =rentdo E(r) C E(q).

Para cada transicdo, se o estado destino era um estado R, ele sera E(R).
O AFD sera (Q’,Z, 5, q4, F'):

* Q’ é o conjunto das partes de Q, para que possamos representar, no
AFD, multiplos estados do AFN.

* No AFD, o estado q’ € Q' é um subconjunto dos estados do AFN.
Ent&o, 6(q’,a) levaa{q : q € E(A(p,a)),para algum p € q'}

* q¢ ={qo-
* F contém todos os estados em Q’ que incluem um estado final de Q.

O AFD construido claramente aceita a mesma linguagem que o AFN, porque
simula seu comportamento. O

Exemplo 2.25. Usaremos o Teorema [2.24] para converter o AFN a seguir
em AFD. Escolhemos um automato simples, mas que tem uma transicao
vazia e uma escolha nao-deterministica para um simbolo lido (b, no estado

q1).

20u seja, se 8(q1,¢) = q2, € 5(q2, €) = q3, entdo q3 € E(q).
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e
A(qo,a) = q1
A(th) =q2
A(q1,b) =q3
A(q2,a) = q2
A(qz,¢) = q3
A(q3>€) = qo,

Ao invés de considerar todos os P(Q) estados, tentaremos usar somente os
estados alcancgéaveis a partir do inicial. Comegamos entdo por {qo}.

8({qo}ya) ={q1}

Agora, em {q;} o autémato podera ler b, indo tanto para ¢, como para qs.
Mas E(q3) ={qo, q3}, logo

8(q1,b) ={q0, 92, 93}

Continuamos agora a partir de {qo, q2, q3}. Neste estado, pode-se ler a (que
era possivel ler em qo € q2) ou ¢ (que era possivel ler em q3).

5({90, 92,93}, a) ={q1,q2}
8({q0, 92, q3},¢) ={q2}

Tanto no estado qo como no estado q,, a leva ao estado q,, portanto a
transicdo com a no novo estado {q1, q2} serd

8({q192}, a) ={qz2}.
Finalmente, estando em ¢, e lendo a, o autémato continua em (.

8({qz2}, a) = {q2}.
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O automato que resulta do processo € mostrado a seguir.

inicio —( qo a @ b wb%

O autémato é (Q) Z>5»{qo})F), com Q = {{QO}>{Q1}>{q0) q2, Q3}>{q1 ) qZ}){qZ}}
L ={a,b,c}, F= {{qm q2, 93} {41, qz},{qz}}, e

5({qo}, a) = {q1},
8({g1},b) ={qo, 92, g3},
8({do, az,qs}, a) ={q1, g2},
8({q1,qz2}, a) ={qz2},
8({do, 42, q3},¢) ={qz2},
5({qz2}, a) ={q2}- <

2.2.2 Linguagem dos automatos finitos

A classe de linguagens reconhecida por autématos finitos é exatamente a
das linguagens regulares. A demonstracao é feita em dois Teoremas.

O primeiro Teorema mostra que qualquer linguagem regular é reconhe-
cida por um automato finito - o método consiste em mostrar que, dada uma
expressdo regular, existe um autéomato finito que reconhece a linguagem
dela.

O segundo Teorema mostra que a linguagem de todo autémato finito é
regular. E uma demonstragdo por inducdo, mostrando que para qualquer
automato finito existe uma expressao regular equivalente.

Teorema 2.26. Toda linguagem regular € reconhecida por um autémato
finito.

Demonstracdo. A demonstracgdo é por inducao na quantidade de operadores
(unido, concatenacao e fecho) na expressao regular.

Para a base de indugdo, temos a linguagem vazia (); a linguagem con-
tendo somente a cadeia vazia, {¢}, e as linguagens contendo simbolos isola-
dos, {a}, com a pertencendo ao alfabeto da linguagem. Para estas, é trivial
construir automatos.
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Procedemos ao passo de inducao. A hipétese é de que toda linguagem
representada por expressodes regulares com menos que n operadores pode
ser reconhecida por um autémato finito.

H4 trés casos a tratar:

* a expressdo regular é uma unido, R = Ry + R,. Neste caso, tanto R;
como R; tem menos operadores que R, portanto hd autématos finitos
A7 e Ay que as reconhecem. Assim, construimos um automato A que
tem um estado inicial isolado, levando aos estados iniciais de A; e A
com transicoes vazias.

* a expressao regular é uma concatenacao, R = R;R,. Novamente, tanto
R; como R, tem menos operadores que R, portanto ha autématos fini-
tos A7 e A, que as reconhecem. Assim, construimos um autémato A
composto pelos outros dois, mas modificando os estados finais de A;
para que nao sejam mais finais, e para que haja transicao vazia deles
para o estado inicial de A,.

* a expressdo regular é um fecho, R = Rj. A expressdo R; tem me-
nos operadores que R, entdo existe um autéomato finito A; que a reco-
nhece. Criamos um novo estado inicial, e o ligamos com transicdo ¢
ao estado inicial de A;. Ligamos todos os estados finais de A; ao novo
estado inicial, com transigoes ¢.

Assim, ha automatos finitos que representam qualquer expressao regular.
O

Teorema 2.27. As linguagens reconhecidas por autématos finitos sao re-
gulares.

Demonstracao. Usaremos inducao na quantidade de estados usados para
representar cadeias.

Suponha que uma linguagem seja aceita por um autémato finito deter-
ministico M. Presuma, sem perda de generalidade, que os estados de M
sdo {q1,92,--.-,qn}, € que o estado inicial é q;. Note que estamos intencio-
nalmente evitando usar o estado “qo”.

Seja R'gj o conjunto das cadeias que seriam aceitas comegando no estado
qi e terminando no estado qj, mas usando estados intermediarios entre g
e gk (ou seja, sem usar estados intermedidrios com indice maior que k).

Uma definigao recursiva de R]fj ¢é dada a seguir.

R ={a : 8(qi,a) = g5} (i#))
R% ={a : 8(qi,a) = qi} U {e}

k k—1 pk—T1yxpk—1 k—1
Rf = Rixe (Rx )*Rkj U R
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A demonstracdo de que a linguagem reconhecida por um automato equi-
vale a uma expressdo regular ser construida por indugao no indice k. Como
temos uma defini¢do indutiva, ela nos servira de guia para a construg¢do da
demonstracao.

Para cada conjunto de cadeias R
k
ij
A base se da com k = 0. R% serd um conjunto finito de cadeias unitdrias,
e possivelmente também a palavra vazia. Se nao hé transigdes saindo de qj,

entdo R% = (. Entéo r% serd uma dentre as que seguem

k

{;, construiremos uma expressao regular

equivalente, que denotaremos r

T =a1+daz+--+an

Ts=ar+a+---+ant+¢€

sendo possivel que nao haja nenhum a: R% pode ser @ ou {e}.

Para o passo indutivo, a hipétese é de que existe uma expressao regular
para qualquer palavra gerada usando no maximo k — 1 estados intermedia-
rios. A terceira linha da definigdo de R'fj nos diz que este pode ser construido
usando

k—1 pk—1 pk—Tpk—1
Rik R R Ry
todos com k — 1 estados intermediarios. Entdo a expressao regular para R‘-fj
é

—1 — — —1
(e D g+l

U Riq

qeF

A linguagem do automato é

portanto a expressdo regular equivalente a ele sera

+ n
qeF r]q O

2.3 Gramaticas Regulares

Ha uma classe de gramaticas, chamadas de gramaticas regulares, que gera
a classe de linguagens regulares.

Definicao 2.28 (gramatica linear). Uma gramatica é linear a direita se
suas regras de producdo sdao uma fungao p : N == TN - ou seja, todas as
suas produgodes sdo da forma

A= «aB

Uma gramatica é linear a esquerda se suas regras de producao sdo uma
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funcao p: N — NT - ou seja todas as suas producgdes sao de forma

A =B« ¢
Definicao 2.29 (gramatica regular). Uma gramatica é regular se é linear a
direita ou linear a esquerda. ¢

Se uma gramatica tem producgdes do tipo “linear a esquerda” misturadas
com outras, do tipo “linear a direita”, ela ndo é necessariamente regular. O
Exercicio[L9 pede a demonstragéo disso.

Exemplo 2.30. A seguinte gramdtica é regular, porque € linear a direita.

W W > »n
o
n

=Db
Dentre outras, esta gramaética gera as palavras
yb,ybb,ybbb, ybbbbb, xayb, xaybb, xaxaybbbbb. <

Exemplo 2.31. A seguinte gramatica regular gera cadeias de digitos re-
presentando numeros divisiveis por 25.

S:=0S|1S]2S|3S|4S
S:=5516S|7S|8S|9S
S:=00]25]50]75

Como exemplo, mostramos uma derivagao.

S$=3§
= 37S
= 3775 |

Teorema 2.32. As linguagens representadas por gramaticas regulares sao
exatamente as linguagens regulares.

Demonstracao. (Rascunho) A demonstracdo consiste em observar que uma
gramatica regular pode ser vista como notagdo para autématos finitos, sendo
que as palavras geradas pela gramatica sdo as mesmas aceitas pelo auto-
mato.

Os simbolos ndo-terminais representam estados; o simbolo inicial repre-
senta o estado inicial.
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Uma transicao da forma
A :=DbC

representa uma transi¢do: no estado A, a leitura do simbolo b leva ao estado
C.

Uma transicao da forma

A:=b

representa uma transicao para um estado final.

Pode haver mais de uma transicdo saindo de um estado:

A :=DbB
A :=DbC
A :=dE O

2.4 Propriedades

Diferentes tipos de linguagem apresentam diferentes propriedades. As lin-
guagens regulares possuem varias propriedades interessantes. Demonstra-
mos aqui duas delas, e enunciamos mais duas como exercicio.

Teorema 2.33. Linguagens regulares sdo fechadas sob complemento: se
L é uma linguagem regular sobre um alfabeto ¥~ (e portanto L € X*), entdo
Y* —L ¢, também, uma linguagem regular.

Demonstragdo. Seja (Q, X, , qo,F) um AFD que reconhece a linguagem L.
Entédo o AFD que reconhece L é (Q, L, 5, qo, Q — F). Nas configuragdes onde
0 automato de L pararia, o de L ndo para, e vice-versa. O

Teorema 2.34. Linguagens regulares sao fechadas sob intersecgao.

Demonstracdo. Trivialmente: se Ly, L, sdo regulares, entdo sdao fechadas
para complemento e unido. Entao

L]ﬂLzZKUE. O

Exemplo 2.35. A linguagem L das sequéncias bindrias cujas palavras con-
tém quantidade par de zeros, quantidade impar de uns, e contém a subca-
deia 0110 é regular.

Basta observar as seguintes linguagens:

* L;, a linguagem das palavras que contém a subcadeia 0110 (definida
pela expressdo regular (0 + 1)*0110(0 + 1)*);

* [,, a linguagem das palavras que contém quantidade par de zeros
(definida pela expressao ((00) + 1)*, logo é regular);



2.5. LEMA DO BOMBEAMENTO 29

* L3, a linguagem das palavras que contém quantidade impar de uns
(complemento de ((11) + 0)*, logo é regular).

Como L é a intersecao de Ly, L, e L3, e linguagens regulares sao fechadas
para intersecgao, entdo L é regular. |

Os Exercicios[17]e[18|pedem a demonstracéio dos Teoremas e

Teorema 2.36. Linguagens regulares sdo fechadas sob diferenca: Se L e R
sdo regulares, e R C L, entdo L — R é regular.

Teorema 2.37. Linguagens regulares sao fechadas sob reversdo: Se L é
regular, entdo LR, a linguagem das cadeias de L escritas de trds para a
frente, também é regular.

Definicao 2.38 (homomorfismo de cadeias). Um homomorfismo de cadeias
sobre um alfabeto £ é uma funcgdo f: X — X*. ¢

Teorema 2.39. Linguagens regulares sao fechadas sob homomorfismo: se
uma linguagem L sobre um alfabeto X é regular, e f é um homomorfismo
sobre L, entdo f(1) é regular.

Exemplo 2.40. Seja £ ={a,b,c}, e considere a linguagem [ = a*bc*.
Um exemplo de homomorfismo de cadeia sobre X é

f(a) = ac
f(b)=D
f(c)=c

Quando aplicamos o homomorfismo de cadeia sobre a linguagem L, obtemos
a linguagem (ac)*bc*. |

2.5 Lema do Bombeamento

Para mostrar que uma linguagem é regular, podemos simplesmente cons-
truir um autémato, expressao regular ou gramatica que a reconheca (ou
gere).

Existe uma técnica para demonstrar que uma linguagem ndao é regular:
o Lema do Bombeamento, baseando-se em uma propriedade de linguagens
regulares, permite construir esse tipo de demonstracdao com relativa facili-
dade. O lema, como enunciado, descreve propriedades de linguagens que
sdoregulares, e é usado, portanto, em demonstracoes por contradigdo: mos-
tramos que uma linguagem néo pode ter aquelas propriedades, portanto nao
pode ser regular.

De maneira simplificada, o Lema do Bombeamento diz que se uma lin-
guagem é regular, existe um tamanho maximo para as palavras da lingua-
gem sem que haja repeticdo de trechos dentro da palavra.
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Suponha que uma palavra tenha mais simbolos que a quantidade de es-
tados no autémato que a reconhece. Entdo, para reconhecé-la, o autémato
deve ter passado por alguns estados mais de uma vez — ou seja, passou por
um ciclo. Mas se é possivel fazer um ciclo ao reconhecer uma palavra, en-
tao esse ciclo pode ser repetido qualquer nimero de vezes (zero ou mais),
gerando outras palavras da linguagem!

Uma representacao visual do Lema do Bombeamento é dada a seguir.
Se xyz pertence a linguagem, entdo xy, xyz, xyyz, xyyyz, e em geral, xy'z
também pertencem.

Y

N>

N4

X

Por exemplo, para a linguagem a(bc)*d, qualquer palavra com mais de
quatro simbolos tera necessariamente o trecho “bc” repetido (concatenado
com Si mesmo).

ad

abcd
abcbcd
abcbecbed

Lema 2.41 (do bombeamento, para linguagens regulares). Seja L uma lin-
guagem regular. Entdo existe um numero natural p, chamado de compri-
mento de bombeamento, tal que: para toda cadeia s € L, com [s| > p,
pode-se dividir s em partes, s = xyz, tal que

e Vi>0,xy'zeL;

eyl >0;
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* Ixyl <p.

Podemos redigir a demonstragéo falando de estados de um autémato ou
de simbolos nao-terminais em uma gramética, ja que sao essencialmente a
mesma coisa. Escolhemos a abordagem da gramatica.

Demonstragdo. Seja G uma gramatica linear a direita,e s uma palavra ge-
rada por G, com |s| > p.

Qualquer derivacao de s usando esta gramatica precisard de pelo menos
Ip| passos de derivagao, porque somente um simbolo é gerado por passo.
Isso significa que ha pelo menos um nao-terminal que serd substituido mais
de uma vez. Mas isso significa que ele pode ser substituido qualquer nimero
de vezes, ainda gerando uma palavra da gramatica.

Damos ao trecho que repete o nome de y. Ao trecho antes dele o nome
de x, e ao trecho depois dele o nome de z. Claramente,

s Vi>0,xy'zeL;

* ly| > 0, porque |p| é estritamente maior que |N|, logo deve haver pelo
menos uma repetigao;

* Ixyl <p. O

O Exercicio pede a reconstrucdo dessa demonstracdao usando auto-
matos e expressoes regulares.

Proposicao 2.42. A linguagem a™b™ néao é regular.

Demonstracdo. Suponha que a™b™ é regular, e seja s uma palavra desta
linguagem. Como presumimos que a linguagem ¢é regular, pelo Lema do
Bombeamento, s = xyz, com as propriedades enunciadas no Lema. Dividi-
mos agora o resto da demonstragao em casos:

1. 1y s6 contém simbolos a. Se xyz pertence a linguagem, pelo lema, xy?’z
também pertence. Mas como y s6 contém as, entdo xy2z contém mais
as do que bs, e nao pode pertencer a linguagem. Assim, descartamos
esta possibilidade.

2. ysob contém bs. Este caso é anédlogo ao caso (1), e deve ser descartado.

3. Temos que admitir, portanto, que y deve conter as e bs. Mas pela
natureza da linguagem y tem todos os as antes dos bs.

Chegamos a conclusdo de que a palavra nao pode ser quebrada em xyz,
com as propriedades dadas no Lema. A suposicdo que fizemos, de que é
uma linguagem regular, deve portanto ser falsa. O

Proposicao 2.43. A linguagem a"b®, com r > s ndo é regular.
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Demonstracdo. Usaremos o Lema do Bombeamento — mas neste caso preci-
saremos usar o valor p, definido no Lema.

Suponha que a linguagem seja regular, e que portanto satisfaca o Lema
do Bombeamento para algum inteiro p. A cadeia w = aP*'bP pertence a
linguagem. Entdo esta cadeia pode ser dividida em xyz, satisfazendo [y| > 0
e [xy| < p. Observamos que y sé pode conter as, pela condicdo |xy| < p. E
toda cadeia xy9z deve pertencer a linguagem. Escolhermos q = 0. A cadeia
sera xz, sem a parte Y. Mas como y s6 continha as, e tinhamos exatamente
um a a mais do que bs, chegamos a uma palavra da forma a™b%, com r <'s,
que nao pertence a linguagem. O

Proposicao 2.44. Seja ¥ = {a,b}. A linguagem ww, onde w € L*, ndo é
regular.

Demonstragdo. Suponha que a linguagem seja regular. Seja p o valor de
bombeamento, como no lema. A cadeia aPbaPb. claramente pertence a
linguagem. Ela portanto deveria poder ser dividida em aPbaPb = xyz, como
no lema. Mas como [y| > 0 e |[xy| < p entdo xy deve conter somente as. Mas
xy'z deve pertencer a linguagem, e escolhemos i = 0. xy também deve
estar na linguagem. Mas xy é

Xy = ap*‘y‘bapb,

que claramente nao é da forma a™ba™b. Chegamos a uma contradicao, e
rejeitamos a hipotese que diz que a linguagem é regular. O

“,

Proposicao 2.45. A linguagem das sequéncias de simbolos “a” com com-
primento primo nao é regular.

Demonstracdo. Suponha que a linguagem descrita no enunciado seja regu-
lar. Entdo, ela satisfaz o Lema do Bombeamento para um inteiro n. Escolha
um primo p > n+ 2, e seja s a cadeia com as de comprimento p.

Pelo Lema do Bombeamento, podemos dividir s em xyz, com |y| > 1,
[xy| < n. Entdo, seja |y| = k. Pelo Lema do Bombeamento, a cadeia

xyP ¥z
deve pertencer a linguagem. Mas
xyP ¥zl =[xzl + (p — Kyl =p —k+ (p — Kk = (k+ 1) (p — k).

O comprimento da cadeia pode, portanto, ser decomposto em dois fatores,
e nao é primo. A cadeia ndo pode fazer parte da linguagem, e chegamos a
uma contradigao. O
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Exercicios

Ex. 6 — Apresente autdmatos, gramaticas ou expressoes regulares que re-
conhecam as linguagens a seguir.

a) Sobre o alfabeto {a, b, c}, a linguagem das palavras que terminam com a
quando seu comprimento é divisivel por dois; terminam com b quando
seu comprimento é divisivel por trés; e terminam em ¢ quando o com-
primento é divisivel por seis.

b) Sobre o alfabeto {1,0}, a linguagem dos nimeros binarios que conte-
nham a subcadeia “0101” ou a subcadeia “1010”.

c) Sobre o alfabeto {x,y}, as palavras que nunca tem mais que duas ocor-
réncias de x consecutivas.

d) Sobre o alfabeto {0,1,2,...,9}, as palavras que representam numeros
naturais estritamente menores que 1003 e também os maiores ou
iguais a 100000.

e) Sobre o alfabeto {a,b,c,...,z}, a linguagem das palavras que conte-

nham pelo menos duas das vogais “a”, “e”, “i” (em qualquer lugar e em
qualquer quantidade).

f) Sobre o alfabeto {a, b, c,d}, a linguagem das cadeias que, se comecam
com a tem comprimento par, e se comegcam com b tem comprimento
divisivel por 3.

g) Sobre o alfabeto {+,—,1,2,3,...}, a linguagem das expressdes aritmé-
ticas sintaticamente vélidas envolvendo niimeros naturais. Note que
“4 — 10” é uma expressao sintaticamente valida, mesmo que o resul-
tado nao seja natural.

h) Sobre o alfabeto {A, B, C, D}, a linguagem onde uma palavras sé pode
ter mais que um C se nela o primeiro A preceder o primeiro C; e além
disso, um D sé pode ocorrer imediatamente antes de um B.

i) Sobre o alfabeto {x,y, z}, a linguagem onde palavras tem comprimento
no maximo 3, exceto se tiver a subcadeia “zz”.

Ex. 7 — Descreva informalmente (mas sucintamente e com precisao) a
linguagem do autémato a seguir (faga a descricdo em termos de niimeros
binarios).
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Ex. 8 — A linguagem da gramadtica que vocé construiu no Exercicio 4| é
regular? Se ndo é, refaca o exercicio, construindo uma linguagem regular.

Ex. 9 — Seria possivel criar uma gramatica semelhante a do Exercicio
reg, que somente produza palavras de comprimento divisivel por dois, trés,
ou por ambos?

Ex. 10 — Seria possivel criar uma gramatica semelhante a do Exercicio
reg, que somente produza palavras de comprimento primo?

Ex. 11 — Seja £ um alfabeto finito. A linguagem de todas as palavras
sobre X que ndo repetem simbolo é regular? Porque? (Dica: “Sem perda de
generalidade, seja ~ ={1,2,3,...,k}")

Ex. 12 — Apenas para pensar: tente refazer o exercicio anterior com X
infinito. Que dificuldade encontra?

Ex. 13 — Construa um autémato deterministico sobre o alfabeto dos di-
gitos (X ={0,...,9}) que aceite a linguagem dos numeros divisiveis por 25.
Observagao: ha varias maneiras de resolver esta questdo, e varios automa-
tos corretos. Ha uma solucdo com nove estados, e outra com mais estados
(e possivelmente outras).

Ex. 14 — Prove que todo AFN pode ser convertido em um outro AFN que
tem um unico estado final.

Ex. 15 — Construa o AFD equivalente ao AFN a seguir.

£ Cc
Cc

Ex. 16 — Provamos que linguagens regulares sao fechadas para interse-
¢do. Mostre como construir, a partir de AFDs A e B, um autéomato C que
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aceite a intersecao das linguagens de A e B.
Ex. 17 — Prove o Teorema [2.36]
Ex. 18 — Prove o Teorema [2.37]

Ex. 19 — Mostre que uma gramatica que tenha producées das formas A ::=
Bx e A == xB, onde A, B sdo ndo-terminais quaisquer e x é algum simbolo
terminal, pode nao ser regular.

Ex. 20 — Demonstre o Lema do Bombeamento (Lema [2.41) usando auto-
matos ao invés de gramaticas. Depois, tente usando expressoes regulares.
Ex. 21 — Mostre que sdao ou que nao sdo regulares as linguagens a seguir:

a) a linguagem sobre £ = {a}, onde o tamanho das palavras é igual a 4k+3,
para k € f.

b) a linguagem das sequéncias binarias de tamanho par.
c) a linguagem das sequéncias binarias de tamanho primo.

d) a linguagem das palavras binarias palindromas.

e) a linguagem das palavras sobre £ = {a,b,c,...,z}, onde as palavras
tem todas as vogais antes das consoantes.
f) akb™ck,

g) 1%, onde k é quadrado perfeito.

h) alinguagem L C X*, onde £ = {a, b, c}, onde a quantidade de as é maior
que a de bs.

i) 019, com k #3j.

Ex. 22 — Prove que a linguagem L = {wxw : x € {a,b}*,w € {0,1}*} ndo
é regular. (L contém palavras que comecam e terminam com a mesma
subcadeia. Por exemplo, 000babababaaab000, Tbaababal e 0laaaabbll
pertencem a linguagem)
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Capitulo 3

Linguagens Livres de
Contexto

Ha uma classe de linguagens mais expressiva que a das linguagens regu-
lares - a das linguagens livres de contexto. Este nome se justifica porque
em gramaticas livres de contexto, as producdes sao da forma A := ...,
onde nao ha restrigdo para o lado direito da produgao, mas o lado esquerdo
deve conter um unico ndo-terminal, ao contrario das gramaticas sensiveis
ao contexto, onde as regras podem ser da forma xAf = ... - ou seja, a
substituicao de A depende do contexto.

Linguagens livres de contexto sdo essenciais na construgao de analisa-
dores sintaticos para compiladores, e em outras areas.

No inicio do Capitulo sobre linguagens regulares, as definimos a partir
de suas propriedades. Para linguagens livres de contexto faremos de forma
diferente: serdo definidas como as linguagens geradas por gramaticas livres
de contexto.

3.1 Gramaticas Livres de Contexto

Definicao 3.1 (gramatica livre de contexto). Uma gramatica é livre de con-
texto se suas regras de producao sao da forma

Si=«
onde S é simbolo nao-terminal, e « é concatenacdo de terminais e nao ter-
minais (x € (N U X)*). ¢
Exemplo 3.2. A gramatica a seguir tem uma regra “S := aSb”, portanto

nao é regular. Mas como cada regra tem um unico ndo-terminal no lado
esquerdo, ela é livre de contexto.

37
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S =:=aSb
S u=¢
A linguagem desta gramatica é a™b™, que, como demonstramos no Capi-

tulo[2} nédo é regular. Por exemplo, S = aSb = aaSbb = aabb. <

Definicao 3.3 (linguagem livre de contexto). Uma linguagem ¢é livre de
contexto se todas as suas palavras sdo geradas por uma gramatica livre de
contexto. ¢

Exemplo 3.4. A linguagem a™b™ é livre de contexto, porque é gerada pela
gramatica do Exemplo <

Exemplo 3.5. A linguagem de parénteses balanceados, gerada pela grama-
tica a seguir, é livre de contexto.

S =:=SSI(S)
S i=c¢
Linguagens assim sdao chamadas de Dyck languages. <

Exemplo 3.6. Note que podemos trocar os parénteses por BEGIN e END,
na gramatica do Exemplo e incluir a produgao S := comando, obtendo
a gramatica

S =:=SS|BEGIN S END
S u=comando | ¢

Esta é a linguagem de sequéncias de “comandos”, aninhados e agrupados
por BEGIN e END. Por exemplo, a palavra

BEGIN
BEGIN
comando
END
BEGIN
BEGIN
comando
END
END
END

pertence a esta linguagem (a indentacao serve apenas para facilitar a lei-
tura; a palavra é uma sequéncia de simbolos). <

Exemplo 3.7. Alinguagem a™b*c*d™, onde n é par também é livre de con-
texto, porque é gerada pela gramatica
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S = aaSdd | BC
B:=bB|¢
Cu:=cCle <

Teorema 3.8.

Definicao 3.9 (derivacdo mais a esquerda). Uma derivacdo mais a esquerda
é feita escolhendo sempre o simbolo ndo-terminal mais a esquerda da pala-
vra para aplicar uma regra de producao. ¢

Exemplo 3.10. Considere a gramatica

S :=SAS|BSB|*
A ==dAla
B =:=bB|b

A seguinte derivagdo é do tipo mais a esquerda:

S = SAS
= *AS
= xaAS
= *aaAS
= xaaa$S

= *xaaax*

Note que sempre escolhemos o ndo-terminal mais a esquerda para substi-
tuir.
A seguinte derivagdo nédo é do tipo mais a esquerda:

S = SAS
= *AS
= *Ax (<)
= xaAx
= xaaAx

= xaaax

No passo indicado por <, o ndo-terminal A estava mais a esquerda que S,
mas ainda assim, substituimos S por x.

As palavras derivadas neste exemplo sdo iguais - “mais a esquerda” nao
é uma propriedade de palavras, mas da derivacédo feita até chegar a uma
palavra. <
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Definicao 3.11 (arvore de derivacao). Seja G uma gramatica livre de con-
texto com simbolo inicial S. Entdo uma arvore da derivacdo de G é uma
arvore enraizada e rotulada, tal que

* araiz da arvore tem como rétulo o simbolo inicial, S;

e se um no interno tem roétulo A e filhos By,...,By, entdo G tem uma
producéao
A:=B; - By

» folhas tem como roétulo simbolos terminais ou ¢;
» cada no6 interno pode ter no maximo uma folha ¢.

SeS=fo=pB1 = = Pk = « éderivacao de uma palavra « usando as
regras de G, entdo cada passo da derivagdo corresponde a um né interno e
seus filhos. ¢

Exemplo 3.12. A derivagdo mais a esquerda do Exemplo [3.10| equivale a
arvore a seguir.

S/Z\S
LA

a A

/\

a A
a

As folhas, lidas da esquerda para a direita, contém a palavra xaaax. <

Cada arvore de derivacdo corresponde a uma Unica derivacao mais a
esquerda — a demonstracgao é pedida no Exercicio

Teorema 3.13. Existe uma correspondéncia um-para-um entre derivacoes
mais a esquerda e arvores de derivagdo para uma palavra gerada por uma
gramaética.

3.1.1 Ambiguidade

E possivel, a partir da mesma gramatica, derivar de formas diferentes a
mesma palavra. Quando isto acontece, hd consequéncias semanticas (é ne-
cessario, por exemplo, decidir se na expressao “2+5x%3” qual das operagoes
é realizada primeiro). Nesta Secao definimos o conceito de ambiguidade.
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Definicao 3.14 (gramatica ambigua). Uma gramatica livre-de-contexto é
ambigua se existe uma palavra em sua linguagem para a qual hd mais de
uma derivacao mais a esquerda. ¢

Exemplo 3.15. Criaremos uma gramatica para expressoes envolvendo va-
ridveis, somas e multiplicacoes, incluindo parénteses.

E ==E+E
E ==ExE
E :=var
E :=(E)

Nesta gramatica, a palavra a + b * ¢ tem duas derivagoes mais a esquerda:

E=E+E
=a+LE
= a+ExE (*)
=a+bxE
=a+bxc

Em (%), trocamos o E por E % E.

Iniciamos a derivagao trocando E por E+E, e depois substituimos um dos
“E”s restantes por E + E. Assim, encaramos a expressao como uma soma:
de um lado, a; de outro, b xc. Isto significa que b xc esta sendo somado a a —
de acordo com a intuicdo e as regras usuais de precedéncia de operadores.

Tentamos outra derivacao mais a esquerda.

E=ExE
=LE+ExE (*)
=a+ExE
=a+bxE
= a+bxc

Em (%), trocamos o primeiro E por E + E.

Iniciamos a derivacédo trocando E por E xE. Neste contexto, isto significa
que estamos encarando a expressdo como uma multiplicacdo: de um lado,
estd a + b, e do outro, c. Significaria que a soma a + b é que esta sendo
multiplicada, mas esta néo é a forma usual de interpretar expressées! Nor-
malmente damos prioridade a mu]tip]icacéoﬂ

Hé duas derivagdes mais a esquerda para a mesma palavra, a+bxc. <«

1H4 pelo menos uma linguagem de programacédo onde “a+b*c” significa “a somado com b,
depois multiplicado or ¢”. Em Smalltalk, a cadeia “a+b*c” ndo é uma expressao matematica.
Ela significa mande ao objeto “a” a mensagem “some a si mesmo com b”; depois, mande
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Como ha uma correspondéncia um-para-um entre derivagoes mais a es-
querda e arvores de derivacao, podemos dizer que uma gramatica é ambi-
gua se ela gera alguma palavra com mais de uma arvore de derivagéao.

Exemplo 3.16. As duas derivagées mais a esquerda do Exemplo [3.15| cor-
respondem as duas arvores a seguir.

<

Exemplo 3.17. O trecho a seguir especifica a sintaxe do comando if em
uma linguagem de programacao.

CMD :=if BOOLEXP then CMD else CMD
CMD :=if BOOLEXP then CMD
BOOLEXP :=t | f

Esta gramatica é ambigua. A palavra
if t then if f then CMD; else CMD,

tem duas derivagdes mais a esquerda. A ambiguidade estd no fato de poder-
mos escolher entre a primeira regra ou a segunda ao substituir CMD pela
primeira vez. (O else pertence ao if interno ou ao externo?)

Esta ambiguidade existia em especificagcdes da linguagem Pascal, e os
compiladores sempre a resolvem associando o else ao if mais préximo.

E possivel remover a ambiguidade da gramaética - isto é pedido no exer-

cicio <

Enunciamos a seguir, sem prova, um Teorema que afirma a existéncia de
linguagens para as quais ndo ha gramaticas nao-ambiguas.

Teorema 3.18. Ha linguagens livres-de-contexto que sdo inerentemente
ambiguas - ou seja, ndo existe gramatica livre de contexto ndo-ambiguas
que as gerem.

No entanto, o préximo Teorema também é relevante.

ao objeto resultante a mensagem “multiplique a si mesmo por c”. Isto é parte da filosofia
fundamental de Smalltalk, onde tudo é realizado através de troca de mensagens entre objetos.
Assim, em Smalltalk, 2+3+4 resulta em 20.
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Teorema 3.19. Néo existe algoritmo que possa verificar se uma linguagem
é inerentemente ambigua.

Apesar disso, existe um Lema (o “Lema de Ogden”) que pode auxiliar a
determinar que certas linguagens sdo inerentemente ambiguas.

Exemplo 3.20. A linguagem {a'bick : i = jouj = k} é inerentemente
ambigua. <

Exemplo 3.21. A gramatica do Exemplo [3.15|ndo ¢ inerentemente ambi-
gua. Podemos modifica-la, usando nao-terminais diferentes para Expressao,
Termo e Fator, forcando assim a derivacdao mais a esquerda que corresponde
a interpretacdo usual de férmulas, onde o operador * tem precedéncia sobre
+.

E ==E4+E|T
T ==TxT]|F
F u=var | (E)

S6 ha uma derivacao mais a esquerda para “a+ b *c”:

E=E+E
=T+E
=F+E
=a+E
=a+T
=a+Tx*T
=a+FxT
Sa+bxT
=a+bxF
= a+bxc <

3.1.2 Forma Normal

Graméticas livres de contexto podem ser postas em formas normais, que
podem ser Uteis no desenvolvimento de algoritmos para trabalhar com estas
gramaticas, e também na demonstracao de Teoremas (veja por exemplo o
Teorema [3.60).

Antes de apresentar as formas normais, algumas definigées sao necessa-
rias. Além do conceito de produgédo vazia (uma producao da forma A := ¢),
precisamos definir simbolos titeis.

Definicao 3.22. Seja G = (N, X, P,S) uma gramatica. Um simbolo A néo-
terminal de G é util se satisfaz duas condigdes: (i) A deve gerar uma cadeia
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de terminais — A deve aparecer no lado esquerdo de uma regra, e deve ser
possivel gerar uma cadeia de terminais a partir de A (ou seja, A =* w, com
w € X*); (ii) A deve ser alcancgavel a partir da raiz de alguma arvore de
derivagdo para alguma palavra (S =* xAf, com «, B € (N U X)*). ¢

Lema 3.23. Se G é uma gramatica livre de contexto, é possivel obter outra
gramadtica G’, também livre de contexto, onde ndo hé simbolos intteis.

Demonstragdo. (Rascunho) Seja G = (N, X, P, S) uma gramatica livre de con-
texto.

Primeiro, construimos uma nova gramatica G; = (N7, X, Py, S), onde todo
nao-terminal leva a cadeias de terminais, da seguinte forma:

Inicialmente, toda producgao da forma X :=a, coma € X, ou X := ¢ é
incluida em Py, e X é incluido em Nj.

Em seguida, para toda regra Y := X; X3 ... Xy, onde todos os X; ja foram
incluidos em N’, inclua também esta regra em P; e Y em Nj.

Depois disso, construimos G, = (N3, X, P»,S), onde todos os nédo-terminais
aparecem em alguma derivacao comegando pelo simbolo inicial.

Comecgamos com N, = {S}. Depois, repetimos o seguinte procedimento:
para cada nao-terminal A em N, consultamos as regras da forma A :=
B1B,...By, e incluimos os B; em N, e a regra em P;.

Desta forma, apenas os simbolos alcangaveis a partir da raiz permane-
cerdao na gramatica. O

Lema 3.24. Se G = (N, %L, P, S) é uma gramatica livre de contexto, é possivel
obter outra gramatica G’, também livre de contexto, onde ndo ha produgées
vazias, exceto por S = ¢.

Demonstragdo. Para cada regra A := ¢, onde A ndo é o simbolo inicial,
verifique cada regra X ::= xAp onde existem ocorréncias de A, e crie uma
nova regra X := «f3, removendo o A. Repita até ndo sobrar regras levando
ao vazio, exceto por S = ¢. O

Definicao 3.25 (forma normal de Chomsky). Uma gramaética livre de con-
texto estd na forma normal de Chomsky se suas regras sdo de uma das
formas a seguir,

A :=BC
A :=a
onde B e C nado podem ser o simbolo inicial.

Também é permitida a regra S ::= ¢, onde S é o simbolo inicial. ¢

Teorema 3.26. Se G é uma gramatica livre de contexto, é possivel construir
G’, na forma normal de Chomsky, que gera a mesma linguagem de G.
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Para levar uma gramatica a forma normal de Chomsky, precisamos (i)
eliminar as producoes do tipo A := B; (ii) eliminar as producgoes vazias;
e (iii) adequar as regras de producao com mais de dois simbolos no lado
direito.

Demonstragdo. Dada uma gramatica livre de contexto qualquer, o procedi-
mento a seguir a transforma em uma gramatica na forma normal de Chomsky,
aceitando a mesma linguagem.

Primeiro, use o procedimento descrito na Demonstracao do Lema (3.24

Para cada regra da forma A := B, verifique as regras da forma “B := «”
e troque-as por “A := «”. Repetimos até ndo sobrar mais regras da forma
A = B.

Para cada regra da forma A := aB, crie uma nova varidvel A’ e a regra
A’ := a, e mude a regra para A := A’B.

Troque cada regra da forma A = ajazas--- a, por

A= a1Aq
A] = azAz
Ano=an

A transformacdo claramente resulta em gramatica equivalente (o que se
pode notar em cada uma das transformacoes feitas), e na forma normal de
Chomsky:. O

Exemplo 3.27. A linguagem das palindromas sobre o alfabeto {a, b} é ge-
rada pela gramatica a seguir, que ndo esta na forma normal de Chomsky:

S:=aSa|bSb e

A mesma linguagem é gerada pela gramatica a seguir.

S:=AX|BY]|¢
X :=SA
Y : =SB
Ai=a
B:=b
Note que usamos X e Y para quebrar as regras S = aSaeS == bSb. «

H4 outra forma normal, também relevante, chamada de forma normal
de Greibach. O Exercicio [43|pede a demonstragédo de que ela existe.
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Definicao 3.28 (forma normal de Greibach). Uma gramatica livre de con-
texto estd na forma normal de Greibach se suas regras sdo de uma das
formas a seguir,

A = aA1A2...
A :=a

onde os A; sdo simbolos nao-terminais, diferentes do simbolo inicial.
Também é permitida a regra S ::= ¢, onde S é o simbolo inicial. ¢

Teorema 3.29. Para toda gramatica livre de contexto existe uma gramatica
na forma normal de Greibach que gera a mesma linguagem.

3.2 Automatos com Pilha, Nao-Deterministicos

Um autémato com pilha é semelhante a um autémato finito, exceto que
tem uma pilha acoplada, e tem um alfabeto de simbolos que podem ser
empilhados e desempilhados em cada transicao.

Ao contrario do que fizemos no estudo de automatos finitos, comecare-
mos com os autdmatos com pilha ndo-deterministicos, para somente depois
tratarmos dos deterministicos.

Em cada passo de computagdo, um automato com pilha efetua o se-
guinte.

1. wverifica o estado atual q;

2. 1é o simbolo na posicao atual da fita s;

3. 1é o simbolo no topo da pilha e o desempilha x;

4. escolhe uma sequéncia de simbolos para empilhar x1x, ... Xn;
5. escolhe o préximo estado, q’;

6. se o simbolo lido da fita foi o ultimo, verifica se pode parar.

Para autématos com pilha pode-se usar dois critérios de parada diferen-
tes: podemos determinar que o automato sé possa parar quando a pilha
estiver vazia, independente do estado em que se encontrar; ou podemos
determinar que ele possa parar quando estiver em um estado final, nao de-
pendendo do contetido da pilha.

Usaremos a representacao em diagrama como segue.

(5,X)/X1Xz2... Xn

OSRG
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Neste diagrama, a transicao

80,8, X) ={.vv, (", X1 X2+ .. Xn) .. .}

determina que, no estado ¢, tendo lido o simbolo s, e removendo X do
topo da pilha, o autémato pode passar ao estado q’ e empilhar a sequén-
cia X1,X2,..., X

A seguir damos a definicdo.

Definicao 3.30 (automato com pilha). Um autémato com pilha, (AFP ou
PDA)?| é composto de

* um conjunto finito de estados Q;

* um alfabeto finito X;

* um alfabeto de fita T;

* 5:QxXxTe—P(Q xTI*), uma fungao de transicdo;

* go € Q, o estado inicial;

e Zy € T, um simbolo inicial de pilha;

* F C Q, um conjunto de estados finais. ¢

A funcao de transicao tem como dominio partes de Q x I'*, portanto o
automato é nao-deterministico.

Exemplo 3.31. O seguinte automato com pilha opera sobre o alfabeto

{a,b}.
(a,0)/ o (bye) /€
b, e
inicio —> ( )/ ¢ °
(a>ZO) / °

O autébmato é (Q = {q0> ql}az = {(1, b}) = {ZOa.}) A) qO)ZO)F = @), com

8(qo, a,Zo) ={(qo, )}
8(qo, a, ) ={(qo, *e)}
8(qo,b,®) ={(q1,¢)}
8(q1,b,e) ={(q1, )} <

2Autdmato Finito com Pilha, ou PushDown Automaton
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Definicao 3.32 (configuracao de autémato com pilha). A descricao instan-
tdnea, ou configuracdo de um autémato com pilha consiste em uma tupla
contendo seu estado atual; o quanto falta ser lido; e o conteudo da pilha.
Se, estando em uma configuracado (q,so, X«), o autémato 1é o simbolo s,
desempilha X, empilha Y, e termina no estado p, denotamos

(g,s0,X) = (p, 0, Yor).

Querendo denotar que a sequéncia de configuracoes é de um autémato es-
pecifico A, escrevemos 4. ¢

Exemplo 3.33. Estando a palavra aabb na fita, o automato do Exemplo|(3.31
passa pelas configuracoes a seguir (além de outras).

(qO) ClClbb,Zo) F (qO) abb).)
F (qubb)..)
F (qlab).) <

Lema 3.34. Seja A um autémato com pilha. Se
(9, a,0) F4 (7, b, B),
entdo, para quaisquer cadeiasw € L* ey € I'¥,
(q, aw, ay) F5 (1, bw, By).

Definicao 3.35 (critérios de parada para automato com pilha). Ha dois
critérios de parada possiveis para autématos com pilha. Um deles é “quando
o autdémato chega a um estado final”, ou seja, em uma configuragdo (q, ¢, ),
com q € F; o outro é “quando a pilha estiver vazia”, ou seja, em (q, ¢, ¢), para
qualquer q € Q.

Se A é um autémato com pilha, usamos V(A) para denotar a linguagem
das palavras aceitas por A usando o critério de pilha vazia; e L(A) para
denotar a linguagem das palavras aceitas por A usando o critério de estado
final. ¢

Adiante mostraremos que L(A) = V(A) para todo autémato. O motivo
para usar os dois critérios € que em diferentes demonstragdes, um deles
pode ser mais facil de usar do que o outro.

Exemplo 3.36. O automato a seguir aceita palavras da linguagem 101"
(sequéncias de n uns, seguidas de um zero, seguido por n uns).
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(1,0)/ o @ (1,0) / ¢

(0,¢)
inicio —
(1,Zy) /

O autdémato comeca no estado g7, onde pode ler simbolos 1, repetidamente.
Para cada simbolo 1 lido, um simbolo e é empilhado. Quando ler um tnico
zero, passa ao estado q,. Ali, poderd ler uns, mas para cada um que ler,
terd que desempilhar um e.

Definimos que este autdémato s6 para com a pilha vazia, a quantidade de
uns antes e depois do zero terd que ser a mesma. Nenhum estado é marcado
como final, porque o conceito de estado final deixa de ser relevante com o
critério da pilha vazia. A descricdo do autéomato é (Q, %, T} 9, q1,Zo, F), onde

Q =1{q1, 92}
¥ =1{0,1)
['={e}
F=g
5(q1)])€) :{(qh.)}
(qho 5) {(QZ>5)}
(qZ) ).) :{(q2$5)}
(qZ»])ZO) {(qZ»E)}

Verificamos agora a agdo do autémato sobre a string 11011, listando a sequén-
cia de configuragoes pelas quais ele passa.

(q1,11011,Zo) - (q1,1011,0Z)
(q1,011,0 0 Z;)
(q2,11,00 Z;)
(
(
(

q2,1,Zo)

A tltima configuracéo é (qs, ¢, ¢), como esperado (os dois ¢ significam que
nao ha mais simbolos a serem lidos da fita, e a pilha esta vazia). ]

Exemplo 3.37. Podemos modificar o autdémato do Exemplo para que
aceite a mesma linguagem, mas usando o critério de parada de estado final
ao invés do critério de pilha vazia.
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(])E)/. (1,.)/8
sare A ez
inicio —( q1 (0.e) /¢ @ (&, Z0) /¢ @
(1,Zo) /

O estado q3 é marcado como final, para que o autdémato possa parar. Ainda
usamos o simbolo inicial da fita. Isso porque a definicao de automato com pi-

lha o inclui, e manté-lo ndo fard mal. A descricdo do autémato é (Q, X%, T} 8, q1, Zo, F),
com

Q ={q1,92,q3}
~={0,1}
I'={Zo,e}
F={q5}

8(q1,1,¢) ={(q1,e)}
8(q1,0,¢) ={(q2,¢)}
8(q2,1,0) ={(qz2,¢)}
8(dz2,¢,Zo) ={(q3,¢€)}

qz2,¢
gs, €

Da mesma forma que fizemos no Exemplo [3.36| simulamos a a¢do do auto-
mato sobre a string 11011, listando a sequéncia de configuracoes.

(q1,11011,eZo) F (q1,1011,0Z,)
(q1,011,0 0 Zp)
(qz,”,ooZo)
(q2,1,0Zp)
(d2, Zo, )
(43, ¢,¢€)

T T T T T T

A 1ltima configuragdo é (qz, ¢, ¢), como esperado (os dois ¢ significam que
ndo ha mais simbolos a serem lidos da fita, e a pilha esta vazia). <

Os dois critérios de parada (pilha vazia e estado final) sdo equivalentes —
a classe de linguagens descrita pelos autdomatos com pilha é a mesma, nao
dependendo do critério de parada escolhido.

Teorema 3.38. Seja L a linguagem de um autémato com pilha usando cri-
tério de parada de pilha vazia. Entdo ha um autémato com pilha, usando
critério de parada de estado final, que reconhece L.

Demonstragdo. Seja A = (Q,X,T;9, qo, Zo, F) um autémato que para com a
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pilha vazia. Construiremos outro automato B que para quando chega a um
estado final, e reconhece a mesma linguagem que A.

Criamos B a partir da descricao de A, inserindo um estado inicial extra,
q—1 e um simbolo de pilha extra . Este novo simbolo ficard no fundo da
pilha durante todo o trabalho, e sé serd retirado no ultimo movimento.

Ao iniciar, para passar do novo estado inicial q_; para o estado que era
inicial em A (qo), o autdémato empilhard Z,, porque o autémato A conta com
este simbolo no fundo da pilha para trabalhar.

Também criamos um estado final f, para que o automato possa parar.

Assim, B = (QU{q_1,f}, £, TU{e}, &', q_1, e, {f}), onde &’ é a funcéo
de transicao 8, de A, aumentada com as seguintes transicoes:

* Ao iniciar no estado q_1, o autémato empilha Z, e passa para qo:

8'(q-1,¢,0) ={(q1,Zoe)}

« Em todos os estados do autémato A, incluimos uma transicao vazia
que desempilha e e vai para f, o Unico estado final:

5'(qi, e, 0) ={(f,€)}

Néo basta exibirmos esta construcdo. Precisamos mostrar que V(A) =
L(B). Mostramos que se A aceita uma palavra w, B também deve aceitar; e
que se A ndao aceita w, B nao pode aceitarﬂ

Suponha que uma palavra w seja aceita por A. Isto significa que

(do,w,Zo) Fi (q,¢,¢), (3.1)

3Poderiamos também mostrar que “se A aceita w, B aceita; e se B aceita w, A também
aceita”, e teriamos igualmente mostrado que V(A) = L(B).
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para algum estado q. O automato B é idéntico ao automato A, exceto por
seus dois estados adicionais. Como temos e no fundo da pilha ao iniciar, e
empilhamos Z, antes de entrar no estado qo, temos

(q—hwv.) Fs (quWa ZO.)
Fg (g, ¢e,0) (por[3.1]e Lema[3.34)
Fg (f,¢,¢€).

O automato B, portanto, chegara ao estado final.
Agora, suponha que w néo seja aceita por A. Isto significa que ocorreu
uma de duas possibilidades:

* a partir de qp, o autdmato A chega a um estado com elementos na
pilha (ela néo esté vazia):

(g0, w, Zo) }_*A (gye,), a€ r.

* a partir de qo, o autdmato A chega a um estado onde ndo consegue
continuar lendo, porque ndo ha transicées que permitam continuar:

(qO»W»ZO) l_*A (q) [3)0()) el

No primeiro caso, o automato B fara

(q—hW,') l_B (qO)W)ZO.)
l_E (q)E»“‘)>

e o0 automato B ndo podera entrar no estado final f, porque isto s6 acontece
quando ¢ possivel desempilhar e; mas e sé pode ser desempilhado depois
de todos os outros simbolos, e a sequéncia « ainda esta na pilha.

No segundo caso, B fard

(q—1,w, ) Fg (qo,w, Zpe)
Fg (d, B, xe), €T,

mas ndo hé transicées em q para continuar (as Unicas transi¢cdes adiciona-
das em B sdo a inicial, que ndo pode ser usada, e as finais, que s6 podem
ser usadas com a pilha vazia). Caso o« = ¢, o autdbmato podera passar para
f, mas ali ndo poderd terminar de ler a palavra, porque nao hé transicoes
possiveis saindo de f. O

Exemplo 3.39. A figura a seguir mostra um autémato que reconhece a
linguagem a™b™, usando o critério de parada de pilha vazia.
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(a,e) /M (b, W)/ ¢

O automato equivalente, com os novos estados q—; e f, e usando critério
de parada de estado final, é mostrado a seguir. O simbolo B é usado para
contar a quantidade de as, e o simbolo e é usado para marcar o fundo da
pilha e mudar para o estado final.

(a, )/l

/Zo°

inicio —( 9—1

E)

<

Teorema 3.40. Seja L a linguagem de um autémato com pilha usando cri-
tério de estado final. Entdo ha um autémato com pilha, usando critério de
parada de pilha vazia, que reconhece L.

Demonstracdo. (incompleta!) Se B é um autémato com pilha que para em
estado final, podemos construir A, que aceita a mesma linguagem, e para
com pilha vazia.

e Criamos um novo estado f. Este serd o estado onde o automato parara
com a pilha vazia.

e Incluimos em cada estado que era final em B uma transicao vazia indo
ao estado f (se o estado era final, o automato pode ir para f).

e Em f, incluimos transi¢des que permitem desempilhar, repetidamente,
qualquer simbolo da pilha.

+ Para evitar que o autdémato pare antes do momento correto com a pilha
vazia, criamos um novo estado inicial q_;. Dali o autémato inicia com
um simbolo especial e na pilha, empilha o simbolo inicial de B e passa
para qo.
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Primeiro afirmamos que se o autémato B para em estado final apos ler
uma cadeia w, o autémato A para no estado f com a pilha vazia. Demonstra-
mos. Suponha que (qo,w,Zo) Fp (q,¢, ). Ou seja, B para no estado q € F,
e deixa uma sequéncia « de elementos na pilha (como o critério é estado
final, a pilha pode néo estar vazia). Entdo o automato A, comecando com e
na pilha e no estado q_1, realiza

(Q—1 y W, .) F

e A deverd parar (entrar na configuracdo de pilha vazia, (f, ¢, ¢)) depois de
ler a mesma palavra.

Mais ainda, como e estara no fundo da pilha desde a entrada em qg, 0
automato nao parara antes de entrar em f, o Gnico lugar onde pode desem-
pilhar e.

Agora afirmamos que se o autémato A para com a pilha vazia depois de
ler a cadeia w, entdo ele estava no estado f, e o autémato B teria parado em
estado final se tivesse lido a mesma cadeia.

Suponha que A tenha lido a palavra w e chegado a uma configuracao de
pilha vazia. Isto sé é possivel se o ultimo estado for f, porque e é empilhado
no primeiro passo, e sé é desempilhado em f. Assim, os passos realizados
por A foram necessariamente

(q—1,w, ) Fa (qo,w, Zoe)
Fa (
Fa (

(

l_*A f? E) E))

q, €, ote) (algum q € F)

f, e, ce)
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Mas esta sequéncia de configuragdes inclui a sequéncia (qo,w,Zge) Fi
(q,e,xe), com q € F, e como e nunca ¢ empilhado ou desempilhado nas
transicbes de B, podemos dizer também que (qo,w, Zo) 5 (q,€, ), e por-
tanto B para em estado final depois de ler w. O

Exemplo 3.41. A figura a seguir mostra um automato que reconhece a
linguagem a™bc™, usando o critério de parada de estado final.

(a,e) /M

bs/e% eZo/s
) L ) )

inicio —

Ou seja, (Q = {qO) q1, Q2}> L= {a»b) C}) 6» qO){qZ})' com

8(qo, a,e) ={(qo, M)}
8(qo, b, &) ={(q1,¢€)}
(q1,c,®) ={(q ,E)}
8(q1,¢,Zo) ={(q2,¢€)}

O autdémato equivalente, com o novo estado e f, e usando critério de parada
de pilha vazia, é mostrado a seguir. O simbolos e e Zysdo usados para
garantir que a pilha s6 ficard vazia depois da entrada em q;.

(a,e)/ W (c,M) /¢

(&')/Zo'% (b,E)/E
q

inicio —( 9—1 w q1

(C)ZO) / €

e /e (1 (@)

O automato é, portanto, (Q = {q-1,90,91,92,f, X = {a,b,c},d,q9-1,{q2}),
com

8(q-1,¢,0) ={(qo, Zoe)}  8(q1,¢,Zo) ={(q2,¢)}
8(qo, a, &) ={(qo, M)} 8(dz2,¢8,¢) ={(f,¢)}
8(qo, b, ) ={(q1,¢)} 8(f, e, T) ={(f, &)}
8(q1,c,m) ={(q1,¢)}
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Mesmo q;, estando marcado como “final” (porque foi desenhado com duas
circunferéncias concéntricas), isto ndo tem significado para este autémato,
porque ele usa como critério de parada a pilha vazia. |

Teorema 3.42. Toda linguagem livre de contexto é reconhecida por algum
autémato nao-deterministico com pilha.

A demonstracdo deste Teorema é construtiva. O método que usamos
na demonstracao é um algoritmo usado internamente por compiladores: o
projetista de linguagem de programacgdo define uma gramatica, e depois
esta gramatica é convertida em um autémato com pilha que reconhece a
linguagem da gramaética.

Depois de mostrar como construir o autémato, provaremos que se a gra-
matica gera uma palavra, o autémato a aceita. Faltard mostrar que, se o
automato aceita uma palavra, ela é gerada pela gramatica.

Demonstragdo. Primeiro mostramos como, a partir de uma gramética, cons-
truir um autémato com pilha. Depois demonstramos por indugdo no tama-
nho das derivagées da gramatica, que o autdomato reconhece as palavras
derivadas; em seguida, mostramos por inducao na quantidade de passos do
autémato que, se ele reconhece uma palavra, ela é derivavel a partir da
gramatica.

Suponha, sem perda de generalidade, que a gramaética estd na forma
normal de Greibach, G = (N, X, P, S).

O automato equivalente a gramatica sera

(Q = {q})Z)N)é) q,S,V))

O autémato tem um Unico estado, g, e inicialmente empilhard S (e ndo Z,).
O alfabeto da pilha contém exatamente os simbolos ndo-terminais.
Para cada regra tendo A a esquerda,

A= CquBz...Bn

crie uma transicao
6(q) a, A) = {(q) B1 BZ .o Bn)})

como no diagrama a seguir.

@D(G)A)/B'lBZ"'Bn

O autdmato resultante terd vérias transicdes indo do estado q para ele
mesmo, mas aceitando, empilhando e desempilhando simbolos diferentes.
Passamos a demonstracao de que esta construgao de fato aceita as pala-
vras da gramatica..
Seja w uma palavra gerada pela gramatica.
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A base é com uma derivagdo de um tinico passo: somente uma regra foi
usada, e ela sé pode ter sido

S:=a ou S:i=c¢.

No primeiro caso, o autdmato tem uma transigao 5(q, a,S) ={(q, ¢)}; a pilha
ficard vazia e o automato aceitard a palavra. No segundo caso, hd uma
transicdo 6(q,¢,S) = {(q, €)}, e novamente, o autémato parard com a pilha
vazia.

A hipdétese de inducgao é de que, se a derivacao mais a esquerda de uma
palavra tem k passos, entdo o automato da construcao que fizemos reco-
nhece a palavra.

Presuma agora que a derivagdo mais a esquerda tem k+1 passos. Como a
gramatica estd na forma normal de Greibach, o primeiro passo da derivagao
é

S= adAjAL.. A,

Da forma como construimos, hd uma transicao no autémato que 1é o simbolo
a no estado S:
8(q,a,S) ={(q,A1A2...An)}

Agora, a derivacdao do resto da palavra tem k passos, e pela hipdtese de
inducao o autémato reconhecerd o resto da palavra. O

Exemplo 3.43. A gramatica a seguir

S:=aSA |bB
Aiz=a
B:=bB|b

gera a linguagem a™b*b + a™.

Para construir o autémato correspondente, criamos uma a uma as re-
gras:

S=:=aSA 6(q,a,S) =(q,SA)
S:z==bB  &(q,b,S)=(q,B)
Ax=a 5(q»0>A) = (q»ﬁ)
B:=bB 6(q,b,B) =(q,B)
B:=b 5(q»b)B)—(Q»€)

O resultado é o autémato a seguir.
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(b,B)/B

(a,S)/SA
(b,B)/e (b,S)/B

(a,A)/e
A gramética gera, por exemplo, a palavra aabbaa:

S= aSA
= aaSAA
= aabBAA
= aabbAA
= aabbaA
= aabbaa

A mesma palavra é reconhecida pelo automato. A seguir, em cada linha, a
parte a esquerda representa os simbolos lidos, e a parte a direita, a pilha.

5
a A

aabb @
aabba E
aabbaa a (mesmo que ])

Chegando ao final da entrada com a pilha vazia, o autémato aceitard a pa-
<

lavra.
Teorema 3.44. A linguagem de qualquer autémato ndo-deterministico com
pilha é livre de contexto.

Dado um autémato com pilha, construiremos uma gramética livre de
contexto que reconhece a linguagem do automato.

Demonstragdo. Um conceito central na demonstracdo serd usado ao cons-
truir os ndo-terminais da gramatica. Estes serdo denotados entre colchetes,
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[g,A,Tr]="w

significara
(q,w, A) F* (1, ¢, €).

Seja A = (Q, %, T; 8, qo, Zo,?) um autémato com pilha usando critério de pa-
rada de pilha vazia. Construiremos uma gramatica G = (N, %L, P, S).

* além do simbolo inicial S, incluimos em N variaveis [qXr], para todos
os possiveis estados g, T e simbolos de pilha X.

* para todos os estados q, incluimos S := [qoZoq] nas regras, para ga-
rantir que a gramdtica gere todas as cadeias que comegariam de qo,
desempilhariam o simbolo de pilha inicial Z, e terminariam em q.

* Se 5(p,a,X) contém (q,Y1Y2...Yx), com a € X, e k > 0, entdo para
toda sequéncia possivel de estados q',q?,...,q" (note que o indice
acima de cada estado significa que é i i-ésimo desta sequéncia, e nada
tem a ver com o nome do estado), inclua a regra

[pXq*] == alqY1q'1lq' Y2971 - [ "V ql.

Esta regra é usada para permitir gerar as palavras que, a partir de
p, terminaria em ¢, desempilhando X. Se a fungéo de transicao inclui
Spya, X) ={--- (q,Y1Y2...Yx) --- }, entdo o que a regra faz é deta-
lhar o caminho que o autémato faria de p até q (se 6(p, a, X) empilha
Y7 ...Yy, consideramos todas as formas possiveis de desempilhar os
simbolos Y7,..., Yy, chegando em q¥). .

Provaremos agora que as duas afirmacgdes a seguir sdo equivalentes:
i) [gXrl =g w
ii) q,w, X35 (1,¢,¢€)

Primeiro, (i) = (ii). A demonstracdo é na quantidade de passos de
substituicdo na derivacgao.

A base se dd4 com um Unico passo: suponha que a gramatica produz a
palavra a partir de [qXr] com uma unica regra [qXr] := w. Mas uma regra
assim sé pode existir se havia uma transicao

o(qyw, X) ={--- (r,¢) -~}
no automato. Mas se esta transicdo existe, entdo

(g, w, X) = (7, ¢, €).
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A hipétese de indugéo determina que, se [qXT] =<% w (ou seja, com menos
que k substitui¢des), entdo (q,w, X) F* (1, ¢, €).

Comecamos o passo de indugéo: suponha que [qXr] =* w. Observamos
que
[Q> X> 7] :>k w

pode ser reescrita:

[q,X,7] = alq'B1q%][q*B2q°] -+ [q*Brg* "' =X w, (3.2)
para algum a € . Isto significa que podemos dividir w em subcadeias

W= axixg - Xk,
de forma que a sequéncia axjx; - - - X seja gerada por [q, X, ], como em
[@'Bjg T =K%, 1<j<k.
Agora, pela hipétese de indugdo, para cada 1 < j <k, temos que
[@'Bjq’ ™' ==X x; implicaem (q',x;,B;) F* (¢, e, ¢)
Entao, pelo Lema|3.34
(¢),%j,Bj -~ Bi) = (¢' ', &, Bjq -+ By)

Voltamos a configuracéo (q,w, X). Temos

(Q>W)X) - (q1aX1X2"'Xn)BlBZ"'Bk)
F (g% %2+ Xn, B2+ By)

I CLaN N}

Agora, (ii) = (i). A demonstragédo é na quantidade de passos realizados
pelo autébmato ao reconhecer a palavra.

Para a base de inducao, tratamos de palavras reconhecidas em um passo
pelo autémato - ou seja, (qo,w,Zo) - (q, €, €). Isto s6 pode ocorrer se w = ¢
ouw = a € X (ou seja, w nao pode ter comprimento maior que um), e
também se havia uma transigao

5((10»(1>Zo) :{ (q,ﬁ) }

no automato. Mas se esta transicdo existia, entdo a construcao da gramética
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incluiu as regras

S = [qoZOq]
[do, Zo,ql :=a

que geram a palavra.

Como hipétese de indugdo, presumimos que
(4, W, X) F=¥ (1,¢e,¢) implicaem [qXr] =* w.

Seja w uma palavra reconhecida pelo autémato a partir do estado ¢, com X
na pilha, em k passos: (q,w, X) F* (1, ¢, ¢). Podemos separar w em

w=wow'.
onde wy é a subcadeia lida no primeiro passo.

Dividimos a computacao realizada pelo autdmato em um primeiro passo
e o resto dos passos. No primeiro passo, o autdmato reconhece wy. Nos
outros, reconhece w’.

(g, W, X) F (q",w',BiBa -+ By) X1 (r,¢,¢),
onde B; --- B,, é uma sequéncia, possivelmente vazia, de simbolos de pilha.

Separemos a computacdo em duas partes, e podemos usar a hipétese de
inducao nas duas:

s (g,w,X) F (q",w’, «) implica que [qXq'] =* wy.

* No inicio da segunda parte da computacgao, a configuracéo é
(q1 »W,) B1 BZ te Bn)

Como cada um dos B; sera removido da pilha na ordem em que apa-
recem, podemos chamar de q' o estado em que o autémato estava
quando B; foi desempilhado, e w; a subcadeia aceita entre q* e q**'.
Portanto, reescrevemos:

(q])W1 ... Wn,B1B2 - By) e (r,¢,¢€).

A computacao foi dividida em n pedacos, cada um com menos de k
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passos. Observamos que

(@', w1...wn, BiBy -+ Bn) =5 (g%, Wy ... wn, By Bp)
--Bp)

p<k (q3,W3...wn,B3

F<¥ (r,¢, ).
Isto implica, pela hipétese de indugéo, que

[q1Bl qz} =" Wi,
[q%B2q°] =" wa,

[annqn+1} :>* Wi

E claramente a gramdatica gera wowj ... Wy = w.

Finalmente, observamos que, como
[do,Zo,pl =" W se e somente se (qo,w,Zo) " (p,&,e),

as linguagens representadas pelo automato e pela gramatica sdo as mes-
mas. O

3.2.1 Determinismo

Ao contrario do que ocorre com automatos finitos, os autématos determinis-
ticos com pilha sdo menos expressivos que os nao-deterministicos.

Definicao 3.45 (automato com pilha deterministico). Um autémato com
pilha é deterministico quando

i) para cada tripla (q,a,x) € Q x £, x Iy, a funcéo de transicdo leva a no
maximo um unico elemento;

ii) 8(q,&, ) # 0 implica em &(q,a,«) = @ para todo a € L (ou seja, o
automato nao precisa decidir entre fazer uma transicao vazia ou seguir
consumindo um simbolo; ele sempre pode decidir olhando para o topo
da pilha). ¢

Exemplo 3.46. O autémato com pilha a seguir é deterministico.

(a,e) /M

inicio —( qo

(c, M) /¢
(b,e) /¢ & (e,Z0) / € @
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A funcao de transicdo obedece as restricdes impostas para automatos de-
terministicos:

8(qo, a, &) ={(qo, M)}
5(qo,b,e) ={(q1,¢€)}
(q1,c,m) ={(q1,¢)}
8(q1,¢,Zo) ={(q2,¢€)}

As duas transigbes saindo de qp sdo com simbolos diferentes (a, b); sé ha
uma saindo de q; com c; e como hé uma para (q1, ¢, Zp), ndo existe nenhuma
outra para (qi1,x,Zp), para nenhum x € X. <

Definicao 3.47. Uma linguagem livre de contexto é deterministica se é
reconhecida por um autémato deterministico com pilha. ¢

Exemplo 3.48. A linguagem a™bc™ é livre de contexto e deterministica,
porque é reconhecida pelo automato do Exemplo(3.46) <

Teorema 3.49. Ha linguagens livres de contexto que nao sao deterministi-
cas.

Exemplo 3.50. A linguagem das palindromas sobre qualquer alfabeto com
mais de um simbolo é ndo-deterministica. A demonstracdo exige mais do
que pretendemos para este texto, mas a inducdo pode ser dada: um auto-
mato com pilha poderia empilhar os mesmos simbolos que encontra ao ler
a cadeia w, e depois desempilhar para ler wR?. No entanto, ele ndo sabe-
ria quando comecar a desempilhar, porque nao sabe onde fica o meio da
palavra. <

Teorema 3.51. Se um autémato com pilha aceita uma linguagem . usando
critério de parada de pilha vazia, entdo a linguagem L é gerada por uma
gramatica ndo-ambigua (ou seja, L ndo é inerentemente ambigua).

Demonstracdo. (Idéia apenas)

O método de conversao de autdomato em gramatica usado no Teorema|3.44
produz gramaticas nao-ambiguas quando usados em autématos determinis-
ticos. O

Teorema 3.52. Se um autémato com pilha aceita uma linguagem L usando
critério de parada de estado final, entdo a linguagem L é gerada por uma
gramatica ndo-ambigua (ou seja, L ndo é inerentemente ambigua).

Teorema 3.53. Nao existe autémato deterministico com pilha que aceite
uma linguagem livre de contexto inerentemente ambigua.

Teorema 3.54. O complemento de uma linguagem livre de contexto deter-
ministica é, também, uma linguagem livre de contexto deterministica.
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Teorema 3.55. Linguagens livres de contexto deterministicas nao sao fe-
chadas para intersecao, unidao ou reversao.

Demonstracédo. Para intersegao, considere

A ={a'blc* : i=j}
B ={a'blck : j=k}
ANB ={a™b"c"}

Mas a ultima, A N B, ndo é livre de contexto.

Para unido, considere duas linguagens sobre o alfabeto ¥ = {a,b,c}.
L; = alblcfi # j e Ly = alddbX,j # k. As duas sdo livres de contexto
e deterministicas, mas a unido delas seria a™b™c™, que sequer é livre de
contexto.

Para reversao, considere a linguagem

L={la'b'c" : i=j} U {2a'blc* : j =1}

Esta linguagem ¢ livre de contexto deterministica, porque primeiro simbolo
de cada palavra pode ser usado por um autémato para decidir se o resto da
palavra é do primeiro tipo (alb’c* : i =j) ou do segundo (a’bick : j =k),
mas a linguagem reversa néo é. O

O nao-determinismo nao implica necessariamente em ambiguidade.

Teorema 3.56. Ha linguagens livres de contexto que sdo ndo ambiguas e
também sdo ndo deterministicas.

Demonstragdo. Por exemplo, linguagens de palavras palindromas sobre dois
simbolos, como {s € {a,b}* : s =s®}.

A linguagem ndo é inerentemente ambigua: considere a gramatica a
seguir, que claramente a gera.

S :=aSa
S :=DbSb
S:=c¢

Existe somente uma derivacao possivel para cada palavra, porque existe um
Unico nao-terminal na linguagem, e ele aparece no méximo uma unica vez
no lado direito de cada producao.

No entanto, ndo existe automato deterministico com pilha que a reco-
nheca. O
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Teorema 3.57. A linguagem (a + b)* — ww, onde w € (a + b)* (ou seja,
cadeias de as e bs sem restricdo, a ndo ser que a primeira metade da palavra
ndo pode ser igual a segunda) néo é livre de contexto deterministica.

Demonstracdo. Se alinguagem fosse deterministica, pelo Teorema|3.54|seu
complemento também seria. O complemento da linguagem é o conjunto de
cadeias de as e bs onde a primeira metade é exatamente igual a segunda.
Mas esta linguagem néo é deterministica. O

Teorema 3.58. A intersecdo de uma linguagem livre de contexto deter-
ministica com uma linguagem regular é uma linguagem livre de contexto
deterministica.

3.3 Propriedades de Linguagens Livres de Con-
texto

Teorema 3.59. Linguagens livres de contexto ndo sdo fechadas para inter-
secdo, complemento ou diferenca.

Demonstragdo. Sejam L; = {a"b"c™} e L1 = {a"b™c™}, ambas livres de
contexto; entao
LiNnL, = {akbkck},

que nao é livre de contexto.
Suponha que valha o fecho para complemento. Entdo, para quaisquer
Lq, L, livres de contexto,

LinL, =L UL,

e teriamos obtido a intersecao de operagdes fechadas. Isso contradiz a pri-
meira parte.
Para a diferencga, considere alguma linguagem L livre de contexto sobre
um alfabeto L. Entéo
L=x*—1,
e obteriamos o complemento usando a diferenca, que supusemos fechada.
O

Teorema 3.60. Linguagens livres de contexto sdo fechadas para uniao, con-
catenacado, fecho e reversao.

Demonstracao. Sejam duas linguagens livres de contexto quaisquer, gera-
das por duas gramaticas. Suponha, sem perda de generalidade, que A é o
simbolo inicial da primeira gramaética, e B o da segunda, e suponha também
que elas ndo tem simbolos nao-terminais em comum.

Unido: a gramatica S := A | B, com as regras de A e B, gera a unido das
linguagens.
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Concatenacao: a gramaética S ::= AB gera a linguagem de A concatenada
com a de B.

Fecho: a gramética S := SA | ¢ gera o fecho de A.

Reversdo: H4 uma gramatica na forma normal de Chomsky que aceita a
linguagem da gramatica A. Reescreva X := YZ como X := ZY em todas as
regras. O

Teorema 3.61. Sejam L uma linguagem livre de contexto e R uma lingua-
gem regular. Entdo L N R é livre de contexto.

Damos apenas um rascunho da demonstracdo; o Exercicio pede o
detalhamento.

Demonstracdo. (Rascunho) Sejam P um autémato com pilha e A um aut6-
mato finito. Construa um autémato cujos estados sejam o produto carte-
siano dos estados dos dois; os estados finais sdo os pares (p,q) onde p é
estado final de P e q ¢ estado final de A. O resultado sera um autémato com
pilha, que aceita as palavras que os dois aceitariam. O

Teorema 3.62. Linguagens livres de contexto sdo fechadas para diferenca
com linguagem regular: se L é livre de contexto e R regular, entdo L — R é
livre de contexto.

Demonstracgédo. Se L é livre de contexto e R é regular, entao
L-R=LNR.

Como R é regular, e a intersecdo de L com linguagem regular é livre de
contexto, e estda demonstrado o Teorema. O

3.4 Lema do Bombeamento

Ha um Lema do Bombeamento também para linguagens livres de contexto,
semelhante em espirito aquele para linguagens regulares.

O Lema [3.63| é usado na demonstracao do Lema do Bombeamento; sua
demonstracao é pedida no Exercicio

Lema 3.63. Seja G uma gramatica livre de contexto na forma normal de
Chomsky. Se G gera uma palavra s e o maior caminho, na arvore de deriva-
¢do, da raiz a uma folha é n, entdo o comprimento de s é menor ou igual a
pARSLE

O lema do bombeamento diz que, se uma palavra é longa o suficiente,
houve a necessidade de repetir nao-terminais com duas produgoes diferen-
tes, A —» BC, A — DE. Mas isto significa que ou B ou C levam a A (para
que ele pudesse ser repetido), e podemos portanto gerar palavras repetindo
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aquele trecho quantas vezes quisermos: basta, ao invés de usar A — DE,
usar novamente A — BC.

Lema 3.64 (do bombeamento, para linguagens livres de contexto). Seja
L uma linguagem livre de contexto. Entdo existe um nimero natural p,
chamado de comprimento de bombeamento, tal que: para toda cadeias € L,
com |s| > p, pode-se dividir s em partes, s = uvxyz, tal que

i) vxyl < p;
i) vyl > 0;
iii) Vi>0, wixy'z € L.

Demonstragdo. Seja G uma gramatica com m variaveis, e s uma palavra de
comprimento maior ou igual que 2™. Presuma, sem perda de generalidade,
que G esta na forma normal de Chomsky.

Pelo Lema [3.63] a arvore de derivagdo de s terd altura maior ou igual
que m + 1. Além disso, em um caminho com m + 1 arestas hd m + 2 nos.
Neste caminho, exatamente um (a folha) pertence a X, e os nds internos
pertencem a N, portanto hd m + 1 nds com roétulos em N. Mas [N| = m,
portanto, pelo principio da casa dos pombos, o caminho contém dois nds
com o mesmo rétulo.

Denotaremos o caminho da raiz até a folha por Ap,A1,...,Ami1,X, onde
Ao € araiz e x é a folha. Sabemos, portanto, que existem dois rétulos iguais,
Ai = Aj,1#j, e A; estd abaixo de A; na arvore.

O caminho de A; até a folha tem no maximo m + 1 arestas. Isso porque,
se seguirmos o caminho da folha para cima, no maximo na m + 1-ésima
aresta teremos um noé repetido. Este é A;.

Sejam T; e T; as subarvores de A; e A;.

Seja w a cadeia gerada por Aj. Entdo a cadeia gerada por A; contém x.

Aj =% x
Ai =% \)Ajy
=% vxy

Aq

v/?\
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Temos (i) [vxy| < 2™, porque ndo existe caminho com mais de k + 1
arestas em T; (ja selecionamos o maior caminho da &rvore).

Agora, como a gramatica estd na forma normal de Chomsky, a produgéo
usada em A; era da forma A; — BC, portanto A; estd completamente con-
tido na subarvore de B ou na de C. Como nenhuma das duas é vazia, temos
(ii) vyl > 0.

Observando as arvores e usando A para denotar tanto A; como A;, con-
cluimos que

A =% vAy
A=%x
e portanto concluimos (iii) o
A =" vixyh O

A seguir usamos o Lema do Bombeamento para mostrar que algumas
linguagens néao sao livres de contexto.

Proposicao 3.65. A linguagem a™b™c™ néo é livre de contexto.
Demonstragdo. Seja s = a™b™c™. Entdo s = uvxyz, e

e M >0,y >0, e

* xyl <k

* uvPxyPz € L, para todo p > 0.
H4 dois casos a considerar:

+ v ey contém um sé tipo de simbolo. Mas entdo, em uv?xy?z teremos
aumentado a quantidade desse simbolo, e ndo dos outros.

*+ v ouy contém dois simbolos diferentes. Mas em uv?xy?z haveré sim-
bolos fora de ordem.

Assim, os dois Unicos casos levam a contradicao, e a linguagem nao pode
ser livre de contexto, porque nao satisfaz o enunciado do Lema do Bombea-
mento. O

Proposicao 3.66. A linguagem L = a'bick, com i < j < k ndo é livre de
contexto.

Demonstracdo. Suponha que a linguagem seja livre de contexto, e que, por-
tanto, vale o Lema do Bombeamento. Seja p o comprimento de bombea-
mento para esta linguagem.

Agora, s = aPbPcP pertence a linguagem. De acordo com o Lema do
Bombeamento, podemos dividir s em partes, s = uvxyz, valendo as afirma-
tivas do enunciado do Lema.
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* Suponha que vxy esteja inteiramente em uma regido da palavra onde
soO existe um tipo de simbolo. Entéo,

- se vxy s6 contém as, entdo uv?xy?z é aP*bPcP ¢ L;

[ o L » JI e |
Xy

- se vxy s6 contém bs, entdo uv?xy?z é aPbPtkcP ¢ [;

[« L b I ¢ |
y

- se vxy sO contém cs, entdo uxz é aPbPcP—k ¢ L.

[« L v I ¢ |
vXxy

* Se vxy tem mais de um tipo de simbolo, entdo pode ter no maximo
dois, porque |vxy| = p, e nao hd como conter todos os bs do meio
com as a esquerda e bs a direita (s6 os bs ja sao p simbolos!) Assim,
presumimos que vxy contém dois tipos de simbolos, e um deles deve
ser b.

Suponha que vxy = aaa---abbb---b (ndo contém cs). Entao a palavra
bombeada uvzxyzz tera mais as ou bs do que cs, em desacordo com a
defini¢ao da linguagem.

o L v e |

Xy

Se vxy nao contém as, de maneira similar, vxy = bbb---bccc---¢c, e a
palavra bombeada uxz terd menos bs ou cs do que as.

o v J[ -

Xy

Como ndo ha como dividir a palavra de forma que possa ser bombeada pro-
duzindo outras palavras da linguagem, concluimos que L nao é livre de con-
texto. O

Exercicios

Ex. 23 — Construa uma gramatica e um autdomato que reconhecam a lin-
guagem {a‘blck [1>j ouj = 2k}
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Ex. 24 — Construa uma gramatica para palavras sobre o alfabeto ¥ =
{a,b,c,...,z}, que comecem e terminem com a mesma letra.

Ex. 25 — Construa uma gramatica livre de contexto que gere a linguagem
L={a"b™c* |k =m+nk

Ex. 26 — Mostre que a gramatica a seguir é ambigua.

S 0A|1B
A — 0AA|1S|1
B — 1BB | 0S| 0

Ex. 27 — Modifique a gramatica do Exemplo para reconhecer a mesma
linguagem, mas removendo a ambiguidade.

Ex. 28 — Prove o Teorema[3.13]
Ex. 29 — Prove o Lema[3.63]

Ex. 30 — Considere as linguagens a™b™c™d™ e a"b™c™d™. Uma delas é
livre de contexto e a outra ndo - prove! (Ou seja, dé uma gramatica livre
de contexto para uma e use lema do bombeamento para provar que para
a outra nao ha gramatica livre de contexto). Depois explique, de forma
intuitiva, a diferenca entre elas.

Ex. 31 — Considere a linguagem L = {a'bic* | j = k = 2i}. L é regular?
Livre de contexto? (Prove que sim ou que nao)

Ex. 32 — Seja L a linguagem com zeros e uns, onde em toda palavra trun-
cada (ou seja, toda subpalavra comegando do caracter zero e indo até um
pedaco da palavra), hd mais zeros que uns. L é regular? Livre de contexto?
(Prove que sim ou que nao)

Ex. 33 — A linguagem sobre o alfabeto {0,1} onde a quantidade de zeros
é exatamente duas vezes a quantidade de uns, e onde ndo ha dois uns
consecutivos, é regular? Livre de contexto? (Prove que sim ou que nao)

Ex. 34 — Alinguagem a'b/c¥, comi < j, e i < k é livre de contexto? (Prove
que sim ou que nao)

Ex. 35 — Alinguagem a'bic¥, comi < j, ei > k é livre de contexto? (Prove
que sim ou que nao)

Ex. 36 — A linguagem o«oRBRR, com o, B € {0,1}*, é livre de contexto?
(Prove que sim ou que nao)
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Ex. 37 — A linguagem ww, onde s € {0, 1}* é livre de contexto? (Prove que
sim ou que nao)

Ex. 38 — Tente obter o equivalente de expressdes regulares para lingua-
gens livres de contexto. Prove que suas expressoes de fato representam as
linguagens livres de contexto.

Ex. 39 — Se eu remover um numero finito de cadeias de uma linguagem
livre de contexto qualquer, ela continua livre de contexto?

Ex. 40 — Construa um automato com pilha que reconhec¢a nimeros divisi-
veis por trés. Seu autdomato deve ter somente dois estados. (Mas ele fara
muito trabalho na pilha!)

Dica: comece com uma transicdo que nao lé simbolos da entrada, mas que
empilha o namero zero.

Ex. 41 — Seja X um alfabeto, com |X| > 1. Sabemos que a linguagem das
palindromas sobre £ é livre de contexto.

a) Mostre que o complemento desta linguagem também é livre de con-
texto.

b) O resultado que vocé provou no item (a) significa que a linguagem das
palindromas é deterministica (j& que tanto ela como seu complemento
sao livres de contexto)?

Ex. 42 — Redija a demonstracao do Teorema |3.61| com detalhes.

Ex. 43 — Prove o Teorema[3.29]

Ex. 44 — Seja X,, a linguagem de as e bs, onde cada palavra tem com-
primento no maximo n, e tem quantidade de as igual a quantidade de bs.
Determine a cardinalidade de X,,.

Ex. 45 — Seja G uma gramatica livre de contexto na forma normal de
Chomsky, tendo o conjunto de ndo-terminais N. Mostre que se G pode gerar
alguma palavra de comprimento maior que 2N~ entdo a linguagem de G
¢ infinita.

Ex. 46 — Mostre uma gramatica livre de contexto que gere o complemento
da linguagem das palindromas sobre £ = {a, b}.

Ex. 47 — Prove que a classe de linguagens de autématos com pilha que
somente empilham um simbolo por transicdo é a mesma dos automatos que
empilham varios simbolos por transigao.

Ex. 48 — Prove que toda linguagem livre de contexto sobre um alfabeto
contendo um unico simbolo é regular.
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Capitulo 4

Linguagens Recursivas e
Recursivamente
Enumeraveis

4.1 Maquinas de Turing

A Maquina de Turing é um modelo de computacdo que generaliza os outros
automatos ja estudados. Foi concebida por Alan Turing como uma forma de
expressar o conceito de “computacgao”.

Em cada passo de computacdo, uma maquina de Turing

1. verifica o estado atual. Se o estado for final, a maquina para aceitando
a palavra;

2. 1é um simbolo da fita;

3. dependendo do estado e do simbolo lido, escolhe outro simbolo, um
novo estado e uma direcdo a andar. Se nao existe escolha possivel,
para rejeitando a palavra;

4. escreve o novo simbolo sobre o simbolo lido;
5. muda para o novo estado;
6. move a cabeca de leitura e gravacdo na direcao escolhida.

O tnico critério de parada para maquinas de Turing é, portanto, “estar
em estado final”, ndo dependendo do conteido da fita. Isso porque para
maquinas de Turing nao faz sentido “chegar ao final da entrada”: como
ela pode movimentar-se nas duas diregoes, pode chegar ao final da entrada
vérias vezes.

73
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Definicao 4.1 (maquina de Turing). Uma Madaquina de Turing é composta
de

* um conjunto de estados Q;
 um alfabeto de entrada %;

e um alfabeto de fita T, tal que ~ C I'. O alfabeto de fita contém um
simbolo especial # (branco), que ndo pertence a X;

* uma funcdo de transicao 6: Q xI' = Q x I' x {«+, =}
* um estado inicial qo € Q;
* um conjunto de estados finais, F C Q. ¢

Usaremos diagramas para representar maquinas de Turing, assim como
nos Capitulos anteriores. O diagrama a seguir representa a transicao

5(q» a) = (T,b, H)

a/b,

OZRO

Da mesma forma que fizemos com autématos finitos e automatos com
pilha, definiremos configuracao para maquinas de Turing.

Definicao 4.2 (configuracao de maquina de Turing). Se uma mdaquina de
Turing estd no estado g, o conteido de sua fita é «f3, e a cabega de leitura
e gravagao estd no primeiro simbolo de 3, sua configuracédo é («,q,f3), ou
«qf, sem os parénteses. ¢

Exemplo 4.3. Construimos a seguir uma maquina de Turing que reconhece
cadeias da forma a™b™. Né&o precisariamos de uma mdaquina de Turing para
isso: no Capitulo [3] mostramos um autémato com pilha que reconhece esta
linguagem. No entanto, a partir desta maquina de Turing construiremos
outra, que reconhece a™b™c™, que ndo é livre de contexto.

O automato com pilha que reconhece a™b™ é bastante simples, mas a
maquina de Turing equivalente sera ligeiramente mais complexa, porque
nao tem uma pilha, e terd que escrever na prépria fita. De maneira simpli-
ficada, a maquina percorrera a entrada, da esquerda para a direita, sobres-
crevendo em cada passada um a com um X e um b com um Y. Quando nao
houver mais as e bs, a maquina aceita a palavra.
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X/X,—

a/a,—
a/a,
b/b, —

o a/X,— % b/Y,—
inicio —( do a1 Y/Y,
#/#, —

VY, Y/Y, =

Y/Y,

A descricao da maquina de Turing é dada a seguir.

Q = {QO) q1, 92,93, q4}

> ={a,b}

'=xXU{#X,Y}

F ={q4}
8(qo, a) = (q1,X,—) 6(q2,b) = (q2,b, )
8(qo,Y) = (q3,Y,—) 8(q2,Y) = (q2,Y, )
8(q1,a) = (q1,a,—) 5(q2,X) = (g0, X, =)
8(q1,Y) =(q1,Y,—) 5(qz2, #) = (q2, #, )
8(q1,b) = (q2,Y,—) 6(q3,Y) = (g3, Y, —)
8(q2,a) = (q2,a,¢) 8(q3, #) = (qa, #,—)

Exemplificamos o funcionamento com a cadeia aabb. Para maior clareza,
representaremos os estados dentro das configuracdes em caixas (por exem-

plo, ).



m aabb#
}—X abb#
FXa bb#
}—XaYb#
}—XaYb#
}—X aYb#
}— XaYb#
}—XaYb#
FXXYb#
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I—XXY b#
EXXYY #

FXXYY#
I—XXYY#
X XYY #
I—XXYY#
I—XXYY#

FXXYY #

FXXYY#

A maquina de Turing percorreu a fita trés vezes da esquerda para a direita:
na primeira, marcou o primeiro a e o primeiro b; na segunda, mais um a e
um b; na terceira, verificou que nao havia mais simbolos a e b para marcar,
e aceitou a palavra. |

Exemplo 4.4. A maquina de Turing do Exemplo pode ser facilmente
modificada para aceitar a linguagem a™b™c™, como mostramos a seguir.
Um novo estado foi adicionado, onde a maquina troca cs por Zs. O funcio-
namento é semelhante ao da maquina original.

X/X,—

a/a,
b/b,
. c/cy
inicio —( 9o q1 q2 /Y,
Z/Z,+—

#/H#, —
/Y. Y/Y, — Z/Z,— /#,

Y/Y, =

Z/Z,—



4.1. MAQUINAS DE TURING 77

Fica claro que a maquina pode também ser modificada para aceitar palavras
da forma a™b"c"d"e™
A descricao da maquina de Turing é dada a seguir.

Q = {qO) q1,492,93, g4, Q5}

> ={a,b,c}

r=xuU{#,XY, 72}

F={qgs}
5(qo,a) = (q1,X, =) 6(q3,b) = (q3,b, )
5(q0,Y) = (g4, Y, =) 5(q3,¢) = (g3,¢, )
5(q1,a) = (q1,0a,—) 8(q3,Y) = (q3,Y,¢)
5(q1,Y) = (q1,Y, =) 8(q3,Z) = (q3,Z,¢)
5(q1,b) = (q2, Y, =) 5(q3, #) = (q3, #, <)
5(q2,b) = (q2,b, =) 5(q3,X) = (qo, X, =)
8(qz2,Z) = (qz,Z —) 8(q4,Y) = (qa,Y,—)
5(q2,¢) = (q3,Z, ) (94, Z) = (q4,Z,—)
6(q3,a) = (q3,a,¢) 8(qa, #) = (qs, #,—)

O funcionamento é semelhante ao da maquina do Exemplo <

4.1.1 Linguagens recursivas e recursivamente enumera-
veis

Os automatos estudados nos Capitulos anteriores movem-se apenas em uma
direcao, e sempre param quando chegam ao final da entrada. No entanto,
nao temos garantia de que uma maquina de Turing em algum momento
terminara sua computacao, ja que ela pode permanecer indo e voltando
na fita indefinidamente. Isto nos forca a definir duas classes diferentes de
linguagem para maquinas de Turing: as linguagens das maquinas de Turing
que sempre param, e as linguagens das maquinas de Turing que podem
entrar em ciclo e nunca parar.

Definicao 4.5 (linguagem recursiva e recursivamente enumeravel). Uma
linguagem L é recursivamente enumeravel se existe uma maquina de Turing
A que a reconhece: quando tem como entrada uma palavra de [, A em
algum momento para aceitando a palavra; quando tem como entrada uma
palavra que nao pertence a L, A pode parar rejeitando a palavra, ou pode
nunca parar.

Uma linguagem L é recursiva se existe uma maquina de Turing B que
a decide: tendo como entrada uma palavra de L, B para aceitando a pala-
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vra. Quando tem como entrada uma palavra que nao pertence a L, B para
rejeitando a palavra. A maquina B sempre para. ¢

Toda linguagem recursiva é, por definicdo, recursivamente enumeravel
também.

Exemplo 4.6. A linguagem a™b™c™ é recursivamente enumeravel, porque
é reconhecida pela maquina de Turing do Exemplo Esta linguagem é
também recursiva, porque claramente a maquina de Turing que a reconhece
sempre para.

O mesmo vale para a™b™, que é reconhecida pela maquina do Exem-

plo <

4.2 Variantes

E natural questionar se a maquina de Turing nédo pode ser modificada para
que se torne, de alguma maneira, mais poderosa. Discutimos nesta secao
algumas modificacdes, e mostramos que elas nao mudam o poder computa-
cional das maquinas de Turing (as linguagens aceitas continuam sendo as
mesmas).

4.2.1 Multiplas fitas

Uma maquina de Turing com multiplas fitas funciona da mesma forma que
uma maquina de Turing comum, exceto que tem varias fitas, com uma ca-
beca de leitura e gravacao em cada uma. A decisdo tomada a cada passo &,
dado o estado atual e os simbolos em cada fita, qual simbolo escrever em
cada uma, e para qual lado cada cabecga se move. A tnica modificagdo na
representacao do automato é em sua funcao de transicdo: em uma maquina
com 3 fitas, por exemplo,

1T .2 .3 1 .2 .3
6(qi»3 1SS ):(q)'>T y T T )<_)<_)_))

significa que, estando no estado q;, e lendo s',s?,s® nas trés fitas, a méa-
quina muda para o estado qj; grava r', %3, e move as trés cabecas de
leitura e gravacao para a esquerda, esquerda e direita.

Assim, em uma maquina de Turing com k fitas, a fungédo de transicdo
sera

§:Q x Tk = Q x T x {¢—, )k

Teorema 4.7. Se uma linguagem é reconhecida por uma maquina de Turing
com k fitas, é também reconhecida por uma maquina de Turing com uma
Unica fita.
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Demonstracdo. Seja My uma maquina de Turing com k fitas. Podemos cons-
truir uma maquina de Turing com uma unica fita que aceita a mesma lin-
guagem de My.

Primeiro, representamos as k fitas e as k cabecas de leitura e gravacao
em uma unica fita. E possivel simular varias trilhas em uma fita, usando
um alfabeto maior: suponha que £ = {a,b}. Se em cada posicao queremos
escrever trés simbolos, podemos usar um alfabeto £ = {0,...,7}, de forma
que bbb corresponda a 7, bba corresponda a 6, e assim por diante.

Para cada fita de My, representaremos duas trilhas na nova maquina.
Uma trilha simulara o contetudo da i-ésima fita, e a outra manterd a posicao
da i-ésima cabeca de leitura e gravacgao.

v
xYyyyyyxxx
v
aaabacabc

100011010

Para cada transicdao de My, crie um trecho de programa na nova maquina
de Turing que varre a fita da esquerda para a direita, simulando a transi-
cdo. Isto inclui ajustar as posicoes dos marcadores de cabeca de leitura e
gravacao e realizar as escritas na fita. O

4.2.2 Nao-determinismo

Da mesma forma que autématos finitos e com pilha, definimos méquinas de
Turing ndo-deterministicas. Para cada estado atual e simbolo lido, a méa-
quina poderd escolher entre zero ou mais possibilidades de proximo estado,
simbolo gravado e direcdo a seguir:

§:QxT = P(QxT x{—,—}).

Teorema 4.8. Se uma linguagem é reconhecida por uma maquina de Turing
ndo-deterministica, ela também é reconhecida por uma maquina de Turing
deterministica.

Demonstracdo. (Rascunho) Um autOmato deterministico pode simular um
automato nao-deterministico usando a técnica de backtracking. O

Embora a linguagem das maquinas de Turing nao-deterministicas seja a
mesma das deterministicas, elas sao diferentes, e as duas tem papel funda-
mental no estudo da Complexidade de Algoritmos.
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4.2.3 Automatos Finitos com duas pilhas

Um autOémato finito com duas pilhas pode desempilhar e empilhar simbolos
em duas pilhas em cada passo de computacao. Pode-se usar os critérios de
parada definidos para automatos com pilha. A funcdo de transicdo desses
autématos é

§:Qx I xT? 5 Qx(M)?

Um automato finito com duas pilhas pode simular uma méaquina de Turing,
usando as duas pilhas como se fossem uma fita. Sejam A e B as duas pilhas
do automato.

¢ inicialmente, empilha na pilha A toda a entrada;

» para andar a direita, desempilhe da pilha B um simbolo e o empilhe na
pilha A;

e para escrever na fita e andar a direita, desempilhe da pilha B um sim-
bolo e o empilhe o novo simbolo na pilha A.

Mais pilhas ndo aumentam o poder computacional do automato.

4.2.4 Maquinas com contadores

Uma maquina com contador é semelhante a um autémato finito, exceto que,
além da fita de entrada, tem contadores. Além de ler simbolos da fita e
mudar de estado, o autdmato pode incrementar ou decrementar o valor de
um de seus contadores a cada passo.

4.2.5 Outras variantes

Ha outras modificagbes que podem ser feitas em maquinas de Turing; ne-
nhuma delas aumenta o poder computacional.

* Fita Multidimensional. Uma fita multidimensional é semelhante a
um mapa de células, onde cada uma é referenciada por dois indices.
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A funcdo de transicdo de uma mdaquina como esta é semelhante a de
uma maquina de Turing comum, exceto que no contradominio temos
quatro possibilidades de movimento (+, T, |, —) ao invés de somente
uma. A funcgdo de transicao dessa maquina é

5:QxT—=QxT'x{~T,1,—K

* Multiplas cabecas. Pode-se definir uma maquina de Turing com
Unica fita e multiplas cabecas de leitura e gravagdo. A fungéo de tran-
sigdo é semelhante aquela para multiplas fitas.

§:Q xTH = Q xT*x {&—, =}k

» Trés movimentos na fita. Da maneira como definimos, uma méaquina
de Turing é obrigada a mudar de posicdo na fita a cada passo. Po-
deriamos modificé-la para que também seja possivel “permanecer na
posicdo atual”, que representaremos por o. Maquinas de Turing deste
tipo tem funcdo de transicao da seguinte forma.

5:QxT = QXTI x{—,0,—0%L

4.3 Mais que reconhecer linguagens

Por poderem gravar na fita, as Maquinas de Turing podem ser usadas nao
apenas para reconhecer linguagens, mas também para computar fungoes,
enumerar linguagens, e simular outras maquinas.

4.3.1 Maquinas de Turing que computam funcoes

Se presumirmos que a palavra deixara inicialmente na fita contém argu-
mentos numéricos, podemos ver a Maquina de Turing como uma maquina
que computa fungbes. O resultado da computacédo é o que for deixado pela
maquina no final da computacao.

O exemplo a seguir ilustra esta idéia.

Exemplo 4.9. Construiremos uma maquina de Turing que some dois nime-
ros em representacao binaria. A méaquina aplicara o algoritmo usual para
soma de binarios. Presumimos que

* A maquina tem trés fitas: duas para os dois numeros da entrada, e
uma terceira fita onde a soma sera escrita.

» Apesar de ser possivel usar uma maquina que anda em cada uma das
fitas independentemente, isto ndo serd necessario, e esta maquina
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sempre fara movimentos para a direita ou esquerda nas trés fitas ao
mesmo tempo.

* Presumimos que os dois nimeros comegam com um digito zero. Isto
nos permitira fazer soma com carry (“vai-um”).

A maquina tera quatro estados.

* (o: va para a direita até encontrar um branco; volte uma casa para a
esquerda, para ficar em cima do dltimo simbolo. va para q

* (1: se a posicdo atual contém um branco, v4 para q3. Caso contrdrio,
some os simbolos das duas fitas e coloque o resultado na terceira.
Ande uma posigdo a esquerda. Se o resultado da soma era menor ou
igual que 1, entdo va para q,, sendo, permaneca em (.

* (2: se a posicao atual contém um branco, va para q3;. Caso contra-
rio, some 1 com os simbolos das duas fitas e coloque o resultado na
terceira. Ande uma posicao a esquerda. Se o resultado da soma era
maior que 1, entdo permaneca q,, sendo, va para q.

* (3: pare.

Naéo hé transigdes saindo de q3. Por termos representado a maquina com
trés fitas, seu diagrama é visualmente carregado. Ao invés dele, construi-
mos uma tabela representando a func¢ao de transigao.

9o q1 q2 g3
(#)##) (#)##)» qi, (#)##))q?))_) (#)##))q3)_)
(O)O)Z) (O)O)Z))qO)_) (O»O)O))q1)<_ (0»0»1%(}1»% <
(0)1>Z) (O)1>Z))q0>4) (O>‘I)1))q1>H (()»1)0))(]2)H
(])O)Z) (1»0>Z)>QO>—> (LO»]))th (1»0)0))(12)F
(])1)2) (1»1»1%%,—) “»])0))q2)<_ (LL”)‘JZ»H

No exemplo dado, presumimos que a maquina tem trés fitas, e que os
argumentos foram deixados em duas delas. E comum, ao descreve maqui-
nas de Turing como computadoras, o uso de outra forma de codificar os
argumentos e o resultado: opta-se pela representacao undria de nimeros
naturais: o nimero n é representado por q™, e os argumentos sdo separa-
dos por zeros. Por exemplo, se uma Mdaquina de Turing foi concebida para
calcular uma funcdo f em trés variaveis, entdao para calcular f(2,3,1), damos
a maquina uma fita contendo

11011101#

A maquina deixard na fita o resultado, na forma 1¥.



4.3. MAIS QUE RECONHECER LINGUAGENS 83

Exemplo 4.10. Construiremos uma maquina de Turing que soma dois nud-
meros na representacao unaria. Quando a entrada for

1901°

A saida devera ser
1 a+b

Resulta que a construcao da maquina é bastante simples: ela deve andar
para a direita procurando um zero. Ao encontra-lo, desloca o segundo ar-
gumento para a esquerda. Para realizar isto, grava um 1 onde estava o zero
e segue sem mudar nada até encontrar um branco. Chegando ao branco,
volta e grava outro branco na posicao anterior.

1/1,—

#/#,— 1/#,
inicio —( qo @ @

0/1,—

Améquina é (Q,{O, 1})6> qO){qZ})' com Q = {qO) q1)q2} e

8(qo, 1) = (qo, 1, =)
8(q0,0) = (qo, T, )
8(qo, #) = (q1,#,<)
8(q1,1) = (g2, #, <) <«

Claramente, é possivel construir maquinas de Turing que computam fun-
¢bes mais elaboradas. Em particular, é possivel

» computar funcdes com inteiros (usando alguma marca para sinalizar
nimeros menores que zero) e racionais, que podem ser representados
como pares de inteiros;

e computar fungdes com mais de um nimero como resultado, bastando
para isso usar, na saida, a mesma codificagdo da entrada; e

* computar funcdes com elementos nao numéricos (grafos, por exem-

plo), desde que sejam enumeraveis.

4.3.2 Maquinas de Turing que emulam Maquinas de Tu-
ring (a Maquina de Turing Universal)

secao incompleta
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Uma vez que é possivel descrever formalmente maquinas de Turing (e
que a descrigdo de qualquer maquina de Turing é finita), podemos codificar
essa descricao de alguma maneira em uma fita, para que sirva de entrada
para outra maquina de Turing. Desta maneira, é possivel construir maqui-
nas que simulam o comportamento de outras.

H4 diversas maneiras de codificar uma méaquina de Turing; desenvolve-
mos uma delas. Presumiremos o seguinte.

* Q={dan,...,qn}

* (7 ¢ o estado inicial.

> ={0, 1} (qualquer alfabeto pode ser codificado em binério, portanto
presumimos que o alfabeto da maquina é binério)

I'— X = {#} (além do alfabeto X, somente o branco sera usado).
* F ={qn} (s6 é necessdrio um estado final).

Ja& temos o conjunto de estados enumerado, sendo q; o i-ésimo estado. Enu-
meramos também os simbolos do alfabeto e as diregdes, para que possamos
identifica-los por seus indices:

s1=0 dy =«
sy =1 d) =—
s3 =#

Como ja definimos o alfabeto, e fixamos os estados inicial e final, ndo preci-
samos inclui-los explicitamente na codificacdo da maquina. Apenas listamos
a funcao de transicao. Cada transigao

5(‘% S)') = (qm» Sn, do)
pode ser representada como
0*10710™10™10°.

Como a representagao usa somente zeros para cada um dos elementos, e
uns isolados para separa-los, podemos usar uns consecutivos para separar
as transigdes. Uma maéaquina de Turing pode entdo ser codificada da se-
guinte forma

111 transicdo; 11transicdo, 11 --- 11 transicdo, 111
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Exemplo 4.11. A maquina desenvolvida no Exemplo tem quatro tran-

sigoes:
( qo, ) (q031»4>)
( do, ) (QO)1>—>)
(qO) ) (qh#)(_)
(qh ) (an#)(_)

Primeiro, mudamos a codificacao dos estados, para que o primeiro seja “q1”:
renomeamaos, qo — q1, 91 — q2, q2 — q3):

8(q1,1) = (q1,1,—)
8(d1,0) = (q1,1,—)
8(q1,#) = (q2,#,<)
8(q2,1) = (g3, #, <)

Tivemos que renomear os estados desta maneira porque o estado qo em
unério seria representado pela cadeia vazia, que poderia gerar problemas.

A primeira regra € 6(q1,1) = (q1,1,—). Aregralista q1, 1, q1, 1, =, ou
seja, q1,$2,q1,S2,d2. Sua codificagdo serd, portanto,

0O 100 1T 0 100 1 00
~~ ~~ ~~ ~~ ~~
q1 S2 q1 S2 d,

Aplicamos a traducgao a todas as transicoes e obtemos a codificacdo a seguir.

8(q1,1) =(q1,1,—) — 010010100100
6(41,0) =(q1,1,—) — 01010100100
8(q1,#) = (q2,#,¢) - 01000100100010
8(qz2,1) = (g3, #,¢) - 001001000100010

A maquina de Turing é, portanto, codificada da seguinte maneira.

111010010100T00110101T0100100 11
0100010010001011001T00T1000100010 111

Uma entrada para a maquina de Turing que simula esta méaquina seria <
M >0<2>0< 3>, se quisermos somar 2 com 3. < M > é a codificacao
de M; < 2 > e < 3 > sdo as codificacoes dos argumentos em undrio:

<2>=11
<3>=111
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Assim, <M >0<2>0<3>¢

1110100101001001101010100100 11
0100010010001011001001000100010 111
0110111 <

Definicao 4.12 (maquina de Turing universal). Uma madquina de Turing
universal ¢ uma maquina de Turing U que recebe como entrada uma descri-
¢do codificada de outra maquina M; uma sequéncia de simbolos w; e simula
a execucao de M com a entrada w:

e Se M aceita a palavra w, deixando um contetdo r na fita, U aceita
(< M >,w) e deixa r em alguma posigao da fita.

* Se M rejeita a palavra w, U rejeita (< M >, w). ¢

4.3.3 Maquinas de Turing que enumeram linguagens

secao incompleta

Uma vez que maquinas de Turing podem escrever em uma fita e emular
outras maquinas de Turing, elas podem ser usadas para enumerar lingua-
gens. Podemos, por exemplo, idealizar uma maquina de Turing que escreva,
em uma fita, palavras separadas por espacos. Dizemos que esta maquina de
Turing gera aquelas palavras (ou seja, gera uma linguagem).

Definicao 4.13 (conjunto enumeravel). Um conjunto A é enumeravel se é
finito ou se tem a mesma cardinalidade que N, ou seja, se existe uma bijecao
entre A e N. ¢

Exemplo 4.14. Os inteiros sdao enumeraveis, dado que existe uma bijecao

f:N—=Z:
n|o|1] 2]3] 4|5]| 6]
fm[o[1[=1]2]-=2]3]=3]"

<

E interessante que a bijecdo nos dd uma ordem em Z, diferente da usual:
0<1T=<-1=<2=<---.

Teorema 4.15. N x N é enumeravel.

Demonstracdo. Enumeramos N x N da seguinte maneira: primeiro os pares
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que somam 2; depois os pares que somam 3; e assim por diante.

A proxima figura ilustra este processo. Cada diagonal passa por pares que
somam um numero natural maior ou igual a dois.

(LD (1,2) (1,3) (1,4) (1,5) (1,6)
(2,1) (2,2) (2,3) (2,4) (2,5) (2,6)
(4,1) (4,2) (4,3) (4,4) (45) (4,6)
(5,1) (5,2) (53) (5,4) (5,5) (5,6)
(6,1) (6,2) (6,3) (6,4) (6,5) (6,6)

Ha& outras maneiras de percorrer a tabela, cada uma delas resultando em
uma ordem diferente, mas nos interessa apenas que ela é enumeravel - o
que ja provamos. O

Teorema 4.16. Seja X ={0,1}. Entdo ** é enumeravel.

Demonstracdo. ¥, o conjunto de todas as cadeias de zeros e uns, pode
ser enumerado de maneira semelhante a enumeragao de pares de inteiros:
enumerando primeiro as cadeias de tamanho zero, as de tamanho um; as de
tamanho dois, etc.

Ao enumerar cadeias de tamanho k, listamos as sequéncias na ordem
crescente de valor, interpretando as cadeias como bindrios.

tamanho | cadeias
0e¢
110,1
21 00,01,10,11
3| 000,001,010,011,100,101,110,111
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Chamamos esta ordem de ordem canénica ou lexicografica.
A bijecao entre N e * é, portanto,

0 e
1 o
5\0\1\OO\OH]O\H\]OO\---

Os dois Lemas a seguir serao usados na demonstragdo do Lema A
prova deles é pedida no Exercicio

Lema 4.17. Existe uma madaquina de Turing que gera ¥* em sua fita, na
ordem canoénica.

Lema 4.18. Existe uma mdaquina de Turing que gera em sua fita N x N na
mesma ordem explicitada na demonstracdo do Teorema |4.15]

Lema 4.19. Seja M uma méaquina de Turing que enumera uma linguagem
L. Entdo existe uma maquina Mp, que decide a mesma linguagem.

Lema 4.20. Seja M uma maquina de Turing. Entdo existe uma outra ma-
quina de Turing Mg, que enumera a linguagem de M.

Demonstracdo. Toda maquina de Turing pode ser codificada como uma sequén-
cia finita de zeros e uns. O conjunto 7, de todas as maquinas de Turing, é,
portanto, um conjunto de cadeias de zeros e uns, e portanto enumeravel. Da
mesma forma, qualquer linguagem, sendo subconjunto de £*, é enumeravel.

A maquina Mg simulard M, portanto tem as mesmas fitas de M, mais
uma, onde escreverda as palavras (sua fita de saida).

Mg gera N x N, e para cada par (i,j), simula j passos de M com a i-ésima
palavra como entrada. Quando M aceitar, M escreve a palavra em sua fita
de saida. O

Teorema 4.21. Uma linguagem é recursivamente enumeravel se e somente
se é gerada por uma maquina de Turing.

Demonstracdo. Segue dos Lemas4.20/e 4.19 O

Teorema 4.22. Uma linguagem é recursiva se e somente se é gerada por
uma maquina de Turing, na ordem canonica.

Demonstragdo. Se uma maquina M gera L em ordem lexicografica, entdo
podemos construir uma maquina Mp, que decide se uma palavra pertence
a L: a maquina Mp lé sua entrada (a palavra w), e simula M. Quando M
gerar w, Mp aceita. Quando M ja tiver enumerado todas as palavras do
tamanho de |w|, Mp para rejeitando a palavra.

Agora, suponha que exista uma maquina N que decide uma linguagem L.
Entdo podemos construir uma maquina Mg que enumera L: a maquina Mg
enumera X*, na ordem lexicografica, e para cada palavra w gerada, simula
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N com a entrada w. Se N aceitar, Mg escreve a palavra em sua fita de saida.
Se N rejeitar, Mg nao escreve. Como N sempre para, Mg gerara todas as
palavras da linguagem. O

4.4 Gramaticas Irrestritas

As linguagens recursivamente enumeraveis sao, assim como as outras de
que tratamos, geradas por uma classe de gramaticas, chamadas de grama-
ticas irrestritas.

Definicao 4.23 (gramatica irrestrita). Uma gramaética é irrestrita se suas
producgdes sdo da forma (X U N)™ — (£ U N)*. A unica restrigdo imposta,
portanto, é que o lado esquerdo das produgdes nao seja vazio. ¢

Exemplo 4.24. A gramaética a seguir gera a linguagem a™b™c™.

Su:=abc| A

A = aABc | abc
c¢B :=Bc
bB :=bb

Como exemplo, derivamos a palavra aaabbbccc.

S=A
= aABc (A — aABc)
= aaABcBc (A — aABco)
= aaABBcc (cB — Be)
= aaabcBBcc (A — abc)
= aaabBcBcc (cB — Bc)
= aaabbcBcc (bB — bb)
= aaabbBccc (cB — Bb)
= aaabbbcce (bB — bb)

<

Exemplo 4.25. A seguir estd uma gramatica que gera a linguagem sobre
o alfabeto ¥ = {a, b, c}, tendo a mesma quantidade para cada simbolo (mas
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em qualquer ordem).

S:=ABCS | ¢
Az=a
B:=b
Cu=c
AB == BA
BC:=CB
AC:=CA
BA = AB
CA === AC
CB :=BC

Na primeira linha, as regras determinam que uma palavra seja o fecho es-
trela de ABC. As prdximas regras, para A, B e C, determinam que cada
ndo-terminal pode ser trocado por exatamente um terminal equivalente. Se
deixdssemos as regras assim, a linguagem seria (abc)*, e s6 conteria pala-
vras da forma abcabcabc - - - abc. As seis Gltimas regras, no entanto, permi-
tem trocar a ordem dos simbolos, resultando na linguagem {a + b + c}* com
quantidades iguais de as, bs e cs. <

Teorema 4.26. Toda linguagem gerada por uma gramatica irrestrita é re-
cursivamente enumeravel.

Demonstracdo. (Rascunho) Seja G uma gramatica. Construiremos uma ma-
quina de Turing com duas fitas. Na primeira estara a entrada (esta servira
apenas para leitura). Na segunda, a maquina tentard simular a derivagao
da palavra. Se conseguir terminar a derivacao e as duas fitas tiverem con-
teudo idéntico, a maquina para aceitando. Se sua entrada for qualquer
palavra nao aceita por G, a maquina nunca para.

A primeira fita é inicializada com a palavra a ser verificada; a segunda,
com o simbolo inicial apenas.

A mdéquina comeca escolhendo nao-deterministicamente uma posicao
na segunda fita. Em seguida, escolhe nao-deterministicamente uma regra
« = 3. Se a cadeia « estiver na posicao escolhida, a maquina troca a essa
subcadeia por 3.

Em seguida, compara as duas fitas. Se forem iguais, para aceitando. Se
ndo forem, volta ao passo em que escolhe uma posicao. O

Teorema 4.27. Toda linguagem recursivamente enumeravel é gerada por
alguma gramética irrestrita.

Demonstragdo. (Rascunho) A partir de uma maquina de Turing M, constrai-
se uma gramética (irrestrita) que primeiro gera ndo-deterministicamente
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uma palavra de L*; depois disso, a gramatica permite gerar uma copia da
palavra, para manter duas cépias dela antes de terminar a derivacdo; em
seguida, as regras da gramatica permitem simular a execugéo das regras de
M sobre uma das cdpias. Se M aceitar, as regras permitem apagar a copia
em que a simulagao foi feita, e terminar com a outra cdpia, intacta. Se M
nao aceitar a palavra, a gramatica ndo gera palavra alguma, gerando uma
variavel para a qual ndo hé expansao possivel. O

Corolario 4.28. Linguagens livres de contexto e regulares sdo recursiva-
mente enumeraveis.

Demonstragdo. Gramaticas regulares e livres de contexto sdo, por defini-
cdo, irrestritas também. O

Teorema 4.29. Linguagens livres de contexto e regulares sdo recursivas.

Demonstracdo. (Rascunho) Sdo recursivamente enumeraveis. O fato de se-
rem recursivas decorre de que seus automatos percorrem a palavra apenas
da esquerda para a direita, uma Unica vez. Quando uma maquina de Turing
simular estes automatos, também fard o percurso pela palavra somente uma
vez, necessariamente parando ao final do processo. O

As inclusao entre classes de linguagens é, portanto, como na préxima
figura.

Tecursivamente
enumeraveis

recursivas

ivres de contexto
nao-deterministicas

ivres de contexto
deterministicas

regulares
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4.5 Linguagens que nao sao Recursivamente
Enumeraveis

AutOmatos finitos e com pilha, por lerem sua entrada uma unica vez, da
esquerda para a direita, ndo podem aceitar palavras com tamanho maior
que um certo numero. Maquinas de Turing sdo bastante diferentes desses
automatos - diferentes o suficiente para que um “lema do bombeamento”
nao tenha sido enunciado e elaborado para elas. Nesta Secdo mostraremos,
usando a técnica de diagonalizacdo, que hé linguagens que nao sao recur-
sivamente enumeraveis. No Capitulo |5 trataremos de linguagens que sao
recursivamente enumeraveis, mas nao sao recursivas (as linguagens que
sdo reconhecidas, mas nao decididas, por maquinas de Turing).

A demonstracao que faremos, de que ha linguagens nao recursivamente
enumeraveis, usa a técnica de diagonalizacao, usada por Georg Cantor para
mostrar que a cardinalidade dos Reais é maior que a dos Naturais; pode
isso, apresentamos brevemente esta demonstracao.

Teorema 4.30. [R| > |N|, ou seja, o conjunto dos nimeros reais ndo é enu-
meravel.

Demonstragdo. Provamos que |[0, 1]| > |N|, que implica que |R| > |N|.

Presuma que é possivel enumerar os nimeros no intervalo [0, 1]. Entdo
existe uma bijecao entre esses nimeros e os naturais, e os numeros em [0, 1],
portanto, podem ser listados em uma tabela, na ordem dada pela bijegao.
Por exemplo, se representarmos somente os numeros apés a virgula, e os
primeiros reais enumerados tiverem seus primeiros digitos como a seguir,

0,10040 - - -
0,85002 - - -
0,75700 - - -
0,40000 - - -
0,03030 - - -

entdo a tabela comecaria da seguinte maneira.

(4.1)

A wWwN—=O
o A~ N 0o —
w o U o
oo NOo o
w o oo b
c oo NO
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De maneira mais geral, a tabela sera

do,o do,n do2 do3z doas
dio din di2 diz diga
d2o dz21 d22 dz3 doa
dzo d3 d32 d3sz digs
dao da dg2 daz dapga

A~ W= O

Agora construimos um numero que ndo esta listado na tabela: tome cada
elemento d;; da diagonal da tabela e troque por outro, diferente de di;. O
numero resultante ndo estd em nenhuma linha (ndo pode estar na i-ésima
linha, porque difere justamente na i-ésima posigéo).

Por exemplo, se [0, 1] fosse enumerado de acordo com a tabela a
diagonal da tabela seria um ntimero comecando por 0, 15700:

o & N o[~
o

A~ W N = O

Podemos portanto construir um nimero que estd em [0, 1], mas que nao esta
na tabela; este nimero poderia, portanto, comecar com 0,26811---, tendo
sempre seu i-ésimo digito diferente do i-ésimo elemento da diagonal.

De fato, podemos construir infinitos nimeros de [0, 1] que estdo fora da
tabela. O

Teorema 4.31. Existe uma linguagem que nao é recursivamente enumera-
vel.

Demonstragdo. Usando um argumento enumeratério: o conjunto £, de to-
das as linguagens possiveis sobre L, é |£| = |P(£*)|. Mas a cardinalidade
das partes de um conjunto é sempre estritamente maior que a do proprio
conjunto, e P(X) ndo é enumeravel.

Podemos também construir a demonstracdo de outra forma: o mesmo
argumento de diagonalizacdo usado para mostrar que |R| > |N| pode ser
usado para mostrar que existe uma linguagem que nenhuma madaquina de
Turing reconhece.

Uma linguagem construida desta forma é chamada de linguagem diago-
nal.

Presumimos que as linguagens sdao enumeraveis. Construimos, portanto,
uma tabela. Cada linha representa uma linguagem sobre {0, 1}*: a posicao
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(1,j) da tabela significa que a i-ésima linguagem contém a j-ésima palavra.
Por exemplo, na linha abaixo a linguagem L; contém as palavras ¢, 00,01,
mas ndo contém as palavras 0, 1, 10, 11000.

—_ O
—_
o O O

e O O
e —

e 0 1
Li.

Agora podemos obter, por diagonalizacdo, uma linguagem que néo esta na
tabela — e portanto o conjunto de todas as linguagens sobre {0,1} ndo é
enumeravel.

Como o conjunto das linguagens nao é enumeravel e o das maquinas de
Turing é enumerdavel, ha linguagens que néo sdo reconhecidas por maquinas
de Turing. O

Nao existe apenas uma linguagem diagonal: ha infinitas delas. E assim
como acontece com numeros reais e naturais, existe uma quantidade néo-
enumeravel de linguagens que nao é reconhecida por qualquer maquina de
Turing.

4.6 Propriedades

Teorema 4.32. Linguagens recursivamente enumeraveis sao fechadas para
unido, intersecao, concatenagdo e fecho estrela.

Demonstracdo. Sejam G; e G, duas gramaticas irrestritas, com simbolos
iniciais S1 e S,, e sem simbolos ndo-terminais em comum.

Usando as regras das duas graméticas, podemos criar outras trés gra-
maticas, com simbolos iniciais U, C e E, cada uma com uma nova regra:

e U:=S71S,, aunido das duas linguagens;
e C:=5:S,, a concatenacao das duas linguagens;
* Eu:=S1E | ¢, o fecho estrela de G;.

Para a intersecgdo, observamos que existem maquinas de Turing M; e M
que reconhecem as duas linguagens. Podemos construir uma méaquina de
Turing M que simula o funcionamento simultaneo de M; e M;, aceitando
somente quando os dois aceitarem. Se uma das mdaquinas entrar em um
ciclo sem fim, a maquina que as simula também o fara. Isto faz sentido,
porque queremos que M pare somente quando as duas maquinas, M; e M,
pararem. O

Teorema 4.33. Linguagens recursivamente enumeraveis nao sdo fechadas
para diferenca de conjuntos nem para complemento.
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Teorema 4.34. Linguagens recursivas sdo fechadas para uniao, intersecgao,
concatenacao e fecho estrela.

Demonstracdo. incompleta! Sejam M; e M, duas maquinas de Turing que
sempre param. As linguagens de M; e M; sdo, portanto, recursivas.

Construa uma méaquina de Turing M a partir do produto cartesiano dos
estados de M e M. Para verificar que M sempre para, observe que M se-
gue os passos de M e de M, simultaneamente, e como estas duas sempre
param, M também o fara.

Se fizermos F = F{UF,, entdo M devera parar aceitando quando qualquer
uma das duas maquinas aceitam, e a linguagem de M é L; U L,.

Se fizermos F = F; N F,, M s6 vai parar quando M; e M;,, ambas, para-
rem. Assim teriamos L =11 NL,.

O

Teorema 4.35. Linguagens recursivas sao fechadas para diferenca de con-
juntos e para complemento.

Demonstracdo. Para complemento, basta trocar, na maquina de Turing que
aceita a linguagem, os estados finais com os ndo-finais (usar F/ = Q — F).
Como a maquina sempre para, a maquina resultante reconhecera o comple-
mento da linguagem da maquina original.

Para diferenca entre duas linguagens reconhecidas por maquinas M; e
M, podemos construir uma terceira maquina M, que simula as duas outras,
parando quando M; para e M, nao para. O

Teorema 4.36. Linguagens recursivas sao fechadas para homomorfismo
livre de ¢.

Exercicios

Ex. 49 — Descreva uma maquina de Turing que leia um ntmero natural
em representacao binaria e deixe na fita sua divisdo por dois. Se a cadeia
de entrada néo for um nimero binario, a maquina deve rejeitar a palavra.

Ex. 50 — Descreva uma maquina de Turing que leia duas cadeias sobre o
alfabeto {a, b} e decida se elas sdo iguais. As cadeias devem ser separa-
das por um simbolo “!”. Por exemplo, a maquina deve aceitar a entrada
“aabalaaba”, e deve rejeitar “aalaab”.

Ex. 51 — Descreva uma maquina de Turing que leia uma palavra na forma
a'bl, com j < i, e complete a quantidade de bs para ficar igual & quantidade
de as.

Ex. 52 — Determine a linguagem da méquina de Turing a seguir.
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a/a,—

a/ #,— /Q #/#,—
O

b/b,—

a/ #,—

a/a,

#/#,—>

inicio —( 9o

b/b,

b/ #,+

Ex. 53 — Modifique a méaquina de Turing do Exemplo [4.4] para que aceite
1) anbn—H ch
ii) anb2ncn
Ex. 54 — Descreva uma maquina de Turing que reconhec¢a a linguagem
a*bMmc™td™.
Ex. 55 — Determine a linguagem gerada pela gramaética a seguir (demons-

tre que a linguagem é realmente a que vocé diz ser).

S :=aSBC | aBC

CB :=BC
aB :=ab
bB :=Dbb
bC == bc
cCu=cc

Ex. 56 — Prove que um autémato finito com fila é equivalente a uma ma-
quina de Turing. (O autémato tem uma fita de entrada, somente de leitura;
somente pode mover a direita na fita; ele tem uma fila ao invés de pilha -
pode enfileirar simbolos de um alfabeto de fila, que sdo retirados na ordem
“primeiro a entrar é o primeiro a sair”.)

Ex. 57 — Prove que as variantes de maquina de Turing na Secéo[4.2.5|sao
equivalentes, em poder computacional, a maquinas de Turing comuns.



4.6. PROPRIEDADES

Ex. 58 — Demonstre os LemasZ.171e[£.18l
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Capitulo 5

Decidibilidade

5.1 Problemas de decisao e de busca

Definicao 5.1 (Problemas de decisdo e de busca). Um problema computa-
cional é uma pergunta que pode ser feita a respeito de um conjunto.

Um problema de decisdo é um problema computacional que admite so-
mente respostas “sim” ou “nao”.

Um problema de busca é um problema computacional para o qual a solu-
cdo pode ser uma cadeia qualquer de simbolos. Para um problema de busca
pode haver mais de uma solugao. ¢

Exemplo 5.2. Seja G um grafo. Determinar se G tem um caminho que
passe por todos seus vértices é um problema de decisdo, porque a resposta
pode ser “sim” ou “ndo”. Determinar o caminho é um problema de busca.
Estes dois problemas estdo evidentemente relacionados. Dizemos que sao
duas versoes (uma “de decisao” e outra “de busca”) do mesmo problema. <«

Definicao 5.3 (Linguagem de um problema). A linguagem de um problema
de decisdo é o conjunto de entradas para as quais o problema tem “sim”
como resposta. ¢

Exemplo 5.4. A linguagem do problema descrito no Exemplo [5.2]é o con-
junto de todos os grafos em que ha um caminho passando por todos os
vértices. <

5.2 Decidibilidade e o Problema da Parada

Definicao 5.5 (Problema decidivel). Dizemos que um problema é indecidi-
vel se sua linguagem néo é decidivel (recursiva), o que equivale a dizer que
nao existe uma maquina de Turing que leia uma instancia do problema, e
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sempre pare, aceitando quando a instdncia tem solugao e rejeitando quando
nao tem. ¢

Exemplo 5.6. O problema de determinar se um ntimero natural maior que
um é primo é decidivel, porque é possivel construir uma maquina de Turing
que determine se um numero é primo ou ndo: se n € par, responda “ndo”;
se n é impar, enumere os nimeros impares entre 3 e |/n], e verifique se
algum deles divide n. Se n tem divisor entre 3 e |/n|, responda “néo”, caso
contrario responda “sim”. |

Definicao 5.7 (problema da parada). Dada a descrigdo de uma mdaquina de
Turing M e uma entrada E, decidir se M para com a entrada E. ¢

Teorema 5.8. O problema da parada é indecidivel.

Demonstracdo. Suponha que existe uma maquina de Turing Mp, que decida
se outra maquina devera parar quando iniciada com determinada entrada:

aceita se M para com entrada e
Mp (M, e) = . .
rejeita se M néo para com entrada e

Construa a seguinte maquina de Turing, Mc, que usa M,, para verificar
se M, quando alimentada com sua proépria descrigdo, para. No entanto, o
comportamento de M serd o de parar aceitando se M nunca para com
entrada M; ou nunca parar se M para com entrada M.

nao para se Mp(M, M) aceita
Mc(M
aceita se Mp (M, M) rejeita

Ou seja, M para se M nunca para com entrada M. E nunca para, se M
para com entrada M.

Agora aplicamos M¢ a si mesma. Ao examinar a execucao de Mc(Mc),
chegamos a uma contradicdo, porque

* se M para, entdao M ¢ ndo pode parar, e o resultado deve ser rejeicao;

¢ se Mc nao para, entao M deve parar, e o resultado deve ser aceita-
cao. O

5.3 Reducoes. Outros problemas indecidiveis

Definicdao 5.9 (Problema da Correspondéncia de Post (PCP)). Seja ¥ um

alfabeto, com |X| > 2, e sejam A = (a1, ,%n), B=(B1,...,Pn) duas listas
de cadeias sobre X.
Determinar se existe uma sequéncia de indices i, 12,..., ik tal que

Oy O, - Oy = By Biy e By
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E comum denotar uma instancia do PCP por

(50 o) ()

Uma solugdo para uma instancia é, portanto, uma sequéncia de pares onde
a concatenacdo das cadeias na parte superior é igual a concatenacao das
cadeias na parte inferior. ¢

Exemplo 5.10. Se

A = (cca,bab, abc, ab, ¢, ab, aaa),
B =

(c,bc, b, abba, aca, b, a),

entdo podemos representar esta instancia do PCP como

(1) (0 (e (e (V1 (27)

Esta instancia tem a solugéo (4,2,1,5,7,5,6),
ab bab) /cca c aaa c ab
abba bc c aca a aca b

ab bab cca c aaa c ab

porque

= abbabccacaaacab
|

Exemplo 5.11. Sobre o alfabeto {a, b, ¢, d}, temos outra instancia do PCP:

aa ab bab acd bdd ac
ca)’\cc/)’\daa/’\ cc /' \ cb /)’ \dbaa
Para esta instancia ndo existe correspondéncia possivel, porque todos os «;
comecam com a ou b, e todos os 3; comegam com c ou d. |

Teorema 5.12. O problema da correspondéncia de Post é indecidivel.

Demonstracao. Idéia apenas Mostraremos que, se o PCP for decidivel, en-
tao o problema da parada também é.

Suponha que o PCP seja decidivel. Entao existe uma maquina de Turing
(ou um algoritmo, tanto faz) que para respondendo sim ou nao para qual-
quer instancia do PCP. Nossa demonstragao consiste em usar esse algoritmo
para resolver o problema da parada.
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Uma instancia do problema da parada é (M, s), onde M é uma maquina
de Turing e s é uma cadeia. Se M para com a entrada s, entdo a sequéncia
de configuracées de M com entrada s é finita. Se M nao para com entrada
s, a sequéncia de configuracdes sera infinita.

Para cada instancia (M, s) do problema da parada, obteremos uma ins-
tancia do PCP, onde as cadeias formadas pelas pecas representam as confi-
guracoes de M com a entrada s, na ordem em que aparecem na execugao.
Ou seja, se (M, s) passa pelas configuragoes

qJos - o
B

¢

entdo sera possivel, com as pecas da instancia do PCP, obter

# . o
(squse) () ()
de forma que as cadeias (superior e inferior — que sdo idénticas, porque sao
uma solucdo para o PCP) sejam iguais a # qos # o« # 3 # --- # ( #. Se
houver uma solugdo para o PCP, entdo existe uma sequéncia finita de confi-
guragoes de M levando a estado final, e portanto M para com a entrada s.
Desta forma podemos tomar o algoritmo decisério para PCP e usé-lo para
resolver o problema da parada. Como o problema da parada é indecidi-
vel, o algoritmo de decisao para o PCP nao pode existir, e o problema de
correspondéncia de Post é indecidivel.
Para a cadeia s, a instancia do PCP terd a peca

#
#qQS#

Outras pecas serao criadas de forma que as duas cadeias concatenadas
(acima e abaixo) formem configuracoes validas na execucdao de M com a
entrada s.

Suponha que a maquina de Turing esteja em uma configuragao xqaf (a
cabeca de leitura e gravagdo estd sobre a), e que haja uma regra 6(q,a) =
{(r,b,—)}. Entdo a mudancga na configuracédo sera como descrito a seguir.

xqaf \F/ abrf
5(q,a)={(r,b,—)}

O efeito, na configuracao, foi o de trocar qa por br.
Da mesma forma, se a configuracdo for xaqb 3 e a maquina usar uma
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regra 5(q,b) = {(r,c,+)}, entdo a configuracdo mudara da seguinte ma-
neira.

xaqbfp \}—/ axracf

8(q,b)={(r,c,)}

A mudanca realizada na configuracéao foi a de trocar aqb porrac.

para toda regra 6(qi, a) = (qj, b, =), <163]1qa)
j

- ‘ (lqib
para toda regra 8(qi, b) = (qj, ¢, ), <qjac>

Além destas pecas, também precisaremos de pecas que insiram simbolos
individuais iguais acima e abaixo:

para todo a € T (Z)

Quando uma configuragdo contém um estado final, a maquina de Turing ja
parou. No entanto, os estados finais surgirao na cadeia inferior, em uma
ultima configuracao, que ficard “sobrando”. As pecas a seguir servirdo para

terminar o encaixe.
qr #H#
#

e paratodoa €T (aqf)’ (qf a)
qr qr

A méaquina de Turing a seguir é bastante simples, e serd usada como exem-
plo.

a/a,—

a/b,— A b/b,
inicio —( qo @ @

Para esta méaquina de Turing com a entrada aab, criamos uma instancia
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do PCP tem as seguintes pecas:

(#qoaab#>’
(var) (o) (i) (ave)
bqq aqq grab qsbb )’

#
(o) () (2)
Carb (o O (00 (%)
ar )\ ar )’ ’
Usamos a pega inicial,

#
#qoaab#

Para termos uma solugédo para o PCP, as cadeias superior e inferior devem
ser iguais. A cadeia superior é #, e a inferior é #qoaab#. Para obter
um encaixe, é necessario inserir outra peca, que comece com 0S mesmos
simbolos da cadeia inferior. A inica peca que pode ser usada é (qu):

b
# goa
#qoaab# /) \bq;

Agora as cadeias sdo #qopa e #qoaab#bq;. Falta completar o final da cadeia
superior, entdo usamos as pecgas de Unico simbolo:

(saaane) (2an) (2) (o) 3)

As duas cadeias sdo #qpaab# e #qoaab#bq;ab#. Mais alguns passos e
chegamos a

(saoaae) (o) (0) (o) () () ) () ()

As duas cadeias agora sao

#qoaab#bqiab#
#qoaab#bqiab#baq b#

Continuando, chegaremos a

(qvuctn) (oar) (0) () () ) (o) (0) () () (Gl ) (2)
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Temos um estado final, e sabemos que a maquina para. Mas as cadeias sao

#qoaab#bqiab#baqb#
#qoaab#bqiab#baqib#bqgrab#,

e a cadeia inferior ainda tem um trecho a mais que a superior. Usamos as
pecas com estado final.

# qoa\ fa\ /b [#)\ [(b) [qgia)\ /b [#)\ [b) [aqib) [#
(qoaaon) (var) (0) (0) (2) ) ) () () ) G ) (2)
b\ /qra) /b [#)\ [bqgs\ (b [#)\ [qeb)\ [#)\ [qe##
LR GG ()
E possivel demonstrar, por inducdo na quantidade de configuracdes, que a
construcdo da instancia do PCP sempre funciona como descrevemos, e que

de fato a instancia do PCP terda solucao se e somente se a maquina de Turing
parar. O

A seguir definimos o problema do ladrilhamento, que consiste em en-
caixar pecas de quebra-cabeca de forma a cobrir o primeiro quadrante no
plano cartesiano.

H4 um conjunto X de pecas quadradas, e cada lado de uma peca tem
uma cor diferente. S6 é permitido encaixar as pecas de maneira que cores
iguais fiquem adjacentes. Uma pecga é posta encaixada na origem.

Uma solucao para este problema é uma fungdo que leva posigoes do
plano em tipos de pecga, f: N x N — X.

Definicao 5.13 (Problema do Ladrilhamento). ¢
Teorema 5.14. O problema do ladrilhamento é indecidivel.

Teorema 5.15. Determinar se uma gramatica livre de contexto é ambigua
é um problema indecidivel.

Demonstracdo. Reduziremos o PCP ao problema de determinar a ambigui-
dade de gramaticas livres de contexto.

[31 b ﬁ b b

uma instancia qualquer do PCP usando um alfabeto X. Sejam aj,...,an
simbolos nao pertencentes a X. Construimos, a partir da instancia do PCP,
uma gramatica.

S:=A|B
A= ociAai ‘ i ay
B :=BiBa; | Biay
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Se a instancia do PCP tiver uma solugao ji,j2,...,jkx, as duas derivagoes
diferentes a seguir resultam na mesma palavra.

*

S==A= Oy &y v e &G A4y e G4, A4,
*

S=B= Bj1[552 "'Bjkajk"'ajzaj1

Isso acontece porque, sendo ji,j2,...,jk solugdo para a instancia do PCP, as
duas palavras serao iguais, porque

(Xj]Cij...CXjk = ﬁj16j2"'[3jk

Se a instancia do PCP nao tiver solucdao, a gramatica nao sera ambigua,
porque as regras para A e para B gerardo conjuntos diferentes de palavras.
O

Teorema 5.16. Sejam L e L, duas linguagens livres de contexto. Determi-
nar se L1 NL; = 0 é indecidivel.

Teorema 5.17 (de Rice). Seja L uma linguagem reconhecida por alguma
maquina de Turing. Seja P uma propriedade ndo-trivial sobre L. Entdo P é
indecidivel.

Exercicios

Ex. 59 — Prove que o Problema da Correspondéncia de Post é decidivel se
usarmos um alfabeto com um dnico simbolo.

Ex. 60 — Se nao permitirmos repetigoes de indices na solugédo do PCP, ele
continua indecidivel?

Ex. 61 — Prove que EQgyc € indecidivel. Use o problema TODASgLc:
TODASGg1Lc ={G | G aceita todas as palavras sobre o alfabeto definido}

Ou seja, TODASGg1c ={G | L(G) = Z*}

Ex. 62 — (Um pouco dificil) Seja

R ={M | M é maquina de Turing, e M aceita w® se e somente se M aceita w}

- ou seja, R é a linguagem das maquinas de Turing que sempre aceitam pa-
lavras e suas reversas (as maquinas de R nao aceitam uma palavra w sem
aceitarem wR também). Mostre que a linguagem R é indecidivel.

Dica: tente reduzir Ay 7: construa um algoritmo para Ay 7, usando a ma-
quina de Turing que supostamente existe para R. (Seu algoritmo comecaria
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lendo M, w, e construindo uma maquina que aceita os reversos das palavras
de M. Depois, concatene M com sua nova maquina...)
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Capitulo 6

Complexidade

Dentre os problemas decidiveis, ha muitos para os quais conhecemos so-
mente algoritmos muito pouco eficientes - tdo pouco eficientes que os cha-
mamos de “intrataveis”. Neste Capitulo classificamos problemas de acordo
com os algoritmos que temos para soluciona-los.

6.1 Crescimento assintotico de funcoes

Para classificar problemas em faceis ou intrataveis, sera necessario definir
rigorosamente estes conceitos. Diremos que um problema é facil quando
a quantidade de passos que ele executa, para uma entrada de tamanho n,
é dada por uma fung¢do T(n) que ndo cresce muito rapido. Comegamos,
portanto, estabelecendo uma linguagem usada para expressar fatos sobre o
crescimento de fungodes.

Definicao 6.1 (O, Q, ©). Sejam f,g: N — R duas fungoes.
Dizemos que f é O(g), e que g é Q(f), se existem constantes k e Z tais
que
[f(n)| < klg(n)|, paratodon > Z.

Sefé O(g)eféQ(g), entdo as duas fungdes tém crescimento assintdtico
equivalente, e dizemos que f é ©(g), e que g é O(f). ¢

Exemplo 6.2. Sejam

fln) =2n+1
g(n) =3n?
h(n)=2"—4

Entao

109
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* f(n) é O(g(n)), porque paran > 1, f(n) < g(n).
* g(n) é O(h(n)), porque para para qualquer n > 8, g(n) < h(n). <
Teorema 6.3. A relacdo O é
i) reflexiva: f é O(f);
ii) e transitiva: se f € O(g), e g € O(h), entdo f é O(h).
Como consequéncia, () também é.

Exemplo 6.4. Sejam

f(n) =nlog(n)

gn) =n?

h(n) =2"

f(n) é O(g(n)), porque nlog(n) < n? paran > 1.
g(n) é O(h(n)), porque n? < 2™ paran > 5.
Como consequéncia, f(n) é O(h(n)). <

6.2 Complexidade de espaco e de tempo

Definimos agora complexidade de espaco e de tempo.

Definicao 6.5 (Complexidade de espaco). Seja M uma maquina de Turing.
Seja S(n) a funcdo que, dado o tamanho da entrada, determina quantas
posicdes da fita, no méximo, serdo usadas pela maquina de Turing. Dizemos
que S é a funcdo que dé a complexidade de espaco desta maquina de Turing.

¢

Exemplo 6.6. A maquina de Turing que realiza a multiplicagao de um nu-
mero bindrio por dois tem complexidade de espago n + 1, porque quando
sua entrada tiver n digitos, a saida terd n + 1, e em nenhum momento a
mdquina usa mais que n + 1 posi¢ées para realizar a computagao.

Como f(n) =n+1é 0O(n), dizemos que a complexidade de espaco dessa
maquina de Turing é O(n). |

Definicao 6.7 (Complexidade de tempo). Seja M uma méaquina de Turing.
Seja T(n) a funcao que, dado o tamanho da entrada, determina a quantidade
maxima de passos que M executara. Dizemos que T é a funcao que dé a
complexidade de tempo desta maquina de Turing. ¢

Exemplo 6.8. A maquina de Turing que reconhece palavras da forma a™b™"
percorre a fita repetidas vezes até parar.
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¢ Na primeira vez, anda n posi¢coes para a direita, marcando um X no
primeiro a e um Y no primeiro b, depois anda mais n para voltar

* Na segunda vez, anda n posicoes para a direita até chegar ao préoximo
b, e volta n;

e Continua, andando n posi¢cdes em cada passo.

Assim, a méquina realiza 2n? deslocamentos, mais n deslocamentos a di-
reita no ultimo passo, saindo do ultimo X e chegando ao branco no final da
fita. A complexidade de tempo dessa maquina de Turing é, portanto,

T(m) =2n? +n.

Dizemos que a complexidade de tempo da maquina é O(n?). E claro que
poderiamos também dizer que a complexidade é O(n3), ou ainda, O(n!) -
mas escolhemos sempre usar a medida de complexidade mais justa possivel.

|

As definigoes dadas nesta segdo sdao conhecidas como complexidade de
espaco e de tempo para o pior caso, porque as funcdes que estabelecem
devem funcionar para todas as instancias, contabilizando a quantidade ma-
xima possivel de posigbes de fita ou de movimentos. E possivel também
definir a complexidade no caso médio, ou no melhor caso, mas néo o fare-
mos neste texto.

Passamos a partir de agora a usar algoritmos ao invés de maquinas de
Turing.

Exemplo 6.9. Calcularemos a complexidade do problema de multiplicar
uma matriz por um vetor.

Para calcular M - v, onde M é uma matrizn x n e v é um vetor com n
componentes, usamos o algoritmo a seguir

para i de 1 a n:
para j de 1 a n:
para k de 1 a n:
Wi HWi‘FMi’jV]'

O lago externo (i) serd executado uma vez, e executard n vezes o laco j.
O lago j executara n vezes, e em cada vez, executard o lago k, que executa
a dltima a linha n vezes.

O total de vezes que a ultima linha serd executada é n3, que é a comple-
xidade de tempo deste algoritmo. <

Exemplo 6.10. O problema de soma de subconjuntos tem como entrada
um nimero s € N e um conjunto finito A de naturais. Resolver o problema é
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determinar se existe um subconjunto de A cuja soma seja exatamente igual
as.

Um algoritmo ingénuo e bastante simples para resolver este problema
consiste em enumerar todas as combinacdes possiveis de nimeros em A,
verificando, para cada selecao de nimeros, se a soma € igual a s.

e enumerar os subconjuntos de tamanho 1 (complexidade igual a |A]), e
para cada um deles verificar se a soma ¢ s. No total a complexidade
serd |A|

¢ enumerar os subconjuntos de tamanho 2 (complexidade igual a ("2\‘)),

e verificar a soma. A complexidade sera 2(‘2\‘)

¢ enumerar os subconjuntos de tamanho k (complexidade igual a (I/z‘)),
e verificar a soma. A complexidade sera k(‘/‘?‘)

e enumerar os subconjuntos de tamanho s (complexidade igual a (I/:‘)).

A complexidade sera s(‘/:‘)

Assim, a complexidade de tempo deste algoritmo sera
S
(1Al
T(ALs) = ;]( S )
=

Claramente, T(|A|,s) ndo é polinomial em |A|. |

6.3 Classes de complexidade P e NP

Os problemas computacionais decidiveis sdo classificados em classes de
complexidade, de acordo com suas complexidades de tempo espago. Neste
texto trataremos somente de complexidade de tempo.

Definicao 6.11 (Classe P de problemas). Um problema de decisdo esta na
classe P se existe maquina de Turing deterministica (ou algoritmo) que o
decida, com complexidade de tempo O(n*), para algum k - o que é equi-
valente a dizer que tem complexidade de tempo dada por um polinémio,
porque é O(p(n)), para algum polinémio n. ¢

Exemplo 6.12. O problema de verificar se uma cadeia é palindroma de
comprimento par esta em P, porque existe um algoritmo deterministico que
o resolve em tempo polinomial:
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palindroma_par?(w):
para i de 1 até |w|/2:
se wj #W\wlfi REJEITE
ACEITE

De acordo com a tese de Church-Turing, ha também uma méquina de Turing
que resolve este problema:

xX/X, —
y/y,—
#/#, —
q1 qz
X/#a_> X/# —
inicio —( do ## o @DX/X)F
y/y,
#,5 # —
PR y/#, y
#H/#, —
q3 qa
y/y,—

H4 algumas observagoes importantes sobre este exemplo:
 tanto o algoritmo como a maquina de Turing sdo deterministicos;

» tanto o algoritmo como a maquina de Turing sdo decisores (sempre
param);

* ndo apresentamos uma gramatica irrestrita, porque as linguagens de-
las sao recursivamente enumeraveis, e ndo recursivas;

0 algoritmo tem complexidade de tempo O(n), mas a maquina de Tu-
ring tem complexidade de tempo O(n?). No entanto, os dois tém com-
plexidade de tempo polinomial. <

O exemplo deixa também claro porque usamos algoritmos, e ndo maqui-
nas de Turing, para discutir problemas computacionais - as maquinas de
Turing sdo grandes demais. Elas sao uteis na demonstracao de teoremas e
discussao dos conceitos fundamentais relacionados a computabilidade, mas
nao em discussdes sobre problemas computacionais especificos.
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Exemplo 6.13. O problema de verificar se um niimero é quadrado perfeito
estd em P, porque ha um algoritmo deterministico polinomial para resolvé-
lo:

quadrado(n):
12
repita:
qe—i-i
se q=n ACEITE
até g>n
REJEITE

O algoritmo é deterministico, e sua complexidade de tempo € polinomial (é

O(vn)). <

Definicao 6.14 (Classe NP de problemas). Um problema de decisao esta
na classe NP se existe maquina de Turing ndo-deterministica (ou algoritmo)
que o decida, com complexidade de tempo O(p(n)), onde p é algum polinod-
mio. ¢

Exemplo 6.15. SOMA DE SUBCONJUNTO: dado um conjunto de nimeros
naturais S e um nimero k € N, determinar se existe um subconjunto X C S
com soma igual a k.

Nao sabemos dizer se o problema da soma de subconjunto estd em P,
mas ele certamente estd em NP: se tivermos um computador ndo-deterministico,
ele poderd escolher ndo-deterministicamente o subconjunto, e resta somente
verificar se a soma desse subconjunto é igual a s.

soma_subconjunto(S,k)
encontre nao-deterministicamente X C S
se )  oxx=k ACEITE
sendao REJEITE

Essa verificacao pode ser feita em tempo proporcional ao tamanho do con-
junto, e portanto o algoritmo é ndo-deterministico e tem complexidade de
tempo polinomial. |

Exemplo 6.16. CICLO HAMILTONIANO: dado um grafo, determinar se ele
tem um ciclo hamiltoniano - um caminho que passa por todos os vértices,
sem repetir vértices (a ndo ser pelo primeiro e ultimo, que sao iguais). <«

Exemplo 6.17. SAT: dada uma férmula booleana com n variaveis sem quan-
tificadores, usando apenas conectivos e e ou, determinar se existe uma va-
loracgao das variaveis (ou seja, uma atribuicdo de valor verdadeiro ou falso
a cada uma) que torne a formula verdadeira. |



6.3. CLASSES DE COMPLEXIDADE P E NP 115

Exemplo 6.18. PARTICAO: dado um conjunto S e uma funcdo que atri-
bui um valor a cada elemento de S, z : S — N,, decidir se existe como
particiona-lo em dois, de forma que a soma dos valores de cada uma das
duas particoes seja igual a da outra.

Este problema estd na classe NP, porque pode ser resolvido por um al-
goritmo nao-deterministico polinomial.

particao(S,z):
ndo-deterministicamente esolha X C S
se ZXEX z(x) = Zy.gs,)( z(y) ACEITE
sendao REJEITE

A complexidade de tempo do algoritmo é O(|S|), porque as somas sao reali-
zadas sobre todos os elementos de S. <

Exemplo 6.19. MOCHILA: dados uma mochila com capacidade C, um con-
junto A de objetos, uma funcdo v: A — R, que atribui valor aos objetos, e
uma fungdo w: A — R,, que atribui peso aos objetos, e um valor minimo
K € R, determinar se existe uma lista de objetos que caiba na mochila com
valor minimo V, ou seja, se existe Z C A, tal que

O problema da mochila estd em NP, porque o algoritmo ndo-deterministico
a seguir, que tem complexidade de tempo polinomial, o resolve.

mochila(A, C,K,v,w):
ndao-deterministicamente obtenha ZC A
se ) ,.,v(z)>Ke ) ,w(z)<C ACEITE
senao REJEITE

O algoritmo tem complexidade O(|A]). <

Exemplo 6.20. CLIQUE: Uma clique em um grafo G é um subgrafo de
G onde todos os vértices estao ligados a todos (ou seja, uma clique é um
subgrafo completo). O problema de determinar se um grafo tem uma clique
de tamanho maior ou igual a k esta na classe NP, porque pode ser resolvido
pelo algoritmo ndo-deterministico a seguir, que tem complexidade de tempo
polinomial.

clique(V,E,C, k)
ndo-deterministicamente obtenha os vértices CCV
se |C| < k REJEITE
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para todo ve C:
para todo ue C:
se (u,v) ¢ E REJEITE
ACEITE

O algoritmo tem complexidade de tempo O(|V|?), porque no pior caso
C =V, e todos os pares de vértices serao verificados. |

6.4 Propriedades

O Exercicio pede a demonstragdo de propriedades de P, enunciadas no

Teorema

Teorema 6.21. A linguagem P é fechada para unido, concatena¢do e com-
plemento.

6.5 Reducoes e classe NP-completo

A classe P é conhecida como a dos problemas “faceis”, por ser possivel
implementar algoritmos deterministicos polinomiais em dispositivos reais (e
nao hipotéticos, como no caso de algoritmos ndo-deterministicos). Quando
um problema computacional é no minimo tdo dificil quanto a classe NP,
dizemos que este problema é NP-dificil. Se este problema também estiver
em NP, ele é chamado de NP-completo.

Definicao 6.22 (problema NP-completo). Um problema IT é NP-completo
se

i) TT estd em NP;

ii) Todo problema TT’ € NP pode ser reduzido a Il, sendo a redugéo (trans-
formacédo da entrada de Tl’ em uma entrada de T1) deve, ela mesma,
ter complexidade de tempo polinomial. ¢

De acordo com a definigédo, para provar que um problema IT é NP-completo
sao necessarios dois passos: primeiro, provar que o problema estd em NP.
Ja vimos, na Secao [6.3] como demonstrar que um problema estd nessa
classe. O segundo passo ¢ mostrar que todo problema em NP se reduz a
TT. A maneira simples de fazer isso é demonstrar que um problema TT/, NP-
completo se reduz a TT. Isso porque todo problema em NP ja se reduz a TT’
(ele é NP-completo), portanto todos também serdo reduzidos a TT.

TT T’ outros / NP
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A redugéo é de TI’ para IT é um método (algoritmo), deterministico, e
que use tempo polinomial, que receba uma entrada de TT; e a transforme em
entrada de T1, de forma que seja possivel usar um algoritmo que resolve TT.
A saida desse algoritmo, depois, deve ser interpretada como solucao para
"Pi’.

em tempo
entrada polinomial entrada
m’ T
algoritmo
para IT
resposta TT’ resposta IT
(sim/néo) interpretacdo como  (sim/n&o)

resposta para TT’

O Exemplo|6.23|mostra detalhadamente uma demonstragao de NP-completude
para um problema computacional (o problema da mochila).

Exemplo 6.23. Dado que o problema da particao é NP-completo, provamos
que o da mochila também é.

i) MOCHILA € NP - j& verificamos no Exemplo

ii) Todo problema de NP se reduz, em tempo polinomial, ao da mochila.
Sera suficiente reduzir um problema NP-completo ao da mochila, por-
que se como o problema escolhido é NP-completo, todos os outros em
NP ja se reduzem a ele.

Transformamos uma instancia do problema da particdo em uma ins-
tancia do problema da mochila:

s(a) =v(a) =z(a), VaeA

As restrigOes exigem que incluamos na mochila elementos com valor
igual ou maior que K, mas também com peso igual ou menor que K.
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Como peso e valor sao iguais, teremos que tanto o peso como o valor
deverao ser exatamente K, que é a metade do total no conjunto A.

S=A
s(x) = v(x) = z(x) MOCHILA:
5 C=K=31Y,.z2
PARTICAO: 2 L—zeA S5 CeNKeN
Ajz:A—N v:S—N
s:S—N
algoritmo
para MOCHILA
resposta resposta
PARTICAO - — MOCHILA
(sim/n&o) interpretacao como (sim/n&o)

resposta para

PARTICAO

E importante que a redugéo - ou seja, calcular 1/2 2 _aca z(a), e copiar A
como S, e copiar a funcdo z em v e s, pode ser feito deterministicamente e

em tempo polinomial.

A idéia subjacente é: se houver um algoritmo deterministico (e que por-
tanto possa ser implementado em dispositivos reais) que resolve o problema
da mochila em tempo polinomial, entdo haveria um outro para o problema

da particao:

particao(A,z):
soma « Y ,cazla)
S—A
C « soma
K soma
Ve z
S 2z
resposta < mochila(S, C,K,v,s)

/* em tempo polinomial =/
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se (resposta = ACEITE) entao ACEITE
sendao REJEITE

Isso implica que, se houver um algoritmo deterministico polinomial para o
problema da mochila, haverd também para todos os problemas na classe
NP. A diferenca entre eles estara na reducao, antes de usar o algoritmo da
mochila. |

Exercicios
Ex. 63 — Quais afirmacoes sao verdadeiras?
a)3né O(n)
b) 3n é O(n)
c)n®é 0(n?)
d) 23™ ¢ O(2M)
e) n? é O(nlog®n)
fin!é0O(3M)
g)n! é Q(3m)
h)n! é Q(n!)

Ex. 64 — Determine a complexidade de tempo dos algoritmos a seguir.

a) Para comparar duas sequéncias de nimeros de tamanho n, comparo
um a um seus elementos. Quando encontrar dois elementos diferen-
tes na mesma posicao (a; # b;), respondo “ndo”. Se chegar ao final
das duas sequéncias sem que diferencas sejam encontradas, respondo

“oy ”

sim”.

b) Em um grafo com m arestas e n nés, para verificar se existe caminho
entre dois nds x e y, gero todas as sequéncias possiveis de vértices
com arestas levando de um a outro (todos os possiveis caminhos). Se
uma sequéncia tiver x e y nas duas extremidades, respondo “sim”. Se
tiver gerado todas as sequéncias sem encontrar caminho entre x e y,
respondo “nao”.

c) Para o problema no item (b):

alcanga(x,y):
se x =y pare com resposta SIM
senao
para todo vizinho z de x:
se alcanga(z,y) pare com resposta SIM
pare com resposta NAO
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Ex. 65 — Tendo como entrada um vetor de n posigoes, quero ordena-lo.
Determine a complexidade de fazé-lo usando os algoritmos a seguir.

a) Enumero as maneiras diferentes de ordenéa-lo, e para cada uma, veri-
fico se estd ordenado.

b) Uso o “selection sort”:

para ide 1 an—1
para jdei+1lan
se v; <v; entdo
troque vy < vj
c) Uso o “bubble sort”:

trocou « false
repita até trocou = true:
trocou « false
para j de i a n—1
se vj <v; entdo
troque vy < vj
trocou < true

Ex. 66 — Mostre que os problemas a seguir estdo em NP. Se conseguir,
mostre também que estdo em P (mas ndo é esperado que seja possivel mos-
trar que todos estdo em P). Dé atencdo aos detalhes.

a) Determinar se um ntmero bindario n de k bits é composto.
b) Calcular o maximo divisor comum de dois inteiros positivos.

c) Encontrar uma clique de tamanho k em um grafo com n vértices e
m arestas. (Uma clique é um subconjunto dos vértices do grafo, sendo
que cada vértice na clique ligam-se a todos os outros que também estdo
nela)

d) Determinar se um vértice x alcanga outro vértice y em um grafo.

Ex. 67 — Um conjunto independente em um grafo é um subconjunto de
vértices sendo que cada vértice no subconjunto ndo tem ligagcdo com ne-
nhum outro que também esteja no conjunto independente.

a) Mostre uma reducao do problema de algum problema NP-completo ao
problema de encontrar um conjunto independente de tamanho k. Mos-
tre um diagrama ilustrando sua reducéao.

b) Mostre que o problema do conjunto independente esta em NP.
c) O que significam as respostas dos itens (a) e (b), juntas?

Ex. 68 — Prove o Teoremal6.21]
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Dicas e Respostas

Resp. (Ex. 5) — Basta exigir que o numero termine em digito impar.
0,2,4,6,8 1,3,5,7,9

1,3,5,7,9
inicio —>

Resp. (Ex. 17) — (Dica) Comece trocando estados finais com ndo finais em
um autémato finito que representa a linguagem.

Resp. (Ex. 18) — (Dica) Ha mais de uma maneira de demonstrar.

(i) Seja A um autdémato reconhecendo uma linguagem regular. Modifique-o
para que tenha um estado inicial isolado qA e um unico estado final isolado
qz. Reverta as arestas e faca qz ser inicial e qa ser final.

(ii) Seja r uma expressao regular representando a linguagem. Prove, por
indugao, que reverter as concatenacoes de r leva a uma expressao regular
que representa a linguagem reversa.

(iii) Mude a gramética linear a direita para que seja linear a esquerda, tro-
cando as produgbes A := xB por A := Bx. Prove que a nova gramatica
representa a linguagem reversa.

Resp. (Ex. 19) — A gramatica a seguir representa a linguagem 0™1™, que

121
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nao é regular.

wn
i

Resp. (Ex. 28) — Tente inducao no tamanho (quantidade de substituicoes)
na derivacao.

Resp. (Ex. 29) — (Rascunho) Tente inducao em i: para i = 1, a tinica deri-
vagdo possivel é S = a, para algum a na linguagem da gramatica. Depois,
veja que, para i > 1 a arvore de derivacao tem uma raiz com dois filhos
(porque a gramatica estd na forma normal de Chomsky). As subarvores es-
querda e direita tem caminhos de tamanho no méximo i— 1, e derivam pala-
vras de tamanho 2'~2 cada uma. Concatenado as palavras geradas por cada
subérvore, obteremos uma palavra de tamanho no méximo 2 (2'-2) =2,

Resp. (Ex. 36) — Sim! Sabemos que a linguagem das palindromas sobre
qualquer alfabeto é livre de contexto. Agora, ax® é uma palindroma; fBR é
outra. A linguagem proposta é a concatenacédo das duas, portanto livre de
contexto.

Mais ainda, é simples construir uma gramatica que gere esta linguagem:

S:=AA
A:=1A1|0A0] ¢

Resp. (Ex. 39) — Sim! A “quantidade finita de cadeias” é uma linguagem
regular, e a diferenca seréa livre de contexto.

Resp. (Ex. 44) — Tente primeiro com tamanho fixo, depois com tamanho
menor ou igual a n. Para palavras com comprimento exatamente k e quan-
tidade igual de as e bs, escolhemos as k/s posicoes dos as, e o resto sera

ocupado por bs:
k
k/2)°
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Para tamanho maximo n, contamos todos os pares de 2 até n.

[n/2]
2
Pl = 2 (qq>'

q=1

Resp. (Ex. 46) — O simbolo inicial S precisa garantir que havera pelo me-
nos um par de simbolos que ndo casam antes de terminar a palavra.

S:=aSa|bSb | aRb|bRa
R:=aRa|bRb|aRb|bRa|a|b]e

Resp. (Ex. 55) — Prove que as, bs e c¢s sempre ficardo em ordem, e que a
quantidade de cada letra gerada é a mesma. Tera provado que a linguagem
é a"b"c™.

Resp. (Ex. 60) — Nao, porque haverda uma quantidade finita de solugoes
(Z?:1 j!, onde n é a quantidade de elementos).

Resp. (Ex. 63) — (a), (b), (g), (h)

Resp. (Ex. 65) — (a) O(n!). () O(n?). (c) O(n?) - no caso (c) é neces-
sario pensar em quantas passadas sao necessdarias para levar um elemento
fora de ordem ao seu lugar, no pior caso.

Resp. (Ex. 66) — (Dicas apenas)

(a) Sim, porque, tendo os fatores, podemos em tempo polinomial multiplica-
los e verificar se o resultado é n.

(b) MDC estd em P, portanto também estd em NP. Mas para mostrar que
estd em P é necessario mostrar que o algoritmo que o calcula sempre para,
e que esse algoritmo para em tempo polinomial.

(c) Estd em NP, porque pode-se verificar em tempo polinomial se cada vér-
tice do subconjunto esta ligado a todos os outros.

(d) O algoritmo do Exercicio b é deterministico e executa em tempo po-
linomial, logo o problema estd em P. Como estd em P, também estd em
NP.
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Resp. (Ex. 67) — Tome a descricao de um grafo G. Crie outro grafo G (cha-
mado de complemento de G), invertendo a presenca de arestas (se havia
aresta (x,y) em G, ndo inclua esta aresta em G; se ndo havia aresta (x,y)
em G, inclua esta aresta em G). Uma clique em G é um conjunto indepen-
dente em G, e vice-versa. Como a reducdo (a traducdo da entrada para o
problema da clique em G para o problema do conjunto independente em G)
pode se feita em tempo polinomial, podemos usar um algoritmo que resolva
conjunto independente em G para resolver o problema da clique em G.



Ficha Tecnica

Este texto foi produzido inteiramente em IATEX em sistema Debian GNU/Li-
nux. Os diagramas foram criados sem editor grafico, usando diretamente o
pacote TikZ. O ambiente Emacs foi usado para edi¢do do texto IATEX.
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Indice Remissivo

E(q), CLIQUE (problema computacional),
i3]
L(A), complemento
Q, de linguagens livres de contexto,
V(A),
A9 de linguagens recursivas,
Q,[109] de linguagens regulares, 23|
=, [0 complexidade
Z, classe de, [T12]
©, [I09 de espaco, [T10]
S,
- de tempo, m
o, do caso médio,
para o pior caso, [T17]
qo.[15] )
comprimento de palavra, 2]
AFN, [19] concatenacéao
AFP [47] de linguagens, [
alfabeto, [T] de linguagens recursivamente enu-
de pilha, 7] meréaveis,
autdomato de linguagens recursivas, [95]
com contador, concatenacao de palavras,
com duas pilhas, configuragio
com pilha, de autémato com pilha,
finito, [T5] de autémato finito,

finito ndo-deterministico,
automato com pilha
deterministico,

de méaquina de Turing,
conjunto enumeravel,
conjunto independente, [T20]

cadeia, [T] CONJUNTO INDEPENDENTE (problema

ciclo Hamiltoniano, [TT4] computacional), [120]

CICLO HAMILTONIANO (problema cogrescimento assintdtico de fungdes,
putacional), [TT4] [109

classe de complexidade, [T12] critério de parada

clique, [115]} [120] para automato com pilha,
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decisao do problema da parada, [T00]
de linguagem por maquina de Tu- instancia de problema,
ring, [77] intersegao
derivacgéo, de linguagens livres de contexto,
passo de, [65]
derivacdo mais a esquerda, de linguagens recursivamente enu-
descricdo instantanea meraveis,
de autémato com pilha, de linguagens recursivas, [95]
diagonalizacgao, de linguagens regulares, [28|
diferenca
de linguagens livres de contexto, lema
G5 do bombeamento, para linguagens
de linguagens recursivas, @ livres de contexto,
de linguagens regulares, 29| do bombeamento, para linguagens
Dyck languages, [38] regulares, [30]
linguagem, [2]
enumeravel de um problema, [99
conjunto, [86] de uma gramética,
estado diagonal, 93]
final (critério de parada para auto- livre de contexto, [35]
mato com pilha), [48§] recursiva, [77]
expresséo regular, recursivamente enumeravel,

Turing-decidivel,

fecho de Kleene, 4] Turing-reconhecivel,

fecho estrela
de linguagens recursivamente eNU\[CHILA (problema computacional),
meraveis, 15!
de linguagens recursivas,
forma normal
de Chomsky, [44]
de Greibach,
funcgao
crescimento assintotico de,

maquina de Turing,
com fita multidimensional,
com multiplas cabecas,
com multiplas fitas,
com trés movimentos na fita,
como emuladoras de outras ma-

Ati uinas
gramatica, [f] q ,[B3] .
ambigua como enumeradores de lingua-
irrestrita, [89] gem, @
linear, [26] como maquinas que computam,

livre de contexto, [37] . B L
regular, @ ndo-deterministica,

sensivel ao contexto, universal, [86]
homomorfismo de cadeias, [29] NFA, [19]

NP [[14]
indecidibilidade, 99 NP-completo, [116]
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problema, [T16]
0,109
ordem canonica (ou lexicografica),
P12
palavra, [T]
vazia, [T]
parada
critério de (para autémato com
pilha), 48]
PARTICAO (problema computacional),
135l
PCP, [100]
PDA, 7]
pilha

autémato com,

vazia (critério de parada para auto-

mato com pilha), 48]
Post
problema da correspondéncia de,
1100l
problema
computacional, [99]
da CLIQUE, [TT5]
da correspondéncia de Post,
da MOCHILA, [T15]
da parada, [I00]
da PARTIGAO,
da soma de subconjunto, [TT4]
de busca, [99]
de deciséo,
do CICLO HAMILTONIANO, [TT4]
do CONJUNTO INDEPENDENTE,
1120
do ladrilhamento, [T05]
indecidivel,
instancia de,
linguagem de, 99
NP-completo, [T16)]
producao

vazia, 43

reconhecimento

129

de linguagem por maquina de Tu-
ring,
reconhecimento de linguagem por aut6-
mato, [T7]
regra de produgéo, [6]
relacao de transicao,
reversao
de linguagens livres de contexto,
de linguagens regulares, [29]
Rice
teorema de, [T06]

SOMA DE SUBCONJUNTO (problema
computacional), [T14]

substituig&o,

simbolo,

néo-terminal, [6]

terminal, [6]

util,

teorema

de Rice, [106]
Turing

maquina de,

uniao
de linguagens recursivamente enu-
meraveis,
de linguagens recursivas, [95]
uniéo de linguagens,

arvore de derivacao,
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