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Capitulo 1

Conjuntos e Relagoes

Este Capitulo trata de conceitos bésicos que usamos no resto do texto: conjuntos, re-
lagGes e grafos.

1.1 Conjuntos

NZo definimos conjuntos.
Denotamos conjuntos usualmente (mas ndo sempre) pode letras maitsculas. O con-
junto vazio é normalmente denotado por @, e algumas vezes por {}.

Defini¢do 1.1. Um multiconjunto é um conjunto onde cada elemento pode estar pre-
sente mais de uma vez (ou, de forma equivalente, um conjunto onde cada elemento
tem um ndimero associado, chamado de multiplicidade). ¢

Definigdo 1.2 (subconjunto). Um conjunto A é subconjunto de B se todo elemento de
A também pertence a B. Dizemos que A estd contido em B.

ACB & x€A=x€B. ¢

Definig¢do 1.3 (unifo). A unido dos conjuntos A e B é o conjunto dos elementos que
pertencem a A ou a B.

AUB:{x:xeruXEB}. ¢

Definig¢do 1.4 (intersecdo). A intersecdo dos conjuntos A e B é o conjunto dos elemen-
tos que pertencem tanto a A como a B.

AﬁB:{x:xeAexeB}. ¢

Defini¢do 1.5 (diferenca). A diferenga entre os conjuntos A e B, denotada A \ B, é
igual ao conjunto contendo os elementos de A que nio pertencem a B:

A\B:{xeA:x%B}.

1



2 CAPITULO 1. CONJUNTOS E RELACOES

A diferenga simétrica entre A e B, denotada AAB é o conjunto de elementos que estdo
em A ou em B, mas ndo em ambos:

AAB = (AUB)\ (ANB). ¢

Defini¢do 1.6 (complemento). Fixado um conjunto universo U, o complemento de A

em relacdo a U, que denotamos A€, é
A€ =U\A. ¢

Definigdo 1.7 (produto cartesiano). O produto cartesiano de dois conjuntos A e B, de-
notado A x B, é o conjunto de todos os pares ordenados onde o primeiro elemento
pertence a A e o segundo pertence a B - ou seja,

A xB={(a,b):acAbecB}. ¢

Defini¢do 1.8 (cardinalidade). A cardinalidade do conjunto A é a quantidade de ele-
mentos que pertencem a A. Denotamos a cardinalidade por |A]. ¢

Defini¢do 1.9 (inteiro mais préximo (arredondamento)). O inteiro mais préximo de
x é denotado por | x]. ¢

Definigdo 1.10 (chdo e teto). O chdo de um nimero real x é o maior inteiro menor ou
igual a x. Denotamos” o chdo por |x|.
O teto de um nimero real x é o menor inteiro maior ou igual a x. Denotamos o teto

por [x]. ¢

Exemplo 1.11. Uma situagio em que usamos chio e teto é quando dividimos um con-
junto em partes iguais ou tdo préximo disso quanto possivel.

Quando um conjunto A tiver cardinalidade impar, e o dividirmos em duas partes,
por exemplo, poredemos ter A = B U C, com

Bl = [’ﬂ
H

Para tornar o exemplo mais concreto, seja
A ={a,b,c,d, e, f, g}

Como |A| = 7, ndo temos como dividi-lo em duas partes iguais. Podemos no entanto
dividir A em dois subconjuntos de cardinalidades [7/2] = 4 e |7/2] = 3, como
A’ ={a,c,e,gle A” ={b,d, f}. <

Defini¢do 1.12 (relagdo). Uma relagdo R entre conjuntos A e B é um subconjunto
do produto cartesiano A x B. Define-se semelhantemente uma relagfo entre varios
conjuntos A; como subconjunto do produto cartesiano A; X Ay X ... X Ay.

Uma relagdo é, portanto, um conjunto de pares ordenados.

Se um par (x,y) pertence a uma relacdo R, denotamos xRy. Podemos também
denotar xRy quando (x,y) ¢ R. ¢

1E também comum denotar chio por [x] e teto por Jx[.



1.2. GRAFOS 3

Definigdo 1.13 (conjunto poténcia). Seja X um conjunto. Entdo 2% é o conjunto potén-
cia, ou conjunto das partes de X:

X ={Y:YCX} 3

Exemplo 1.14. Seja
A ={a,b,c,d}.

Entdo 0
(a), (b} {c}, )
ZA = {Cl, b}> {(l, C}) {a) d}) {b) C}v {b> d}) {C) d} <
{a,b,c}{a,b,d},{a,c,d},{b,c,d},
{a,b,c,d}

0 teorema a seguir nos diz porque a nomenclatura 2% é usada.
Teorema 1.15. Para qualquer conjunto X, [2X| = 21X,

Definigdo 1.16 (reflexividade, simetria e transitividade). Uma relagdo R em um con-
junto A é

o reflexiva se aRa paratodo a € A,
e simétrica se aRb implica em bRa para todos a,b € A,
e transitiva se aRb e bRc implicam em aRc para todos a, b, c € A. ¢

Exemplo 1.17. A relagdo = de igualdade entre niimeros é reflexiva, porque a = a,
simétrica, porque se a = b entdo b = q, e transitiva, porque a = be b = ¢ implicam
ema=c. <

Teorema 1.18. Uma relacdo R é transitiva se e somente se Ro R C R,

1.2 Grafos

Um grafo é uma representacio grafica de uma relagdo. Informalmente, representamos
uma relagdo R em um conjunto X graficamente da seguinte maneira: os elemenos de
X sdo dispostos como pontos no plano, e quando xRy, desenhamos um traco ligando
x ay. Os pontos sdo chamados de vértices, e os tragos de arestas.

Definigdo 1.19 (grafo). Um grafo é um conjunto de nés ligados por arestas. Formal-
mente, um grafo é um par (V; E), tal que V é o conjunto de nés (ou vértices), e V é um
conjunto de arestas.

Em um grafo orientado, uma aresta sai de um né origem e chega a um né destino,.
Neste tipo de grafo E C V2, e uma aresta é um par (v, w).

Em um grafo ndo-orientado, as arestas ligam pares de nés, sem distingio de diregio.

Nestes grafos, E C {{x,y} X,y € V}, e uma aresta é um conjunto {x,y}, com
X,y € V. ¢
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Exemplo 1.20. Por exemplo, o grafo ndo-orientado G = (V, E)onde V ={a, b, c, d, e}
e

E = {a)b}) {CL,C}, {a,e},
— U{b,e}, {b,d}, {c,d}, {dye}S’

é representado graficamente na figura a seguir.

b a

o

o

d

As posicdes exatas dos nds e arestas ndo sdo relevantes; importa apenas quais sdo os
nds, e como cada um deles se relaciona com os outros. <

Exemplo 1.21. O grafo orientado G = (V,E),comV ={a,b,c,d}e
E= {(a) b)) (b) C)) (C» (1), (C) d)}
é representado graficamente como na figura a seguir.

a

<«

Defini¢do 1.22 (matriz de adjacéncia). Seja G = (V, E) um grafo com n vértices. Sem
perda de generalidade, presuma que os vértices de G sdo rotulados comovy,va, ... vy.
A matriz de adjacéncia de G é uma matriz quadrada de ordem |V/| tal que a posicdo i, j
é zero se ndo ha aresta ligando v; a vj, e um se hd aresta ligando v; a vj. Para grafos
orientados, a matriz de adjacéncia M é tal que

0 se(j)¢E
Y11 se(i,j) € E

Para grafos ndo-orientados a matriz é definida de forma semelhante. ¢
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Exemplo 1.23. A matriz de adjacéncia do grafo ndo-orientado do exemplo 20 é

<
|
—_O = am O

1
0
1
1
0

C - O - -
_O —-m—_—O
oS = O O =

Note que a matriz é simétrica, ja que tanto (i,j) como (j,1) representam a mesma
aresta em um grafo ndo-orientado.
Jé para o grafo orientado do exemplo 21, a matriz de adjacéncia é

o = O O
S O O —
S o = O
o — O O

Definigdo 1.24 (grafo completo). O grafo com n vértices onde todos os vértices sdo
ligados a todos os outros é chamado de grafo completo. ¢

A matriz de equivaléncia de um grafo completo tem zeros na diagonal e uns em
todas as outras entradas.

Definigdo 1.25 (coloragdo de arestas). Uma coloracdo das arestas de um grafo G com k
cores é uma atribuicdo de uma das k cores a cada um dos vértices de G. ¢

1.3 Relagdes de equivaléncia

Definigdo 1.26 (relacdo de equivaléncia). Uma relagdo é dita de equivaléncia se é simé-
trica, reflexiva e transitiva. ¢

Exemplo 1.27. A relagio em R dada por aRb se e somente se a? = b? é uma relagio
de equivalencia:

o (reflexiva): trivialmente, a? = a?.

o (simétrica) se a2 = b2, entdo b? = a?.

2

e (transitiva) se a? = b? e b% = ¢2, temos também trivialmente a? = c2. <

Exemplo 1.28. Dois tridngulos sdo congruentes se os tamanhos de seus lados, quando
dispostos em ordem crescente, s3o iguais.

A congruéncia de tridngulos é uma relacio de equivaléncia no conjunto de todos
os tridngulos no plano.

o (reflexiva): trivialmente, todo tridngulo é congruente a si mesmo.

e (simétrica) também trivial: se A é cdngruo a B, entdo B é congruo a A.
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e (transitiva) se A é congruo a B e B é congruo a C, claramente A é congruo a C,
porque os tamanhos dos lados de todos os tres tridngulos sdo os mesmos.

Dizemos também que dois tridngulos sdo similares se seus lados, quando dispostos
em ordem crescente, sé diferem por um fator constante (ou seja, admitimos também
uma mudanca de escala). A similaridade de tridngulos é uma relagéo de equivaléncia.

Asrelagdes de congruéncia e similaridade podem ser generalizadas para quaisquer
figuras geométricas, e continuam sendo relagdes de equivaléncia. <

Exemplo 1.29. Em R, a relagdo aRb se e somente se a — b € Z é uma relagio de
equivaléncia:

o (reflexiva) claramente,a —a =0 € Z,
o (simétrica)sea—b=c € Z,entdiob —a = —c € Z,

o (transitiva)sea —b =k; € Z,eb—c =k, € Z,entdoa—c = (k1 +b) —
(b*kz):k1+kz€Z. |

A defini¢do a seguir é usada como exemplo, mas é suficientemente importante
para que a destaquemos.

Defini¢do 1.30 (congruéncia médulo um inteiro). Sejam a,b € Z. Dizemos que a é
cbngruo a’b médulo m se m|(a—b). Isso é o mesmo que dizer que existe um k inteiro tal
que mk = a— b - ou seja, o resto de a por m é igual ao resto de b por m. Denotamos
a=b (mod m). ¢

Exemplo 1.31. A relagdo de congruéncia médulo um inteiro é uma relagio de equi-
valéncia. Para todos a,b,c, m € Z,

o (reflexiva): trivialmente, a = a mod m, porque m|(a —a = 0).

e (simétrica) se a = b (mod m), b = a (mod m), porque se m|(a — b), entdo
m|(b —a).

e (transitiva) se m|(a—Db),e m|(b—c), entdo m|[(a—b) + (b—c)], e claramente
ml(a—c). <

Exemplo 1.32. Seja F o conjunto de todas as fungdes de R em R. Defina que fRg se
e somente se existe uma constante c tal que f(x) = g(x) + ¢, para todo x. Entdo R é
uma relacio de equivaléncia.

o (reflexiva): f(x) = f(x) + 0.
e (simétrica) se f(x) = g(x) + c, entdo g(x) = f(x) + (—c).

e (transitiva) se f(x) = g(x) + c1 e g(x) = h(x) + ¢z, entdo f(x) = h(x) + ¢, +
C1. |

Exemplo 1.33. No conjunto de todas as fun¢des reais, a relagdo definida por fRg se
e somente se ' = g’ (ou seja, f e g tem a mesma derivada) é uma relagéo de equiva-
1éncia. <
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Defini¢do 1.34 (classe de equivaléncia). Seja R uma relagdo de equivaléncia em um
conjunto A. Entdo a classe de equivaléncia de um elemento a € A é o conjunto {x €
A : xRal. ¢

Exemplo 1.35. J4 determinamos que a congruéncia modulo um m inteiro € uma re-
lagdo de equivaléncia. Como o resto da divisdo de qualquer inteiro por m sé pode
estar entre zero e m — 1, a relagdo de congruéncia médulo m define m classes de

congruéncia, que usualmente denotamos [0], [1], ..., [m — 1]. Por exemplo, se m = 5,
temos
0] ={...,—10,-5,0,5,10,...}
m={..,—9,-41611,...}
21 ={..,—8,-3,2,7,12,...}
Bl={..,—7,-2,3,8,13,...}
4] ={...,—6,—1,4,9,14, ...} <

Exemplo 1.36. Em Z?, a relagdo ~, definida por
(a,b) ~ (x,y) & ay = bx
é uma relagdo de equivaléncia:
o (reflexividade) trivialmente, (a, b) ~ (a, b), jd que ab = ba.
e (simetria) também é trivial: ab = ba implicaem ba = ab.

e (transitividade) queremos mostrar que se

(a,b) ~ (x,y)
(xy) ~ (p,q)
entdo (a,b) ~ (p, q). Usando a defini¢do da relagdo, o que queremos é provar
que se
ay =bx
Xq =yp (1.1)
entdo
aq =bp (1.2)

E de vital importancia observar, no entanto, que ndo podemos simplesmente
dividir um dos lados de qualquer destas equagdes por uma das varidveis, porque
estamos trabalhando com inteiros. Podemos, no entanto, multiplicar ay = bx

por q:
ayq = bxq

Podemos substituir qx por yp (equagio ICT):

ayq =ypb
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Aqui sim, sabemos que ambos os lados da equacio sdo divisiveis por y, e por-
tanto
aq = bp,

que é o que querfamos mostrar (equagdo 2).
A classe de equivaléncia [(a, b)] define o ndmero racional que usualmente denotamos

por a/b, e a relagdo ~ define igualdade entre racionais: (1,2) ~ (3,6) ~ (50,100),
etc. |

Definigdo 1.37 (parti¢do de conjunto). Uma parti¢do de um conjunto A é uma familia
de conjuntos A1, A, ..., A, tais que

mn
JAi=A
i=1
AiﬂAj =0 sei#j ¢

Teorema 1.38. Seja R uma relagdo de equivaléncia em um conjunto A. Entdo as classes de
equivaléncia definidas por R sdo uma parti¢do de A.

Demonstragdo. Em primeiro lugar, a unido das classes de equivaléncia resultam em A,
porque todo elemento de A pertence a uma classe de equivaléncia, e ndo hd nas classes
qualquer elemento que ndo pertenca a A. Com isso temos [ Ji- ; Ay = A.
Finalmente, mostramos queas classes de equivaléncia sdo disjuntas. Suponha que
xRy. Mostramos que [x] C [y]. Suponha que z € [x]. Temos entdo xRz, e por simetria
zRx; por transitividade, zRy. Isso implica que z € [y]. Ou seja, todo z € [x] também
estd em [y]. Usando simetria, fazemos o argumento contrario e temos [x] = [y].
Suponha agora que xRy. Mostramos agora que [x]N[y] = (. Suponhaquez € [x]N
[y]. Entdo xRz e zRy valem, e portanto também deveria valer xRy - uma contradicio.
Temos entdo [x] N [y] = 0 quando [x] # [y]. [ |

1.4 Relagdes de ordem

Defini¢do 1.39 (ordem total). Uma relacdo R em um conjunto A é dita de ordem total
se

e R é antissimétrica, reflexiva e transitiva,

e Para todos elementos a,b € A, necessariamente aRb ou bRa. ¢
Exemplo 1.40. A relagdo < no conjunto dos nimeros reais é uma ordem total:

o (antissimétrica) Sea < beb < aentioa =b,

o (reflexiva) a < q,

e (transitiva) a < b, b < cimplicaem a < c.

Além disso, para quaisquer dois reais a e b, temos que a < boub < a. <
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Defini¢do 1.41 (ordem parcial). Uma relagdo R em um conjunto A é dita de ordem
parcial se R é antissimétrica, reflexiva e transitiva. ¢

Exemplo 1.42. Toda ordem total é também parcial, portanto os exemplos anteriores
de ordem total sdo também exemplos de ordem parcial. <

A notagdo =< é normalmente usada para relagdo de ordem em conjunto parcial-
mente ordenado.

E comum usar um diagrama para representar relagdes de ordem parcial. Dada uma
relagdo R em um conjunto X, o diagrama de Hasse desta relagdo é um grafo onde ha um
vértice para cada elemento de X, e ha aresta entre x e y se xRy. Para simplificar o
grafo, ndo sdo representados os loops (@ < a) e as relagdes que podem ser deduzidas
por transitividade (se a < be b = ¢, ndo representamos a =< c); além disso, ndo
representamos as dire¢des das arestas, e presumimos que todas sdo orientadas “de
baixo para cima”.

Exemplo 1.43. No conjunto{a,b,c,d, e, f, g}, a relagio dada por

é uma ordem parcial. Seu diagrama de Hasse é
h

./
N
NS

Exemplo 1.44. Dados a,b € N, denotamos por “a|b” o fato de a dividir b (ou seja,
existe um c tal que b = ac). A relagdo | é uma ordem parcial em N;

<

e (antissimétrica) Se alb e b|a entdo a = b, porque a = becq, b = ac; implicam
em a = acycy, e portanto ¢; = ¢, ', mas o tnico natural com inverso para
multiplicacio é T,ecy; =cy =1,

o (reflexiva) ala, porque existe ¢ = 1tal que a = (1)q,

e (transitiva) alb e b|c implicam e alc.
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A relacdo |, no entanto, ndo é ordem parcial, porque dois niimeros naturais nio necs-
sariamente se relacionam desta forma. O exemplo mais claro é possivelmente o de
dois nimeros primos: se p e q sdo primos,p t g,e q { p. <

Exemplo 1.45. Seja 2% o conjunto das partes de X. Entdo a relagio de inclusdo, C, é
uma ordem parcial em X, mas ndo é ordem total.

o (antissimétrica) se A C Be B C A, entdo A = B.
o (reflexiva) A C A, trivialmente.
e (transitiva) A C Be B C Cimplicamem A C C.
Dentre as partes de um conjunto, no entanto, pode haver subcobjuntos que nfo sio se

relacionam de nenhuma forma: como exemplo, considere as partes de {a, b, c}. Pode-
mos ver no diagrama de Hasse que nem todos os pares se relacionam - por exemplo,

{a,b} Z {b,c}e{b,c} Z {a, b}
{a,b,c}

N

{a, b} {(1, c} {bv c}

{a} {b} {c}

L7

Defini¢do 1.46 (ordem lexicogréfica). Seja A um conjunto e < uma relagdo de ordem
em A. Sejam (a7,2 ), (x1,%2) € A?. Dizemos que (a7, az) precede (x1,x2) lexicogra-
ficamente se a1 < xj ouse a; &~ X7 e ay = Xa.

Sejam o = (ay,az,...), P = (x1,x2,...) € A™ Entdo « < fsea; < x; ouse
a; = xje(az...) X (x2y...). ¢

<

Exemplo 1.47. Seja A o alfabeto da lingua Portuguesa. A ordem lexicografica é a
ordem usada em diciondrios: “banalidade” < “banana”, porque L < N. <

Denotamos por n. o conjunto {1,2,...,n}.
Exemplo 1.48. Seja 32 o conjunto de todas as 27 fungdes de 3 em 3. denotaremos cada

uma destas funcdes listando (1), f(2), f(3). Por exemplo, (1, 3, 3) é uma funcio.
Listamos todas em ordem lexicogréfica. Leia as colunas de cima para baixo pri-
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meiro, e da esquerda para a direita depois.

111
112
113
121
122
123
131
132
133

211
212
213
221
222
223
231
232
233

311
312
313
321
322
323
331
332
333

11

Definigdo 1.49 (boa ordem). Um conjunto X é bem-ordenado com uma relagdo de or-
dem < se esta for uma relagio de ordem parcial, e todo subconjunto nio vazio de X

tenha um menor elemento.

Exemplo 1.50. O conjunto N com < é bem-ordenado.

¢

J47Z com < nio, porque ha subconjuntos de Z onde nio haverd menor elemento,

como o préprio Z, ou

xeZ : x<10},

por exemplo.

Exercicios

Ex. 1 — Verifique que tipo de relagdo séo:

oEmR,a~bsea—beQ
eEm R, a ~bselal = |b|

ePara matrizes quadradas, A ~ B se det A = det B
ePara matrizes quadradas nfo-singulares, det A < det B

ePara matrizes quadradas, A ~ B se det AB £ 0

ePara polindmios com coeficientes em R e grau no maximo n, p(x) ~ q(x) se

p(x) + q(x) < 0 (para todo x)

ePara polindmios com coeficietnes em R e grau no maximo n, p(x) ~ q(x) se
p(x) + q(x) tem todas as raizes reais.

oEm R, ox ~ B se o« + = km/2, para algum k € Z

eEm Z, a ~ b se ab tem raiz quadrada inteira

eEm Z, a ~ b se a? — b? tem raiz quadrada inteira

oEm N, a ~ b se a tem menos fatores primos (contando as multiplicidades) do

que b

eEm N, a ~ b se a se a multiplicidade do menor fator primo de a é menor que a

do menor fator primo de b
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oEm N, a ~ b definida da seguinte forma: seja d, a distancia de a até o primo
mais préximo de a. Seja dy a distincia de b até o primo mais préximo de b.
a~bsedy < dyp.

Ex. 2 — Seja~ uma relagio em funcdes reais definida como

f~g & lim f(x) = lim g(X) £ C.

X—00 X—00

Determine se ~ é relagdo de equivalencia.

Ex. 3 — Construa (parcialmente) o diagrama de Hasse paraa relagdo | em N, dispondo
os numeros com k fatores na k-ésima linha, e assim por diante.

Ex. 4 — D& uma defini¢do ndo recursiva para ordem lexicografica.

Ex. 5 — Seja C o conjunto de todas as circunferéncias no plano. Mostre diferentes
ordens em C, pelo menos uma dela total.

Ex. 6 — Seja E o conjunto de elipses no plano. Mostre pelo menos tres particdes de
E, explicitando a relacdo de equivaléncia que determina cada partigdo.

Ex. 7 — Fixe um nimero L natural. Seja < definida em qualquer subconjunto de N
da seguinte maneira: a < b se a quantidade de primos entre a e L/2 é menor ou igual
que a quantidade de primos entre b e L/2. A relacdo a < b é ordem total?

Ex. 8 — Seja P um conjunto de proposi¢des p1,pa2, ..., € P* o conjunto de todas as
conjungdes de proposicdes em P:

P ={p1,p2,-- s Py P1AP2, PIAP3, -, P2/AP3, P2/AP3, -, P1 AP2 A3, .
A relagdo de implicagdo (p; — p;) em P* é de que tipo?

Ex. 9 — Seja P(n) o conjunto de todos os polinémios com grau menor ou igual a n.
Claramente pode-se definir uma ordem lexicografica < em P(n) a partir dos coefici-
entes dos polindmios. Mostre que, dados dois polinédmios p(.) e q(.) em P(n),p <X q
se e somente se p(x) < q(x),Vx € R.

Ex. 10 — Mostre uma bijecdo entre Q e N. Que tipo de relacio ela é?

Ex. 11 — H4 alguma maneira de ordenar o conjunto dos niimeros complexos, ainda
que abrindo mio de algumas de suas caracteristicas de corpo?

Ex. 12 — Considere o conjunto de todas as sequéncias de niimeros racionais. Defina
arelagdo R como (a,,)R(by) se limp 00 (@ — byn) = 0. Que tipo de relagio é R?
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Cardinalidade

Determinar e comparar a cardinalidade de conjuntos finitos é conceitualmente sim-
ples: a cardinalidade de um destes conjuntos sempre serd um nimero natural, e a
ordem total de N nos permite facilmente determinar quando um conjunto é “maior”
que ourto. Nesta Capitulo tratamos da Cardinalidade de conjuntos, dando énfase em

conjuntos infinitos.

Defini¢do 2.1 (cardinalidade). Dois conjuntos tem a mesma cardinalidade se existe
uma bije¢do de um deles no outro. ¢

Note que pode haver muitas bijecdes entre dois conjuntos. Sé precisamos de uma
para afirmar que a dardinalidade dos dois é a mesma.

Exemplo 2.2. Os conjuntos {0, 1,2} e {a, b, c} tem a mesma cardinalidade, porque
existe a bijecdo

Note que poderfamos ter apresentad qualquer uma das outras cinco bije¢des. Mostra-
mos uma em cada coluna da tabela a seguir.

f()=a f(1)=b f(1)=b f(1)=c f(l)=c
f2)=c f(2)=a f(2)=c f(2)=a f(2)=D
f(3) = f3)=c f(3)=a f3)=b f3)=a
Qualquer uma delas teria sido suficiente para a demonstragao. <

Escolhemos esta defini¢do, e ndo uma que fale em “quantidade de elementos”,
porque usando bije¢des poderemos tratar de conjuntos infinitos.

Exemplo 2.3. A cardinalidade de N é a mesma que ade Z, porque a fun¢dof: N — Z
a seguir é bijetora:

f(n) = (—1)“—12{%}

13
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A tabela a seguir mostra alguns valores de f.

12 3 4 5 6 7 8
fn): 0 1 -1 2 -2 3 -3 4
|

Defini¢do 2.4 (infinito). Um conjunto é infinito se existe uma bijecdo dele em um
subconjunto préprio dele mesmo. ¢

Exemplo 2.5. O conjunto N ¢ infinito, porque f(n) = 2n mapeia N nos pares, e é
bijecdo: ainversaé f~!(m) =n/2. <

Exemplo 2.6. Semelhantemente, o conjunto [0, 10] é infinito, porque f(x) = x/10
mapeia [0, 10] e, seu subconjunto [0, 1], e é bijecio: a inversa é f~1(x) = 10x. >

Defini¢do 2.7 (enumerdvel). Um conjunto é enumeravel se tem a mesma cardinali-
dade de N, que denotamos No. ¢

Exemplo 2.8. O conjunto P dos naturais pares é enumeravel. Isso porque a bijecdo
f:N — P, com f(n) = 2n mostra que ambos tem a mesma cardinalidade. <

Teorema 2.9. Z é enumerdvel.
Demonstragdo. A demonstragdo é exposta no exemplo Z3 |

Teorema 2.10. A unido de uma quantidade enumerdvel de conjuntos enumerdveis é enume-
rdvel.

Demonstragdo. Presumimos que temos Sy, S», .. ., umaquantidade enumeravel de con-
juntos; e que cada S; é enumeravel. Queremos mostrar que

S=Jsi=sius,ussu---

i

é enumerdavel - ou seja, que existe uma bije¢do de N neste conjunto.
Suponha que os elementos de cada S; sejam s;;:

Si = {SU y $i2y Si3y .- }

Para identificar a bijecdo, basta dispor os elementos em uma tabela, onde o elemento
sij ficanai-ésimalinha e j-ésima coluna (ou seja, os elementos do conjunto S; ocupam
a i-ésima linha):

S11 S12 S13

$21 S22 23

$13 832 S33

A bijecdo € criada percorrendo sequencialmente a tabela na diagonal:



$11
$21
$31
S41
$51
S61

$12
$22
$32
S42
$52
S62

$13
$23
$33
$43
$53
S63

S14
$24
S34
S44
S54
Se4

$15
$25
S35
S45
S55
Se65

S16
S26
S36
S46
S56
Se6

15

Note que hd outras maneiras de percorrer a tabela, e portanto hd também outras bi-

jecdes diferentes. A seguir mostramos mais uma.

S11
$21
$31
$41
$51
Se1

$12
$22
$32
$42
$52
S62

$13
$23
$33
$43
S53
S63

S14
$24
$34
S44
S54
Se4

$15
$25
$35
S45
S55
Se65

S16
$26
S36
S46
S56
Se6

Teorema 2.11. Sejam A e B dois conjuntos infinitos e enumerdveis. A x B é enumerdvel.

Demonstragdo. A demonstragdo é semelhante a usada para unido de conjuntos enume-
réveis. Basta construir uma tabela onde 1 é o indice de elementos de A e j o indice de

elementos de B:

Teorema 2.12. Q é enumerdvel.
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Apresentamos duas demonstracdes. Uma usando a propriedade da cardinalidade
da unido de infinitos enumerdveis, que ja demonstramos. A outra consiste na identi-
ficagdo de uma bijegio entre N e Q.

Demonstragdo. Para qualquer k, seja

i 2 1 1 2
Qk— U {k} - { )_k)_k»o)+k»+k)"'}

i€z
Claramente,
e=Q
jez
Como Z é enumeravel, a unido descrita acima também é. [ ]

Demonstracdo. Primeiro provamos que Q" é enumeravel. Cada racional positivo é a
razdo de dois naturais (exijimos o denominador diferente de zero). Podemos dispor
os racionais em uma tabela, onde as linhas determinam o numerador e as colunas
determinam o denominador. Usamos a enumeragio em ziguezague, como fizemos
para provar que unides de enumerdveis sio enumeraveis.

=0y =[G =B = =[N ==
NIGY N U1 N N W N[N N —
WG\ WU Lol B W Lo N W —
ENT NS FNF ST NI NT NN -
G1loy Q|G U1l Q1w UT IR U1 —
Al RGT B W AN G —

Pode-se ver que hd na tabela elementos repetidos - isto ndo altera a validade da de-
monstragio, porque conseguimos enumerar um conjunto no minimo com a mesma car-
dinalidade de Q.

Para mostrar que todo o conjunto Q é enumeravel podemos usar o mesmo argu-
mento que usamos ao mostrar que Z é enumeravel. [ ]

Teorema 2.13. R ndo é enumerdvel; denotamos |R| por c.

Demonstracdo. A técnica usada nesta demonstragdo se chama diagonalizagdo®.
Bastard que provemos que (0, 1) ndo é enuemrével, porque (0,1) C R,ese R
contém um subconjunto ndo-enumeravel, ele também nio pode ser enumeravel.

1Dizemos também que “usamos o argumento da diagonal”. Esta técnica foi descoberta por Georg Cantor.
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Cada ntimero em (0, 1) é descrito na representacdo decimal por “0, 0010 - -7,
onde cada caixa representa um digito. Assim, o i-ésimo nimero pode ter seus digitos
enumerados como di1, diz,...:

0,di1di2 di3 ...

Suponha que R seja enumerdvel. Entdo poderfamos enumerar todos os reais, um por
linha (seja qual for a ordem que escolhamos), como na tabela abaixo.

0, din diz diz dia dis dis
) d21 dz2 dz3 daga das das
) d31 d32 d3z3 d3s d3s dse
ds1 d42 d43 dasa dsas  das
ds1 ds2 ds3 dss dss dse
) de1 de2 de3 desa des des

Scooco o

Esta tabela mostra que h4 uma injecdo de N em (0, 1) (logo temos |N| < | (0,1) |).
No entanto, para qualquer enumeragdo como esta é possivel mostrar um nimero em
(0, 1) que ndo estd na tabela:

e Construa um nimero x tomando os digitos da diagonal:

0,d11d22d33 ...

e Agora construa x’, mudando todos os digitos de x, de forma que nenhum deles
continue igual:
0,d};dy,d3s ...

) div diz diz dig dis dis
d21 dz2 dz3 daga das das
d31 d3z2 d3z3 d3zs d3s dse
dg1 d4z d4z dasa dsas  dae
ds1 ds2 ds3 dsa dss dse
de2 de3 des des des

oo oo o

o
a

0 nimero x" = 0,d;;dj,d3;--- ndo pode estar na primeira linha, porque dy; #

d},; nem na segunda, porque dz» # d},, e assim por diante: o novo nimero que

construimos é claramente pertencente ao intervalo (0, 1), mas nio consta na tabela
de enumeracio.

Como hd inje¢do de N em (0, 1), mas nio pode haver bijecdo, entdo [N| < | (0, 1) |.

|

Note que a técnica de diagonalizacio nfo pode ser usada para provar que N| > |NJ,
porque terfamos que trocar um digito em cada posi¢io da tabela, obtendo um niimero
com infinitos digitos - e que portanto nio é natural.
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Teorema 2.14. Um subconjunto infinito de um conjunto enumerdvel é, também, enumerdvel.
Teorema 2.15. Se S éndo-enumerdvele S C A, entdo A também é ndo-enumerdvel.
Teorema 2.16. Para todo conjunto A, |A| < [27].

Demonstragdo. |

Ao tentar demonstrar que dois conjuntos tem a mesma cardinalidade, podemos
encontrar dificuldades para identificar uma bijegdo entre eles. O Teorema de Cantor-
Bernstein-Schréeder nos permite usar um caminho mais facil: se exibirmos uma in-
jecdo de A em B e outra, diferente, de B em A, entdo garantimos a existéncia de uma
bijecdo (ainda que ndo a mostremos explicitamente).

Teorema 2.17 (Cantor-Bernstein-Schrdeder). Se|A| < |B|e|B| < |Al, entdo|A| = |B.
Demonstragdo. |

Exemplo 2.18. Usaremos o teorema de Cantor-Bernstein-Schréeder para provar que
os conjuntos (0,1) e [0, 1] tem a mesma cardinalidade. Embora a afirmacio pareca
dbvia, a bijegdo ndo é. No entanto, conseguiremos duas inje¢des.

e | (0,1) ]| <1[0,1] |: trivialmente, f(x) = x é injetora, logo a cardinalidade de
(0, 1) é menor ou igual que a de [0, 1].

e [[0,1]|<1(0,1) |- afungdo g:[0,1] — (0, 1) a seguir é injetora: mapeamos 0
em 0.1 e 1em 0.9. Os outros ndmeros entre O e 1, mapeamos entre 0.1 e 0.9.

1 8

g(x) = 70 + ﬁx.

A funcio g é claramente injetora, porque é linear?. Além disso, quando definida
. . (719

no dominio [0, 1], sua imagem é |5, %]
Como temos uma injecdo de (0, 1) em [0, 1] e outra no sentido contrario, o Teorema
de Cantor-Bernstein-Schréeder nos garante que os dois conjuntos tem a mesma car-
dinalidade - e que existe uma bijecio entre eles. O leitor perceberd que encontrar
tal bijecdo, embora possivel, pode ser mais dificil do que apresentar as duas fungées
injetoras, como fizemos. |

Teorema 2.19. |2V| = [R.

Demonstragdo. Sabemos que [R| = | (0,1) |, portanto sé precisamos mostrar que
28 =1 (0,1) |

Nas duas fungdes injetoras que construiremos, usaremos a representagio decimal
dos niimeros em (0, 1). Se x € (0, 1), entdo

XZO,d]dzdg...

2Na verdade, afim, porque somamos uma constante ao termo linear.
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Definimos uma injecdo f : 2 — (0,1): um elemento de 2V é um conjunto de
ntmeros: {1,2} e {3, 9}, por exemplo, pertencem a 2.
Para cada X € 2N,
f(X) =0,d;dads . ..,

onde cada digito é determinado como segue:

4 — 1 seie X
Yl0 seig X

Por exemplo,
f({1,3,5}) =0,10101.

Esta fungdo é claramente injetora: se X,Y € 2%, e X # Y, entdo h4 pelo menos um
nimero natural em X que nfo estd em Y. Isto implica que pelo menos um digito de
f(X) serd diferente do seu correspondente em f(Y).

Agora definimos a injegdo g : (0,1) — 2V

g(0,d;dads...) ={10d;,10%d,,103d3,...}
Como exemplo,

g(0,2103) = {10(2), 10%(1), 10°(0), 10*(3)}
= {20,100, 0,30000}.

Agora que temos as duas fungdes injetoras f e g, o Teorema de Cantor-Bernstein-
Schroeder nos permite afirmar que 2] = [R|. |

2.1 A Hipoétese do Continuo

Sabendo que a cardinalidade de N € estritamente menor que a de R, surge uma per-
gunta aparentemente simples, mas cuja resposta mostrou-se extremamente dificil de
encontrar;: hé algum conjunto cuja cardinalidade esteja entre |N| e [R|? ou seja, existe
A tal que

No < |A| <c?

Ou, mudando a notacio, “|N| < |A| < |R|?”

Kurt Godel mostrou que a hipétese do continuo nio suscitaria contradi¢oes na
Teoria de Conjuntos de Zermelo-Fraenkel; ja Paul Coehn, anos mais tarde, mostrou
que a negagdo da hipdtese também nio gera contradigdes.

Exercicios

Ex. 13 — Prove que a quantidade de injecbes de N em Q € infinita.

Ex. 14 — Determine se o conjunto de inje¢es de N em Q é enumerdvel.



20 CAPITULO 2. CARDINALIDADE

Ex. 15 — Prove que| (0,1) | = |R].
Ex. 16 — Mostre que |[R™| = [R].
Ex. 17 — Se A é ndo-enumerdvel, é verdade que |A| = [R|?

Ex. 18 — Prove que sim ou que no: se S é infinito e enumeravel; U é ndo-enumeravel;
eS C U, entdo U \ S é ndo-enumeréavel.



Capitulo 3

Fundamentos da Contagem:
Principios Aditivo e
Multiplicativo

H4 dois principios fundamentais - e extremamente simples - a partir dos quais técni-
cas de contagem sdo desenvolvidas.

Definigdo 3.1 (principio aditivo). Sejam A e B dois conjuntos finitos. Entdo |AUB| =
Al +[BI. ¢

Defini¢do 3.2 (principio multiplicativo). Sejam A e B dois conjuntos finitos. |A xB| =
|A[B. ¢

Damos agora exemplos de contagem usando estes dois principios.

Exemplo 3.3. Uma cidade usa 8 digitos diferentes para representar nimeros de tele-
fone fixo. Quantas linhas telefénicas podem ser representadas?

Temos 8 conjuntos, cada um com 10 elementos. O conjunto de niimeros que po-
demos representar é o produto cartesiano de todos estes conjuntos, portanto temos

10-10-10-10-10-10-10-10 = 108

ndmeros diferentes.
Se quisermos que o primeiro digito seja diferente de zero, teremos 9-10” ntimeros.
<

Exemplo 3.4. Uma cidade usa 9 digitos para representar ndmeros de telefones moé-
veis, sendo que o primeiro sempre deve ser 8 ou 9. A cidade poder4 ter, no méximo,
2 - 108 ntimeros diferentes para telefones méveis. <

Exemplo 3.5. Um sistema computacional usa senhas com 256 bits para controle de
acesso. H4 um total de 225° senhas possiveis. Se o sistema exigir que o usuério espere

21
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cinco segundos entre uma tentativa e outra, um intruso demoraria 5 - 22°¢ segundos
para tentar todas as possibilidades se tentar enumeragéo simples ". <

Exemplo 3.6. Os nucleotideos que compdes o RNA sdo adenina (A), guanina (G), cito-
sina (C) e uracila (U). Quio grande, no minimo, deve ser uma sequéncia de RNA para
representar 1000 individuos diferentes?

Cada posigdo pode conter um dentre 4 nucleotideos diferentes, portanto uma sequén-

cia de tamanho n representa 4™ individuos. Precisamos de uma sequéncia de tama-
nho [log, 1000]. Tomamos o teto porque se calcularmos log41000 obteremos 4.9,
que ndo é inteiro. Uma sequéncia menor, de tamanho 4, nio serd suficiente. Usamos
entdo o teto e temos que a sequéncia deve ter tamanho no minimo igual a 5. <

Exemplo 3.7. Computadores usam enderecos IP para comunicar-se via rede. Cada en-
tidade em uma rede tem um endereco IP. A versdo 4 do protocolo que define os ende-
recos IP definia que os enderegos teriam que ser formados quatro bytes, que normal-
mente sdo descritos em decimal e separados or pontos, como “221.123.4.11”. A quan-
tidade de possiveis nimeros IP passou a ser considerada insuficiente: cada byte iso-
lado representa 256 possibilidades diferentes, e portanto temos 256* = 4 294 967 296,
pouco mais de quatro bilhGes e duzentos mil possiveis niimeros IP. A versdo 6 do pro-
tocolo IP define enderecos com 128 bits, e portanto passa-se a ter 2'%8, aproximada-
mente 3.4 x 1038 (um niimero com trinta e nove digitos) possiveis enderecos. <

Exemplo 3.8. Queremos projetar um computador que possa usar 64Gb de meméria
RAM, sendo que cada posi¢do da memdria deve ter o mesmo tamanho que as sequén-
cias de bits que representam cada posi¢do. Quanto deve ter cada posi¢do?

64Gb = 64 - 1024Mb
=64-1024 - 1024kb
=64-1024 - 1024 - 1024bytes
=64-1024 - 1024 - 1024 - 8bits

=512 - 1024%bits.
Seja t o tamanho de cada palavra, e q a quantidade de bits em cada palavra.
(512-1024%) = qt
Queremos que os 64Gb sejam enderegaveis por uma palavra, portanto

log,(q) <t
q<2'

Na verdade, o tempo esperado para que o intruso quebre a senha é bem menor que isso.
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Assim, temos qt < t2%, e

(512-10243%) < t2¢

log, (512 - 10243 /t) <

loga (512 - 1024°) — log, (t)
39 —log, (t)

t = [39 —log, (t)

Podemos escolher t = 34. <

Exemplo 3.9. Suponha que apds um crime ter sido cometido, uma testemunha diga
que o criminoso escapou em um veiculo, e que se lembra que as placas continham as
letras Fe C, além de terminar com os nimeros 35. Sabendo que as placas sdo formadas
por trés letras seguidas de quatro ndmeros, quantos sio os carros que podem ter sido
usados pelo criminoso?

Contamos dois conjuntos: primeiro, as sequéncias de quatro digitos que terminam
com 35 sdo simplesmente as sequéncias de dois digitos diferentes. Sao 10* = 100.
Temos também a sequéncia de letras. Contamos primeiro o caso em que o F aparece
antes do C. H4 mais uma letra a incluir, que pode ficar antes do F, entre o Fe 0 C, ou
depois do C.

_FC_

Como hd 26 letras e trés posi¢Bes possiveis, temos 3 - 26 = 78 possibilidades. Como
temos que contar também as possibilidades para C antes de F, multiplicamos por 2, e
temos 156 possiveis sequéncias de letras.

Finalmente a quantidade de possiveis placas é 100 - 156 = 15600. <

O préximo exemplo é o primeiro que faz uso do principio aditivo.

Exemplo 3.10. Contamos o ndmero de anagramas usando as 26 letras do alfabeto que
tenham tamanho 3, 5 ou 7: 263 +26° +26”. E se exigirmos que as palavras intercalem
vogais e consoantes?

H4 5 vogais e 21 consoantes. Para tamanho 3, temos palavras da forma VCV ou
CVC. Estes nos ddo (5-21-5) + (21 - 5 - 21) possibilidades. Contando também as
possibilidades para 5 e 7, temos

(5-21-5)4(21-5-21)
+(5-21-5-21-5)+(21-5-21-5-21)
+(5-21-5-21-5-21-5)+(21-5-21-5-21-5-21)

(21-5%45-21%) 4+ (21%2.5% +213.5%) + (213 . 5% 421 . 53)
=(21-5%245-21%) 4+ 5% . (21* + 21%) + 213(5* 4+ 5?)

possiveis anagramas. <

Exemplo 3.11. Um sistema computacional tem controle de acesso com senhas de
cinco digitos alfanuméricos. Isso d4 uma quantidade de senhas igual a (26 + 10)> =
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36°. Se restringirmos as senhas permitidas, exigindo que haja letras e ntimeros, te-
remos menos senhas possiveis. H4 26° senhas somente com letras, e 10° senhas so-
mente com ndmeros. Assim, o total de senhas passaria a ser

36° —26° —10°,
um ndmero ainda bastante grande. <

Exemplo 3.12. Contaremos a quantidade de divisores do nimero 75 600.
Fatorando, vemos que
75600 = 2*33527.

Um ntimero inteiro serd divisor de 75 600, portanto, se for igual a 2¢3°5¢7¢, com

0<a<4
0<b<3
0<c<2
0<d<l.

Como todos podem ser zero, hd 5 - 4 - 3 - 2 possibilidades. <

Exemplo 3.13. Quantos niimeros de 5 algarismos podemos formar, sendo que a soma
do primeiro com o ultimo digito é par?

Contamos todos os nimeros de 5 digitos: 10°. Excluimos: se o primeiro for impar
e o segundo for par (5 - 5), ou o contrario (mais 5 - 5). Assim,

10° —2-5%.103. <

E comum que, ao tentar enumerar os elementos de algum conjunto, contemos a
mais para depois descontar. Para isso usamos as formas inversas dos dois principios
bésicos de contagem:

e Se hd um conjunto que contamos a mais, podemos evidentemente subtrai-lo do
total

e Se, para cada elemento que queriamos contar, contamos k elementos a mais, divi-
dimos o total por k.

3.1 Permutacgoes

Defini¢do 3.14 (r-permutacdo). Uma r-permutacdo de n elementos é uma forma de
arranjar r desses n elementos em ordem. ¢

Exemplo 3.15. Seja A ={a,b,c,d, e}. As sequéncias

abced
abcde
baedc
cbade
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sdo 5-permutacdes de A. J4 as sequéncias

acd

bde

aed

bde
sdo 3-permutagdes de A. <
Teorema 3.16. Dado um conjunto A finito, com |A| = n, hd exatamente n!/(n — v)!

T-permutacdes diferentes dos elementos de A.

Exemplo 3.17. Seja A ={a,b,c, d}. Hd 4! = 24 permutacdes de elementos de A:

abcd bacd cabd dabc
abdc badc cadb dacb
acbd bcad cbad dbac
acdb bcda cbda dbca
adcb bdac cdab dcad
adbc bdca cdba dcda

A quantidade de 2-permutagdes de A é41/21 =4.3 =12:

ab ba ca da
ac bc cb db
ad bd cd dc

Jé4 a quantidade de 3-permutacdes de A é igual a4!/1! = 4!, a mesma quantidade de
4-permutacdes. Isso porque, ao determinarmos os 3 elementos de uma 3-permutacio,
sobra apenas um para completar uma 4-permutacao. <

Podemos usar uma defini¢do alternativa: uma r-permutagdo de n elementos é uma
funcdodenemr.
Muitas vezes representamos uma permutagdao como

1234

3142
onde a linha superior corresponde a ordem anterior dos elementos, e a inferior a or-
dem imposta pela permutagio.

Exemplo 3.18. Um estacionamento tem no total n vagas, uma para cada funcion4-
rio. Dessas vagas, somente as quatro vagas de diretores sdo demarcadas. De quantas
marneiras é possivel estacionar os carros de todos os funcionarios?

Para os diretores, temos 4!. Para os outros funciondrios, (n—4)!. Temos portanto
41(n —4)! possibilidades. <

Exemplo 3.19. H4 n cidades ligadas por estradas, e sabemos o custo de transporte
entre cada par de cidades. Isto pode ser representado como um grafo com pesos nas
arestas, como na figura a seguir, que dd um exemplo com 5 cidades.
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Queremos calcular a maneira mais econémica de percorrer todas as cidades, sem pas-
sar por nenhuma delas mais de uma vez, exceto a primeira (que deve ser também a
ultima). Este problema é chamado de problema do caixeiro viajante, ou TSP?,

A quantidade de maneiras diferentes em que podemos percorrer as cidades € exa-
tamente 1!, j4 que cada permutacio das cidades nos d4 um novo percurso. <

Exemplo 3.20. Um conjunto X tem 100 elementos. A quantidade de tuplas de tama-
nho 5 que podemos formar com elementos de X, sem repetico, é

100!
ﬁ_100~99-98-97-96. <

3.1.1 Com repetigoes

Se permitirmos repeticdes de elementos sem limite de reposicio, ao invés de termos
(n—1) possibilidades para o segundo elemento, (n — 2) para o terceiro, etc, teremos
sempre N elementos a escolher, portanto hd

nT

permutacgdes possiveis.

3.1.2 Com objetos idénticos

O ntimero de r-permutacdes de n objetos, sendo que n; deles sdo de um mesmo tipo;
n; de um outro tipo, etc, e ny de um k-ésimo tipo, tais quen; +ny 4+ --- +ny =n,
¢ dado pelo coeficiente multinomial

n n!
n o ny oo o) myngleeemg!”

2Travelling Salesperson Problem em Inglés.
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3.2 Combinagdes

Definigdo 3.21 (r-combinagdo). Uma r-combinacdo de n elementos é um subconjunto
dos n elementos, tendo tamanho r. ¢

Em outras palavras, uma r-combina¢io de n elementos é uma sele¢io de r desses
n elementos, sem que importe a ordem.

Teorema 3.22. O niimero de combinacdes diferentes com 1 elementos escolhidos de um con-

Jjunto de tamanhon é
ny n!
r)  rln—7)"

Demonstragdo. O numero de T-permuta¢des de 1 elementos é n!/(n — r)!. Cada sub-
conjunto de r elementos foi contado 1! vezes (porque cada uma das ordens possiveis
foi contabilizada). Assim, para obter o nimero de r-combinagdes, basta dividir por r!,
obtendo a férmula no enunciado. |

Exemplo 3.23. Queremos testar a interagdo entre 8 medicamentos diferentes, quando
3 deles sdo administrados simultaneamente de cada vez. Queremos portanto testar

8 8!
(3> =53 °

combinagdes diferentes de medicamentos. <

Exemplo 3.24. Em um estoque hd n dispositivos, e r destes tem defeito. Os dispo-
sitivos sdo selecionados aleatoriamente, um a um, para uso. Em quantas das possi-
veis sequéncias de uso dois dispositivos defeituosos ndo sdo selecionados consecuti-
vamente?

Para obter uma sequéncia sem dois dispositivos defeituosos seguidos, terfamos
que obter, entre cada dois funcionais, no méximo um defeituoso. H4 n — m disposi-
tivos bons, e n — m + 1 “espacos” entre eles na sequéncia de uso. Assim, queremos
saber de quantas maneiras os m dispositivos ruins podem ocupar esses espacos®:

(n —m+ 1)
. <
m
Suponha que queiramos saber quantas solugdes existem para a equagio

X1 +XxX2+x3=5

Sabemos que o valor de cada varidvel poderd estar entre 1 e 3, e que devem somar 5.
Uma maneira simples de encontrar a solugéo é escrever 5 como a soma de varios uns:

T+1+14+14+1=5

30u seja, a probabilidade de dois defeituosos consecutivos é

el

nl—

n!
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e dividir os uns entre x1, x2, € X3 - 0 que podemos fazer incluindo marcadores que
separam a sequéncia de uns em tres partes. Por exemplo,

X1 X2 X3
AN |/
1T |5 T =5

representa x; = 1,x + 2 = 2 e x3 = 2. As duas marcas podem ser inseridas entre
um digito 1 e outro, e portanto hé 4 posicoes para elas. Queremos saber portanto de
quantas maneiras podemos selecionar 2 das 4 posi¢des, ou

(-

Generalizando este raciocinio para n varidveis chegamos ao teorema a seguir, cuja
demonstragio é pedida no exercicio Z8.

Teorema 3.25. O niimero de solugdes para a equagdo X1+ X2 + - - - + xn = k com todos
0s x; inteiros positivos (x; > 0) éigual a

(n o))

Mais ainda, o niimero de solugdes inteiras ndo negativas (x; > 0) é
n+k—1
k

Definigdo 3.26 (r-combinagdo). Uma r-combinagdo com repeticdes de um conjunto A é
um multiconjunto de r elementos, todos pertencentes a A. ¢

3.2.1 Com repeticdes

Exemplo 3.27. Seja A = {a,b,c,d}. A seguir temos todas as 3-combinagbes com
repeticdes de elementos de A (lembramos que permitimos repeticdes, mas a ordem
de apresentacio dos elementos ndo importa).

{a,b,c} {a,a,b} {b,b,c} {c,c,d} {a,a,a}
{a,b,d} {a,a,c} {b,b,d} {d,d,a} {b,b,b}
{a,c,d} {a,a,d} {c,c,a} {d,d,b} {c,c,c}
{b,c,d} {b,b,a} {c,e,b} {d,d,c} {d,d,d}

Teorema 3.28. Seja A um conjunto com n elementos. Entdo a quantidade de r-combinagdes

de elementos de A é
ny [(n+r-— 1
r) T

Demonstragdo. Seja A tal que |A| = n. Os multiconjuntos de tamanho r, com elemen-
tos de A podem ser enumerados da seguinte forma: para cada elemento de a; € A,
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criamos uma variavel x; que determina o niimero de vezes que a; aparece no multi-
conjunto. Como temos exatamente r elementos, entdo

ar+a+---+an=m,

onde a; > 0. Queremos portanto a quantidade de solugdes para esta equacio, que ja

sabemos ser igual a
(n)) <n e — 1> . -
T T

3.2.2 Tridngulo de Pascal

0 exercicio 7 pede a demonstragdo do teorema BZ3.

Teorema 3.29 (identidade de Pascal). Paratodon € Nel1 <k <n,

"G =)

Se dispusermos, uma linha de cada vez, todos os (’:), com 0 < 1 # n, teremos

(o
(o
6
(s
(o

N e N ' N —

Mas usando a identidade de Pascal, percebemos que o valor de (") é dado pela tabela
a seguir, conhecida por tridngulo de Pascal.

T
01 2 3 4
01
111 1
n 21 2 1
311 3 31
411 4 6 4 1

Podemos, na verdade, dispor os elementos do tridngulo de Pascal de diferentes ma-
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neiras na forma de matriz, definindo assim matrizes de Pascal de orde n:

i—1
Bi; = i>].
o (et
(i1
es=(517)
j—1 ..
Pi; = (i])’se] > 1.

Assim, temos

AT

I QDG T s

O MG o e

($) 0 0 0 100 0

b [O o o] _ 1100
(g) (ﬁ (%) (3) 1210

O n 6 s
111 Wi
Rl v ] T oo
o 0o 0 () 0001

Além de P, serem evidentemente simétrica, as matrizes de Pascal tem diversas pro-
priedades interessantes. Listamos a seguir algumas delas.

Teorema 3.30. Paratodon € N, detB,, =detC,, = 1.

Demonstragdo. Segue trivialmente se observarmos que as diagonais de B, e C;, s con-
tém uns. u

Teorema 3.31. Paratodon € N, B,,C, = Py, e CuBn = |(Pr) !

Exemplo 3.32. Verificamos aqui que B4C4 = Pg.

10 0 0\ /1 1 11 T 1 1 1

B, |1 100 o1 23| |12 3 4 «

M=l 21 0 00 1 3| 113 6 10
1331/ \0 001 1 4 10 20

Corolério 3.33. Paratodon € N,detP,, =detP;;! =1.

Teorema 3.34. A inversa de B, éigual a By, exceto por seus elementos terem sinais alter-
nados abaixo da diagonal; 0 mesmo vale para C,.

Corolario 3.35. A decomposicdo LU de Py, ¢ (B, Cy).

O tridngulo de Pascal tem uma grande quantidade de propriedades interessantes
- boa parte delas pode ser encontrada no livro de Bondarenko [Bon92].
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3.3 Coeficientes binomiais

Teorema 3.36. Sejam x ey pertencentes a um corpo, e . um inteiro positivo. Entdo

(X+y)n _ Z (?)Xniyi
i=0

Demonstragdo. Considere os coeficientes possiveis para x™ *y*, para um k fixo.

A expressdo (x +y)™ = (x +y)(x +y) - - - terd termos x™'y;, mas com i va-
riando somente entre O e n. Para cada termo da expansio, escolhemos n — i vezes
a varidvel x e i vezes a varidvel y. H4 (") maneiras de fazé-lo, por isso (x + y)™ =

2o (Pt u

Exemplo 3.37.

6 6 6
6 _ 6 5 4.2
(x+y) —<O>x +(]>x y—i—(z)xy
6\ 3 3 6\ 2 4 6 5 6\ ¢
+<3)xy —|—(4>xy + 5 Xy~ + 6 y
=x° + 6x°y + 15x*y? + 20x3y3 + 15x2y* + 6xy® +y <

3.4 Aproximagdes paran!e (})

A fungdo fatorial permeia toda a Combinatéria. Como seu calculo é demorado se usar-
mos a defini¢do, damos aqui uma férmula para aproximar n!.

Defini¢do 3.38 (aproximagdo de Stirling para n!). A aproximacdo de Stirling para o

fatorial é -
Sn = V2mn (—) . (3.1)
e
¢

O teorema a seguir justifica o uso desta aproximacio. A demonstracio, no entanto,
requer ferramental que ndo pretendemos apresentar neste texto.

Teorema 3.39. Seja sy, definido como na equagdo B. Entdo

. n!
lim — =1.
n—oo Sy

Além de n!, podemos querer aproximar ().

Teorema 3.40. para todos 1 e k naturdis,

(0= (3)=(%)"

Teorema 3.41. Para qualquer n natural,

2n N 22n
n)  Jm
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3.5 Teorema binomial generalizado
O teorema binomial nos d4 a expansdo de (a + b)X para k inteiro, e é evidente que
seria interessante generalizd-lo para qualquer expoente real.

Teorema 3.42. Para quaisquerr € Rex € (—1,1),

(1 —i—x)T:l—i—rx—i—r(r_”xz—&-r(r_”(r_z)x3+

2! 3!
N (r=k4+1
+r(r ) (r—k+ )Xk_'_m
k!
e =1 r=k+1)
- Z k! x
k=0
Demonstragdo. Basta tomar a expansdo de Taylor de (1 — x)" em zero. [ |

Denotamos, parar € Rek € Z,

™y _ rtr—=1)---(r—k+1)
(k) k!

Exemplo 3.43.

(— 3> _ VBV3- (V32 (V3 -3)
41

_7V3+12
43

7
:\/§+Z. <

Como consequéncia, temos o teorema a seguir.

()= ()

Consequentemente, (f)‘ =(1)-
Para 1 inteiro negativo, podemos obter os valores de (]2) usando a identidade de
Pascal. Com isso também obtemos os valores de (4 ). Por exemplo,

Teorema 3.44. Parar,k € N,

—_
—_

(o) =00 (0) =+1 [ () = =12 (0) =+1] (o) = =1° () =+
() =C=0"0) =1 () == (E) =2 () == (G) =3
() =2 Q) =+1 | () =2 Q) =43 | (7)) = (=12 () = +6
) =P G) =11 ()= G) =] (5) == ()
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Podemos portanto expandir o tridngulo de Pascal, criando uma parte “superior”, in-
cluindo linhas com indice negativo.

k

0o 1 2 3 4
3|1 =3 6 —10 15
211 =2 3 -4 5
11T =11 =1
01
11 1

no 201 2 1

311 3 3 1
401 4 6 4 1

Exemplo 3.45 (aproximagcdo de raiz quadrada). O teorema binomial generalizado nos
dé imediatamente um método para calcular raizes de ndmeros reais entre 0 e 2: basta
computar (14x)'/k,comx € (—1,1). Podemos também usar o mesmo método para
calcular raizes de qualquer nimero real.

Como exemplo, calcularemos a raiz quadrada de 40.

V40 =36+ 4 (36: quadrado perfeito abaixo de 40)

Como |1/9| < 1, podemos usar o teorema binomial generalizado.

V40 =6 1+%

()

2
L a/a0/2-1 (1>

2! 9
(1/2)(1/2—=1(1/2=2) (1\°
* 31 (9)
(1/2)(1/2—-1)(1/2-2)(1/2-3) (1\*
+ 41 (9>

5
L 1/20/2-1)(1/2-2)(1/2-3)(1/2-4) <1> L

5! 9
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O valor da aproximagdo com cinco termos (ou seja, contando até (1/9)*) é6.324552.... .,
bastante préximo de v/40 = 6.3245553 ... <

A figura a seguir mostra uma aproximagdo continua do gréfico de (] X5 ), com x
variando de 0 a 15.

6,000 |- N

4,000

2,000 | y

0 5 10 15

3.6 Problemas de ocupagio: objetos e locais distingui-
veis

3.7 Problemas de ocupagdo: objetos indistinguiveis,
locais distinguiveis

Exercicios

Ex. 19 — Quantos anagramas existem para a palavra “CAPOTE”?

Ex. 20 — Quantas coloragdes de arestas com k cores existem para um grafo G =
(VE)?

Ex. 21 — Um sistema usa senhas que podem variar entre 8 e 10 caracteres. O sistema
exige que as senhas tenham pelo menos dois digitos, duas letras, e dois caracteres es-
peciais, que podem ser ponto (.), traco (-) ou barra (/). Quantas sdo as senhas possiveis
sem as restri¢des e quantas sdo com as restri¢des? [ hé oficialmente 26 letras em nosso

alfabeto ]

Ex. 22 — Se placas de carro sdo representadas por k letras e k 4+ 1 ndmeros, quanto
deve valer k para que possamos representar 10 milhdes de carros?

Ex. 23 — Quantos vetores bindrios de tamanho n existem com média estritamente
acima de 0.57
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Ex. 24 — (Dificil) Nos items que seguem considere matrizes cujas entradas sdo nime-
ros entre zero e dez.

eQuantas matrizes quadradas de ordem n existem onde uma e apenas uma linha
é multiplo de outra?

eQuantas matrizes quadradas de ordem n existem com posto n — 1?7 E com posto
exatamente n — k? E quantas existem com posto no minimon — k

eQuantas matrizes quadradas de ordem n singulares e ndo singulares existem?

> ()

Ex. 25 — Calcule

Ex. 26 — Prove o teorema BZZ3.

Ex. 27 — Prove o teorema BZ9.

Ex. 28 — Prove o teorema binomial usando indugo.

Ex. 29 — Mostre a expansdo de
a) (T+x)"
b) (x+y)"(x —y)"
A (x+y)"(x—y)"(=x+y)"
d (x+y+z)"
e) (x1 +x2+ - +x )"

k i n
D (I, (-1ix)
Ex. 30 — O teorema binomial pode ser usado para calcularmos a expansdo de (A +

B)™, onden € Ne A, B sdo matrizes quadradas? Porque?

Ex. 31 — Aproxime v/50 usando o teorema binomial generalizado. Use quatro ter-
mos nha aproximacao.

Ex. 32 — Qual é o nimero de relagbes diferentes que podemos definir em um con-
junto de tamanho n?
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Capitulo 4

Principio da Incluséo e
Exclusao

Este Capitulo versa sobre o problema de determinar a cardinalidade da unido de di-
versos conjuntos ndo disjuntos, sabendo as cardinalidades das interse¢Ges entre os
conjuntos.

Est4 claro, inicialmente, que para quaisquer dois conjuntos A e B,

|JAUB|=|A|+|B|—|ANB|

A |AnB B

Tendo tres conjuntos e usando raciocinio semelhante,

[JAUBUC| =I|Al+ B+ IC]
—|ANB|—|ANC|—=|BNC|
+|ANBNC|

como é possivel verificar facilmente a partir da figura a seguir.

37
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/

ANC

Generalizando para n conjuntos, observamos que

AT UAR U - Apl = A+ A2+ - + A4
— AT NAZ —|ATNA3|—|An_1 NAL]  (2-combinacdes)

+IATNAINA3[+ - [An 2 NAL 1 NAL
(3-combinacdes)

AN Al (intersecdo de todos)

Tomamos primeiro os conjuntos isolados e somamos suas cardinalidades; depois sub-
traimos as 2-combinagdes; somamos as 3-combinagdes; e assim por diante. Listamos
as r-combinacgdes, com 1 variando de 1 a n. Quando r é impar, somamos, e quando é
par, subtraimos (ou seja, somamos (—1)" vezes as cardinalidades).

Podemos expressar este processo informalmente da seguinte forma.

D Y NA
1 ——

todas k-combinacdes

n

A

i=1

n
k=

O teorema Bl expressa com rigor esta idéia.

Teorema 4.1. Sejam A, A3, ..., Ay conjuntos finitos. Entdo

=D Y N A
Ie

(&) het

n

U

i=1

)

n

k=1

onde () é o conjunto de combinagdes de k elementos de 1.
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Demonstracdo. Seja x um elemento qualquer da unido dos conjuntos. Este elemento
deve ser contado uma vez na unio de todos os conjuntos.

Presuma que x estd nos conjuntos A1,As, ..., Ay, mas nao nos outros conjuntos
Ak+1 ree ATL'
x estd em todas as interse¢des envolvendo apenas conjuntos Ay, ..., Ay, e em

nenhuma das outras interse¢des. Assim, x estd em todas as tuplas de j elementos,
com j variando de 1 a k. Para cada j hd (])‘) intersecdes, portanto x aparece em

ke (5)+ (5)++ (5)

intersecdes. No entanto, cada interseco, ao ser somada na férmula, é multiplicada
por (—1 y1e portanto x contribui para a contagem

)+)-wem ()

vezes. Esta quantidade é igual a um, e portanto cada elemento x é contabilizado exa-
tamente uma vez. ]

Exemplo 4.2. Para determinar quantos multiplos de 5 e de 11 existem entre 1 e 2000,
calculamos:

e 2000/5 = 400 mdltiplos de 5,
e |2000/11| = 181 multiplos de 11.

No entanto, calculamos duas vezes cada nimero que é muiltiplo de 5 e também de 11
- ou seja, multiplos de 55. Descontamos ento estes niimeros (hd [2000/55] = 36
deles) e temos

400 + 181 — 36 =545

multiplos de 5 e de 11 entre 1 e 2000. <

Exemplo 4.3. H4 2700 pessoas em um vilarejo. Destas, 3/4 cometeram alguma infra-
¢do de transito no ultimo ano. 1/3 é réu em processo civil e 1/5 tem algum tipo de
pendéncia com o fisco. Sabe-se que o niimero de pessoas que é réu e que também tem
problemas com o fisco é 300; que o nimero de infratores de transito que sdo réus é
400; e também que a quantidade de infratores em débito com o fisco é 100. Quantos
cidaddos tem os tres tipos de problema?

Temos

T = %2700 = 2025,

1
ICl = §27OO = 900,

IF| = %2700 = 540.
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As intersegdes sdo:

[TINIC| = ;2700 =400,

1
[TIN|F = §27OO =100,
1
ICIN[F = 52700 = 300.
A quantidade que se quer é [T N C N F|. Pelo principio da inclusio e exclusio,

2700 = (2025 4 900 + 540) — (400 + 100 + 300) + x,

e portanto o niimero procurado é x = 35. <

4.1 Permutacgoes cadticas

Definigdo 4.4 (permutacgio cadtica). Uma permutagdo cadtica é uma permutacio que
nio deixa nenhum elemento em sua posi¢do original - ou seja, a permutagio tem
como entrada uma tupla (x1,%2,...,%n) € como saida (y1,y2,...,yn) tal que x; #
y; para todo i. ¢

1234
3142)

apresentada na pégina I3, é cadtica. J4 a permutacgio

1234
3241)

nio é cadtica, porque ndo modifica o elemento na segunda posicio. <

Exemplo 4.5. A permutacgio

Teorema 4.6. A quantidade de permutagdes cadticas com n elementos, denotada por In, é

n =n! (1 —I—Z (_i]')i> .
i=1 ’

Demonstragdo. Seja P; o conjunto das permutagdes que preservam a i-ésima posigao.
As permutagdes cadticas devem excluir as permutagdes em todos os P;’s. No entanto,
as intersegdes entre os P; ndo sdo vazias. Usamos portanto o principio da inclusdo e
exclusdo: retiramos de n! (quantidade total de permutagbes) aquelas que pertencem
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a algum P;.

!n:n!—ZIPiI
i
+Z|Pimpj|

i

— Z |PiﬂPjﬂPk‘
i#j#£k

+:

+(=DMPr N NPyl

A quantidade de termos nos somatérios desta férmula é

n em E
i

(n) =1 na dultima linha.
n

Note que o tamanho de [P;| deve ser (n — 1)!, porque mantemos fixa a posico i e
contamos as permutac¢des dos outros elementos. Usando o0 mesmo raciocinio para os
outros conjuntos na férmula, temos

P =(n—1)
|P; ﬂPj NPyl = (n—3)'

PiN---NPrl=(n—m) =1
Nos falta somente substituir estes valores na férmula:
n=n!—-nn-1)!+ (;)(nZ)! (2)(n3)!+~-~+ (=)™

n! n! n! n!
nh—=

Y A AN ORI ) | I A ! _

L TR Ty AL vy e SR L Dy
nl nl nl Ll

=N F—Fj §++(—1)§
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O préximo teorema mostra uma surpreendente relacio entre o niimero e e a quan-
tidade de permutacdes cadticas, e nos dd uma outra maneira de calcular In.

2]

Demonstragdo. Paran = 1 e n/2 pode-se verificar facilmente que |n!/e] =1
Paran > 2, basta mostrar que |'n — n!/e| < 1/2. A expanséo de Taylor para e* é

Teorema 4.7. Paratodon € NT,

e que portanto

e = 1'+?! §+
Calculamos
n! 1 1 w1 1 1 1

= + R
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Exemplo 4.8. O niimero de permutacdes cadticas com 10 elementos é

In=n! <1 +i (_J)i>

i=1
=n! ]_l+l_l+...+i
o m 20 3 10!
16481
— 10 [ 2222
10! (44800)
= 1334961.
Usando a forma fechada obtemos o mesmo valor,
10! 2
In = {S—‘ = {36 zgoo—‘ = [1334960.916...] = 1334961. <

4.2 ¢(n): contando co-primos

Definigdo 4.9 (funcido ¢(n) (tociente)). Dado um niimero naturalm > 1, (n) éa
quantidade de niimeros entre 1 e n que sdo co-primos com n. ¢

Exemplo 4.10. ¢(10) = 4, porque sio coprimos com dez os nimeros 1,3,7,e9. <

Exemplo 4.11. Para todo primo p, ¢(p) = p — 1, jd que p é coprimo com qualquer
ndmero natural - inclusive os menores que p. <

Teorema 4.12. Seja n um inteiro cuja fatoracdo em primos é

— nd1ya2,43 a
=Py P27P3 - Py’

1
d(n) —nH (1 _Pi).

Demonstragdo. Sejam p1, P2, ..., Ps 0s fatores primos de n. Sejam D; os conjuntos de
divisores de n:

Entdo

D, Z{qp1 1 q e N}
D, :{qu OIS N}

D, ={qps:q € N}

A quantidade que queremos é

$(n) = Inl— | JDs

=n— {2 D=3 IDinDjl+-+ (=1)%IA1 NN A
i i#
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Observamos que

n
|A1‘ =
Pi
n
[Ai N A4 = )
PiP;j
e de maneira geral,
|Aim"'ﬂAq|:L-
Pi " Pq

Assim,

n n n
Py =n—D) =) o= )
i Pi 14 'Plpj ##kplpmk

:n(1—;p]i+z ! —Z !

s PP 7 PiPiPk
_n(1_‘) (1_‘>...(1_‘>_
P1 P2 Ps
Exemplo 4.13. Sejan = 2004. Sua fatoragio é
n=22.3.167,

portanto

4.3 Contagem de fungdes sobrejetoras

Exercicios

Ex.33— Se|A| =5,B| =10,|C| =4,|ANnB|=3,[ANnC=1,BNC|l=2e

|A N BN C|=1,quantos elementos tem |[A UB U C|?

Ex. 34 — Quantos nimeros entre 1 e 3000 sdo divisiveis por 11, 14 ou 67

Ex. 35 — Demonstre o teorema Bl por indugZo.
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Ex. 36 — Mostre que o teorema B, que enuncia o principio da inclusio e exclusio,
pode ser reescrito da seguinte forma, mais compacta®.

= > =" A

P#ICn iel

1De acordo com Matousek Nesetril [MNUs] (p. 88), esta é a “mais curta e quase diabélica forma de des-
crever o principio da inclusdo e excluséo”.
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Capitulo 5

Funcgoes Geradoras

Neste Capitulo usamos operacdes em séries de poténcias (polindmios com infinitos
termos) em processos de contagem.

Definig¢do 5.1 (série de poténcias). Uma série formal de poténcias é uma soma de infi-
nitos termos

ao+a1x+a2x2+---,

ou
oo
E anx™.
n=0

Cada série formal de poténcias representa unicamente a sequéncia de seus coeficien-
tes (an). ¢

Por ora no nos interessard se uma dada série de potencias converge ou nao”,

Nas préximas se¢des apresentamos as fungdes geradoras ordindrias, que usaremos
na contagem de objetos quando a ordem nio importa, e fun¢des geradoras exponen-
ciais, usadas na contagem de objetos cuja ordem € relevante.

5.1 Fungdes geradoras ordindrias

Estamos interessados na representacio da sequéncia de coeficientes de uma série de
poténcias. A forma ) | a,x™ nos d4d uma representacdo compacta dessa sequéncia.

IMesmo assim observamos que

e Toda série de poténcias converge parax = 0, e

e Toda série de poténcias converge se x| < 1 e os coeficientes sdo limitados (jan| < M ara algum
M € R).

47
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Definig¢do 5.2 (fungdo geradora ordindria). Seja (a,) uma sequéncia. A fungdo gera-
dora ordindria de (a,,) € a série formal de poténcias

Ax) = Z anx™.
n=0

Denotamos por [x"]A(x) o coeficiente de x™ em A(x). ¢
Exemplo 5.3. Na func¢do geradora
AX)=T+x+x2+x3+ -

temos [x3]A(x) = 1, e de maneira geral, [x"]A(X) = 1, ou seja, a sequéncia repre-
sentada é a,, = 1, cujos termos sdo

(1,1,1,...).
Parax € (—1,1), esta série converge para

1
1—x

por isso dizemos que 1 é a funcéo geradora da sequéncia constante an, = 1. <

Exemplo 5.4. Abordamos o binémio de Newton. A fungdo geradora
Cx)=00+x)"

nos dd os coeficientes binomiais de (i) até (7).

(]+X)n: n ]nx0+ n 1“71X+ n ]n72X2+”._~_ n ]Oxn
0 1 2 n
— 1+ (T )+ (D)2 4
N 1 2 ’

ouseja, [x*IC(x) = (}).
Dizemos que (1 4 x)™ € a fungdo geradora ordindria para o problema de determinar a
quantidade de combinagbes (}.). <

Exemplo 5.5. Verificamos agora a sequéncia gerada pela funcio geradora

1
V1T —=4x’

Usamos o teorema binomial generalizado,

1+2) = Z <I>Zi,

i=0
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comz=—4xer=—1/2.

(1—4x)"1/2 = i (11/2) (—ax)t

i=0
e (1/2)(=12=1) - (-1/2—i41) igigi
_; a0 (=) 4%t

ok

Na fragdo (—1/2)(—1/2—1)--- (—1/2—1i+ 1), marcado com (x), podemos verificar
que todos os fatores, (—1/2), (—1/2—1), (—1/2 — 2), etc, sdo menores que zero. De
1/2até1/2—i+1h4ai+ 2 fatores, portanto o sinal deste produto serd (—1)*+2, Como
este é também o sinal de (—1)%, marcado com (), teremos sempre dois ntimeros de
mesmo sinal sendo multiplicados. O resultado serd sempre positivo. Assim,

(1/2)(3/2)(5/2) --- ((2i—1)/2)

il

@2i-1) (1Y i
222 -2 il
w_/

i ocorrencias de 2
= 1-3-5---(2i—1) .
Z 211‘ 4

* 1.3.5...(2i— .
:H_Z] 3-5---(21 1)21)(1

(] —-1/2 _ 41'.Xi

s
Bt

:]JFZ1-3-5---(21—1)&!2]Xi

il

]+Z1.3.5..-(21—1)[2.4-6.-.211 .

X
il

Assim, (1 —4x)~'/2 gera a sequéncia

1)) G)- 4

Para resolver problemas usando fungdes geradoras, precisaremos realizar opera-
¢Oes com elas. O teorema a seguir lista algumas destas operagdes.
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Teorema 5.6. Sejam (a,) e (by) sequéncias com fungdes geradoras A (x) e B(x). Entdo
i) A(x) + B(x) é fungdo geradora para (an ) + (by); a sequéncia é igual a
Clo+b(),(l1 +b1)a2+b2)"'
ii) kA(x) é fungdo geradora para k(a,, ),

kClo,kCl],k(lz, cee

i) A(x)B(x) é funcdo geradora para (c,, ), onde

Cnh = Z Clibj.

1,j=0
itj=m
Esta sequéncia é
aObO)
apby + aibo,

apobz + a;by + azbo,
aobz + ajby + axby + asbg

Exemplo 5.7. Queremos encontrar a fungio geradora para

0,0,1,1,1,...).

N N ;01
Esta sequéncia se parece com a sequéncia (1,1,1,1,...) do exemplo B3, que é 1—.

Aqui observamos que se multiplicarmos uma sequéncia inteira por x, cada termo
axk passa a ser Qexx® = qpxtT e portanto o coeficiente aj passa a ser o coefici-
ente de x**T. Usando este fato percebemos que para transformar 14x+x%+x3+- - -
em 0 + Ox + x? + x> +x* + - - -, basta multiplicar por x2. A fungdo geradora que

queremos é, portanto,
AR x? «
X = .
1—x 1—x

0 exemplo anterior mostra que algumas operagdes nas fungdes geradoras tem
efeito simples e bem definido na sequéncia de coeficientes.

Exemplo 5.8. Determinaremos a funcio geradora da sequéncia

11 1 1 1 1 1
aﬁ)i) +§ )Z!)a)"'

Esta sequéncia se parece com e*, exceto pelo coeficiente de x3, que, ao invés de ser
1/31,é 1+ 1/3!. Sua funcio geradora é, claramente,

eX +x°. <
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Exemplo 5.9. Considere a série de poténcias

1

A =1z

Obteremos sua sequéncia de coeficientes. Conhecemos uma fungéo geradora bastante
parecida com esta,

B(x):iX =T4+x+x>+x>+---,
que gera a sequéncia (1,1,1,...).

A diferenca entre as duas estd somente na troca de x por x
mos x por x* em B(x) obteremos A (x):

2 _ ou seja, se subtituir-

1

=T

= A(x).

J& podemos desta forma identificar os coeficientes de A(x):
AX)=BxH) =T+x2+x*+xC+ -+,

e a sequéncia gerada é (1,0,1,0,...). |

5.1.1 Aplica¢Ges em contagem

Damos a seguir um exemplo de uso de funcées geradoras na resolugdo de um problema
simples.

0 exemplo a seguir é importante, porque explicita a intui¢do a respeito do meca-
nismo que usamos para realizar contagem com fun¢des geradoras.

Exemplo 5.10. Neste primeiro exemplo ilustramos como o mecanismo algébrico da
multplicagdo de polinémios relaciona-se com contagem.

Suponha que queiramos escolher selecionar objetos de dois tipos, sendo que os
objetos de cada tipo sdo indistinguiveis entre si, e sem que importe a ordem em que
sdo apresentados. Chamaremos o primeiro tipo de Ty, o segundo de T>.

Suponha que haja a seguinte restri¢do: podemos usar no maximo trés objetos do
tipo Ty, e mo maximo dois objetos do tipo T,.

Observamos que ao multiplicar dois mondmios ax? e bx9, obtemos (ab)xP*9. Os
coeficientes sdo multiplicados, e os expoentes somados. Se representarmos objetos do
tipo Ty e T, por

Ty : (t1Xo +t1X] + t]Xz +t1X3)
To o (tax® + tox! + t2x?),
podemos multiplicar os dois polindmios e observar que ao multiplicar, por exemplo,

o termo t1x3 pelo termo t>x', obteremos t1t,x*. Usamos uma analogia e dizemos
que tinhamos tres objetos do tipo t; e um do tipo t,, totalizando quatro de ambos
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os tipos. Mas hé outra maneira de obter o0 mesmo resultado: multiplicamos t;x? por

t,x2, obtendo também t;t2x*. Na verdade, estas sdo as Ginicas maneiras de obtermos

x4

(t1x3) (tax") = (trta)x?
(t1x?) (t2x?) = (t1t2)x".

Podemos obter x3 de tres maneiras:

(t1%°) (t2x°) = (t1t2)x?
(t1x?)(t2x") = (trt2)x?
(t1x")(tax?) = (trt2)x3.

Mas, se fizermos t; = t, = 1, os coeficientes de x* e x> na multiplicacio dos dois

polindmios nos dardo exatamente a quantidade de maneiras diferentes para obter 4
objetos, sendo entre 0 e 3 do tipo t; e entre 0 e 2 do tipo t,. Explicitamos a multipli-
cacdo dos dois polindmios, com coeficientes unitarios:

14+ 2x 4+ 3x% + 33 + 2x* +x°.

Ou seja, hd uma dnica forma de selecionar cinco objetos, dadas as restrigées (3 de t;
e 2 de t,); duas de selecionar quatro objetos; tres de selecionar tres objetos, e assim
por diante. <

A partir deste exemplo podemos formular o enunciado do Teorema BT, que ex-
plicita a relagdo entre multiplicagio de polindmios e a contagem de objetos indistin-
guiveis sem que a ordem seja relevante.

Teorema 5.11. A quantidade de maneiras distinguiveis de escolher k objetos de tipos 1. .. q,
sendo que os objetos do mesmo tipo sdo indistinguiveis, e sem que importe a ordem, é [x*]G (X),
onde

Gx) = (T4x4+x2 4 X" (T x+x2 4 X"2) o (T x4 X2+ XM,
e N é a quantidade disponivel de objetos do tipo i.

Exemplo 5.12. Passamos agora a um exemplo onde usamos nio simplesmente po-
lindmios, mas fung¢des geradoras.

De quantas formas é possivel alocar cinco tipos diferentes de atividades para 10
pessoas?

Podemos ter de zero a dez pessoas em cada atividade. Representamos, para cada
uma das atividades, o coeficiente de x* como a quantidade de pessoas na k-ésima
atividade.

T+x+x>+...+x°

Para cinco atividades, queremos o coeficiente de x'° em

(T+x+x2+...+x'0)5,
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Mas

1
1—x

T+x+x>+...=

b

retiramos os termos excedentes x'' + - - -,

(T+x+x2+...+x'0 = ] —x ]
1—x 1—x

11

C1—x

1—x '

Assim, temos

]_XH

1—x

5
(1+x+x2+...+x‘°)5=< ) =(1—=x""21=x)">.

0 coeficiente de x'° em (1 — x'")> é zero, porque os produtos sempre envolvem um
ou poténcias de grau maior que dez (o bindmio tem somente 1 e x'"). Por isso s6

procuramos o coeficiente em (1 —x)~>. Como

(=0 =3 ()

i=0

o coeficiente procurado é (7). Sabemos que

-n n+k—1

() == ()
-5 54101 14
<1o)_(_”m( 10 >_(1o>_10m‘

Este problema poderia ter sido resolvido de maneira mais rdpida observando que o
que se pede é uma quantidade de combina¢des com elementos idénticos, dada pela
forma fechada () = ("*¥"). No entanto, é relevante por ser um exemplo simples
de aplicacdo de fun¢des geradoras. Veremos também adiante que fungdes geradoras
oferecem mais flexibilidade do que as formas fechadas equivalentes. <

e portanto temos

Exemplo 5.13. De quantas formas é possivel fazer doze pontos jogando quatro dados
diferentes (a ordem dos dados néo importa)?

Cada dado nos d4 um nimero entre 1 e 6, portanto a fungdo geradora para o nd-
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mero de pontos é
G(x) = (x+x*+ - +x°)*
s\ 4
= x(1+x+---+x))
=x(T+x+-+x2)*

# soma 4 aos coeficientes do resto da expressao, portanto subtraimos 4

—4

Sabemos que x
do valor que queremos (12) e procuramos o coeficiente de x® em (1 —x°)4(1 —x)
Verificamos que

(1—x%)% =1—4x° +6x'% —4ax'8 4 x?4.

Como queremos uma soma de expoentes resultando em 8, descartamos os termos com
expoente 12,18, 24. Podemos formar x® de duas formas:

i) Usando o termo 1 de (1 — x°)*. Neste caso queremos o coeficiente de x3 em
(1T—x)*

ii) Usando o termo —4x® de (1 — x®)*. Neste caso queremos o coeficiente de x?

em (1 —x)~%.
Calculamos:
x8(1—x)"* =165
x21(1 —x)*4 =10.
Assim, a quantidade buscada é 1(165) — 4(10) = 125. <

Exemplo 5.14 (solucdes inteiras de equacdo linear com coeficientes unitérios). J&
sabemos como computar a quantidade de solugGes inteiras positivas para

ar+a; +az =10.

(o) =

que também podemos calcular usando funcdes geradoras. Para escolher 10 objetos
de tres tipos, aj, a; e a3, havendo estoque ilimitado de cada um, a fungio geradora é

A quantidade é

Gx)=(T4+x+x*+ - )T +x+x*+-- )T +x+x>+---)
(1—x)73.
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Calculamos [x'°]G(x), que é (;3) = 66.

Agora tomamos uma versdo modificada do problema, onde exigimos que todos
aj > 2.

A funcgdo geradora que nos dard a solugdo é

G(x)=(x2+x3+--)3.

Queremos [x'°]1G(x).
Usamos novamente a funcio geradora (1 —x)~:

X244 =x2(T4+x+x2+-)

1T—x"
Assim, queremos o coeficiente de x'° em

3
( X ) - X )1 —x

1—x 1—x)3

0 efeito de multiplicar qualquer série de poténcia por x° serd o de somar seis a todos os
expoentes. Assim, podemos simplesmente procurar o coeficiente de x* em (1—x)~3,

que é
-3
()=

0 leitor pode querer verificar a listagem das quinze solugées abaixo (em ordem lexi-
cograéfica).

2,26 3,2,5 4,3,3
2,3,5 3,3,4 4,42
2,44 3,43 52,3 <
2,53 3,52 5,32
2,6,2 4,24 62,2

5.2 Fungdes geradoras exponenciais

Defini¢do 5.15 (funcio geradora exponencial). Seja (an) uma sequéncia. A fungdo
geradora exponencial de (a,, ) é a série formal de poténcias

oo Xn
A(X) = Z anm.
n=0
Denotamos por n![x™]A(x) o coeficiente de (x™/n!) em A(x). ¢

Exemplo 5.16. Seja

2 X3 X4

X
AL =T x4 5450+ 7+



56 CAPITULO 5. FUNCOES GERADORAS

Esta é uma func¢io geradora exponencial paraa sequéncia (1,1, 1,...) - ouseja, n![x"]A(X) =
1 para todo n.
Denotamos esta fungdo geradora por e, porque é o valor para o qual ela converge.
<

5.2.1 Aplicagdes em contagem

Sabemos como usar fun¢des geradoras para contar as combinagdes de varios tipos de
objetos. Para obter as quantidades de permutagdes formadas com esses objetos, sé
precisarfamos multiplicar por n!.

Teorema 5.17. A quantidade de maneiras distinguiveis de escolher k objetos de tipos 1. .. . q,
sendo que os objetos do mesmo tipo sdo indistinguiveis, onde a ordem importa, é n![x*]G(X),
onde

G = (1+x+%+-+57) (T4x+ 3+ 450 ) o (Taxt 5o+ 505

ny! ng!
e N é a quantidade disponivel de objetos do tipo i.

Exemplo 5.18. Contamos a quantidade de palavras de quatro letras que podemos
construir com a, b, ¢ sendo que podemos usar

a 3 vezes,

b 2 vezes,

c 1vez

2 X3 2
G(x) = (1+x++ 3,> <1+x+2,>(1+x)

19 & x> x®

19
_ 2
=143 +ad+ o+ o+ S+

Queremos os coeficientes de X, por isso reorganizamos o polindmio de forma que
todos os termos tenham n! no denominador.

1 2 3 4 5 X6
EX)=—=+3- 8— 195 8— 60— + 6
(X) = 0!+31'+ +1957 +384, +60% +06
e nossa resposta est4 no coeficiente de x* /4!, ou seja, 38. <

5.3 Ocupagdo: objetos distinguiveis, locais distingui-
veis

Teorema 5.19. A quantidade de maneiras possiveis de organizar n objetos diferentes em k
locais diferentes, sem que nenhum lugar fique vazio é dada por

<k
T = Y (-0 (§) k-

i=0
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Demonstragdo. Suponha que o i-ésimo objeto seja posto no local L(i). Uma maneira
de organizar os objetos em locais serd dada pela sequéncia L(1),L(2),...,L(n), que
é uma n-permutacdo do conjunto {1,2,...,k} de locais. Para um nimero fixo k de
locais, a fungdo geradora para T(n, k) é

x2 X3

k
G(x) = (x+2—!+§+---) = (e —1)¥,
e portanto

T(n, k) = n!x"]1G(x).

Pelo teorema binomial,
LI
_ _1yiek—idx
G(x) ;:0 (i>( )'e

Substituimos (k — i)x na expansio de e* e a usamos na férmula acima, obtendo

1:00 . . n:Ok
- nzo,g(—])l<l)(k—l)n

LK
T(n,k) = Z(”(i) (k—1)™ u

Exemplo 5.20. A quantidade de maneiras de organizar 10 objetos diferentes em 4
gavetas é

_410_410410_410410
(o)~ ()3 + )2 (5)re+ (5)e
= (1)4'° — (4)3"° + (6)2"° — (4) + 0

= 818520. <

Teorema 5.21. A quantidade de maneiras possiveis de organizar n objetos diferentes em k
locais diferentes, podendo haver locais vazios é

k™.

Exemplo 5.22. A quantidade de maneiras de organizar 10 objetos diferentes em 4
gavetas, podendo haver gavetas vazias, é

410 — 1048576. <



58 CAPITULO 5. FUNCOES GERADORAS

5.4 Ocupagao: objetos distinguiveis, locais indistingui-
veis
Teorema 5.23. A quantidade de maneiras possiveis de organizar n objetos diferentes em k

locais indistingutveis, sem que nenhum lugar fique vazio é chamada de nimero de Stirling
do segundo tipo, dado por

k

S(n, k) = {L‘} = ]LZ(—W(];) (k—i)"

i=0
Demonstracdo. A Unica diferenca entre T(n, k) e S(n, k) é que os locais sdo indistin-
guiveis. Assim, T(n, k) = k!S(n, k), e a validade do teorema segue trivialmente. W

A notagdo { |t } sugere algo relacionado a conjuntos. E de fato, separar objetos dis-
tinguiveis em locais indistinguiveis é o mesmo que separar elementos de um conjunto
em subconjuntos. Assim, {  } é a quantidade de maneiras diferentes de dividir um
conjunto em subconjuntos.

Exemplo 5.24. A quantidade de maneiras de particionar o conjunto {v, w, x,y, z} em
dois subconjuntos, nenhum vazio, é

5 1

_ 1 N5 5(2\:5

-5 ()2 -2())

=30/2!

= 15. <

Teorema 5.25. A quantidade de maneiras possiveis de organizar n objetos diferentes em k
locais indistinguiveis, podendo haver locais vazios é dada por

> {1}

Demonstragdo. Temos { 7 } possibilidades usando apenas um local, deixando os outros
k — 1 vazios; { 5 } usando dois locais, e assim por diante. Disso segue trivialmente o
enunciado do teorema. [ |

Exemplo 5.26. A quantidade de maneiras de particionar o conjunto {v, w, x, y, z} em
dois subconjuntos, contando subconjuntos vazios, é

{43} e
1/1
_15+”<1)15

=15+1
=1e. <
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5.5 Fungoes geradoras em Probabilidade

Fungdes geradoras podem representar a fungio de massa de probabilidade de uma
varidvel aleatdria.

Definigdo 5.27 (funcio geradora de probabilidade). Seja X uma varidvel aleatdria dis-
creta podendo assumir valores inteiros nao-negativos. A fungdo geradora de probabili-
dades de X é

G(z) =E(zX) = ) PIX =x]z",
x=0
de forma que o i-ésimo coeficiente da expanséo é a probabilidade de P[X = 1]. ¢

Exemplo 5.28. Suponha que quando uma determinada moeda é jogada, a probabili-
dade do resultado ser cara é 0.4; consequentemente, a probabilidade de coroa é 0.6.
Definimos uma varidvel aleatdria X que vale 0 quando o resultado é cara e 1 quando o
resultado é coroa.

A fungdo geradora de X é

Gx(z) =P[X =01z2° + PX = 12" + P[X =2]2% +---
=0.42° 4+0.62" +0z% + -
=0.42° +0.62',

e os coeficientes de sua expansio dio as probabilidades P[X = iJ:

(z°] = 0.4 = P[X = 0]
z'1=0.6=PX=1]
] =0=P(X =2]

Definigdo 5.29 (func¢ido geradora de momentos). ¢

5.6 Uma lista de fungdes geradoras

Esta secdo traz uma lista de fungdes geradoras e suas sequéncias. O exercicio EQ pede
a demonstracio de corretude delas.
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Fungdes geradoras ordinarias:

Fungdes geradoras exponenciais:

(1,1,1,...,1,..)
(0,1,2,3,...,m,...)

(1,2,6,24,120,...,nl,..

5.7 Leitura adicional

(1,1,1,...,1,...)
(0,1,2,3,...,1n,...)

0,0,y (),...)

(1,7 (55 ()5
(0,1,0,1,..., =51"
(1,k,k2,%3,..., k™, ...)
0,15 3 0r--)
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. )
Tx Zizoxl

x ol
o7 Lis1 X

H—chw ZiZm (;)Xi

y

ZiZO (T)Xi
T LisoX™"
1ka ZiZO kixi

1 x*
1—x ZiZ] 1

X X
€ Zizo ir
Xi
xe ZiZ] G-
1 ilxt
T—x ZiZO il

Um estudo mais detalhado de funcdes geradoras pode ser encontrado no livro de Her-
bert Wilf [Wil05], e no de Flajolet e Sedgewick [SE96]. Tépicos mais avangados sdo dis-
cutidos no livro de Goulden e Jackson [GJ04]. Usando Anélise Complexa no estudo de
fungdes geradoras (ao tomd-las como fungdes complexas), chega-se ao que se chama
Combinatéria Analitica, cuja referencia bésica é o livro de Flajolet e Sedgewick [FS09].

Exercicios

Ex. 37 — Qual é a sequéncia da funcio geradora ordinaria e* + x? — x3?

Ex. 38 — Qual ¢ a funcio geradora ordinéria de

i) ax = %
i) ax =%
i) ay =2k3
) ax= %
ix) ax=(-1
xi)  a =5

(Fy é o k-ésimo ntimero de Fibonacci)

+

—
~

=

vi)
vii)

viii)

ax = kK
ax = Fx
a = 2k
0 = k51
ax =k—1
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Ex. 39 — No exemplo BI0, o que estarfamos contando se tivéssemos usado t1 # t2?
Por exemplo, t; =2et; =37

Ex. 40 — Mostre que as tabelas da se¢do B& estdo corretas.
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Capitulo 6

Partic6es de um Inteiro

Definigdo 6.1 (particdo de um inteiro). Uma particdo de um inteiro ndo negativo n é
uma representagdo de n como soma de outros inteiros ndo negativos, sem que importe
a ordem. Denotamos a quantidade de parti¢des diferentes de um inteiro por p(n).
Definimos que p(0) = 1. ¢

Exemplo 6.2. O inteiro 5 pode descrito como
5 =5

=441
=342
=34+1+1
=2+2+1
=24+14+1+1
=1+14+T+141,

e portanto p(5) = 7. <

6.1 Diagramas de Ferrers

Uma parti¢do de um inteiro pode ser representada como um diagrama.

Defini¢do 6.3 (diagrama de Ferrers). Seja a; + az + - - - + ax uma parti¢do de um
inteiro n. O diagrama de Ferrers desta particio consiste de linhas preenchidas com
pontos, uma linha por elemento da parti¢do, e em cada linha i, a quantidade de pontos
é igual ao elemento a; que ela representa. ¢

Exemplo 6.4. Por exemplo, o diagrama de Ferrers para a particio7 =3+2+1+1¢

63
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Definigdo 6.5 (particdo conjugada). A particdo conjugada de uma particdo é obtida
lendo as colunas do diagrama de Ferrers como se fossem linhas. ¢

Exemplo 6.6. A particdo conjugadade7 =3 +2+1+1é67 =442+ 1, por-
que o diagrama de Ferrers da primeira particdo, quando “transposto”, resulta no da
segunda.

Teorema 6.7. Para todo inteiro 1, pm (n) = qm (n).

Demonstragdo. Segue diretamente da nogao de parti¢do conjugada: para cada particdo
contada em py,, (n), hd uma conjugada em g, (). [ |

6.2 Fungodes geradoras para particGes
Nesta se¢do obteremos fungdes geradoras para diversas quantidades de particdes de
inteiros.

Definigdo 6.8 (produto infinito). Definimos o produto infinito de uma sequéncia (a,,)

como
oo n
| |ai: lim | |ai
n—oo
i=0 i=0
se o limite existe e é diferente de zero. Se o limite é zero ou ndo existe, dizemos que o

produto é divergente. ¢

Teorema 6.9. Paratodox € (—1,+1),

m

PIRTHCIA § [
n=0

i=1

ou seja,

o1
_ n
Pm(n) = x"] <| | 1 Xi> .
i=1
Demonstragdo. Primeiro observamos que

f[]11xi (1]x><1]x2)”'<1]xm)

=(T+x+x2+x>+x"+--)
(M + X223 x4 )

(1 x™ XM ™ ™ ),
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Cada fator, portanto, serd (1 +x* + x?¥ +x3% + ... ). Se multiplicarmos e reorgani-
zarmos os termos, escrevendo os de grau i na i-ésima linha, teremos

ﬁ 1

o T—xt
—1 (x%)
+x!

+ x? + x2!

+x3 X2 3T

+X4+X3+1 +X2-2+X2+2-1 +X4-1

Para cada limha 1, podemos ver uma bijegio entre expoentes e particdes de 1. [ |

Teorema 6.10. Paratodox € (—1,+1),

= 1
p(n) = [x"] ( i) .

Teorema 6.11. A quantidade de particées de um inteiro 1. em que as partes sdo todas dife-
rentes, mas nenhuma parte tem mais que m elementos, é

pim(n) = x™ <H(1 +xi)> :

i=1

A quantidade de particGes de um inteiro n em que as partes sdo todas diferentes é

pdm) = x"] (H(] JrXi)) .

i=1
Demonstragado.

m

[TO+xH) =0 +x)0+x%) - (1+x™)

i=1
:]+X+X2+(X2+1+X3)+(X4+X3+1)+(X5+X4+]+X3+2)+-~-

O termo x™ aparecerd na soma tantas vezes quantas for possivel expressar n como
soma de m inteiros distintos.

0 mesmo argumento pode ser repetido para p¢(n), sem restrigio de tamanho nas
parti¢des, apenas usando o produtério infinito ao invés do produtdrio até m. [ |

Teorema 6.12. A quantidade de particdes de um inteiro . em partes impares é igual a

) > 1
pr(n) = [x"] <H “_in_w>
i=1
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Demonstragdo. A fungio geradora para o nimero de particbes de n é

-
H1—xi'

i=1

Se removermos os fatores onde x aparece como poténcia par, teremos apenas os coe-
ficientes para as parti¢des de tamanho impar. [ |

Teorema 6.13 (Euler). Para todo naturaln,
n) =p'(n).

Demonstragdo. Provamos que as fungdes geradoras sdo iguais.

o0

o T+ (1 =%
H(1+x) _H—“_Xi)

6.3 Foérmula exata parap(n)

Obter o coeficiente de x™ na fungio geradora de p(n) ou em outros produtérios in-
finitos é, de maneira geral, dificil, e ndo tentaremos fazé-lo. H4, no entanto, uma
férmula para o nimero de parti¢des de um inteiro, dada por Hardy e Ramanujan, que
reproduzimos aqui

;e a senh (T1/2 (x— )
pn) = 7'(7\/2 ;Ai(n) ax 1 y
i= 24

X=n

com
A; (Tl) _ Z wh’kefzﬁlnh/k

0<h<k—1
(h,k)=1

onde 0s wp  sdo raizes da unidade.

6.4 Estimativa parap(n)

Calcular p(n) de maneira exata pode tomar muito tempo. O teorema a seguir, que
enunciamos sem demonstragio, determina limites superior e inferior para p(n).
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Teorema 6.14. Paratodon > 4,

2
2V™ < p(n) < exp (71 ;) .

A estimativa, no entanto, ndo é muito justa, como podemos notar tomando n =
100:

3
1024 < 190569292 < 13806585290.37873

706 2(1
2V100 5 (100) < exp (71 (00))

Teorema 6.15. Paratodon > 0,
p(n) < Fnia,
sendo F; o0 1-ésimo niimero de Fibonacci.

Teorema 6.16 (Hardy/Ramanujan). Quandon — oo,

1 /21 /3
ny~-—se .
p(n) 3 v

Exemplo 6.17. Temos p(200) ~ 3.9 x 10", e

b AVEE00B g 1002, «
4(200)V/3

6.5 Problemas de ocupagio (objetos e locais indistin-
guiveis)
Nesta se¢do mostramos como usar parti¢des de inteiros em contagem.

e A quantidade de maneiras diferentes de dispor n objetos indistinguiveis em k
locais indistinguiveis, sem que locais fiquem vazios, é dada pelo niimero de par-
ticdes de n em k partes.

e A quantidade de maneiras diferentes de dispor n objetos indistinguiveis em k

locais indistinguiveis, permitindo lugares vazios, é dada pelo nimero de parti-
¢des de n em k ou menos partes.

6.6 Alguns fatos sobre partigées

Teorema 6.18. A quantidade de particées de n onde k < m aparece é igual a p(n — k).
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Demonstragdo. Para cada particdo de n onde k aparece, podemos remover k obtendo
uma particdo de n — k. Da mesma forma, para cada parti¢do de n — k, podemos adi-
cionar o elemento k, obtendo uma particdo de n. Assim estabelecemos uma bijegéo,
e as duas quantidades sdo iguais. [ |

Teorema 6.19. Paratodon € N,

6.7 Leitura adicional

A teoria de particdes faz parte da teoria aditiva de nimeros (em contraste com a te-
oria multiplicativa de nimeros, onde primalidade e divisibilidade sdo tépicos cen-
trais). Introducdes a teoria de particdes de inteiros sdo dadas nos livros de Goerge
Andrews [And94] e de Niven, Zuckerman e Montgomery [NSMYT] (este tltimo con-
tém uma demonstragdo do teorema E14).

Exercicios

Ex. 41 — Ache as parti¢des conjugadas de
D6=3+1+1+1
)10=34+2+2+14+1+1
i) 1I5=10+4+1

Ex. 42 — Represente as parti¢cdes de um inteiro n como uma matriz M (n): cadalinha
contém os elementos de uma parti¢do, comecando da esquerda e listando os elemen-
tos seguintes a direita. As linhas devem ficar em ordem lexicografica. Quais sdo o
posto, determinante e traco de M (n)? (Demonstre)

Ex. 43 — Liste as parti¢des de 6.
Ex. 44 — Use fungdes geradoras para encontrar p(15).

Ex. 45 — Determine a fun¢io geradora para o niimero de parti¢des de um inteiro cuja
maior parte é k (o coeficiente de x™ deve ser o niimero de parti¢des de n onde a maoir
das partes é k).

Ex. 46 — Mostre que a quantidade de divisores de n é impar se e somente se n é
quadrado perfeito.



Capitulo 7

Recorreéncias

Neste Capitulo examinamos relagdes de recorréncia, que sdo descrigdes finitas para sequén-
cias numéricas infinitas.

7.1 Definigdo e classificacdo
Comecamos definindo relagdes de recorréncia.

Definig¢do 7.1 (relagdo de recorréncia). Uma relacdo de recorréncia é uma defini¢do
recursiva de uma sequéncia, ou seja uma definicdo que inclui a defini¢io de a,, usando
termos anteriores a a,:

an:f(ah--')a‘nf])-

Uma relacdo de recorréncia é de ordem k se a,, depende de a,,_x, mas ndo de termos
anteriores a an_x.
Se sdo definidos valores para pontos isolados,

Qo = 2,
a; =z,
estes sdo chamados de valores iniciais, ou condicdes iniciais. ¢

Definigdo 7.2 (recorréncia linear e homogénea). Uma relacio de recorréncia é linear
se é da forma

n—1
an = Y ciai+g(n),
i=1

e homogénea se g(n) = 0. ¢

69
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Exemplo 7.3. A fungcio fatorial pode ser definida recursivamente. A sequéncia onde
a, = n! é dada pela relagdo de recorréncia

Qo = 1

an =Nan_1. <
Exemplo 7.4. Suponha que precisemos de um algoritmo para localizar um elemento
em um vetor ordenado. O algoritmo ingénuo para este problema é pesquisar, da pri-
meira até a Gltima posi¢do do vetor, pelo elemento procurado. Na pior das hipéteses
- ou seja, no pior caso - o elemento serd encontrado na dltima posicdo pesquisada (ou
ndo serd encontrado em nenhuma das posigdes), e teremos que realizar n compara-
¢oes.

Podemos usar um algoritmo melhor para isso. Como sabemos que o vetor estd

ordenado, comecamos comparando x com a posi¢io

2

do vetor. Se o elemento naquela posi¢do for maior que x, descartamos a metade a
direita e reiniciamos a busca nos | 5 | elementos a esquerda. O mesmo vale quando
o elemento é menor que x: descartamos a primeira metade do vetor, e recomegamos
comos [ 3| elementos & direita. A intui¢do nos diz que este algoritmo é mais eficiente
que o anterior. Seu tempo de execugio é dado pela relagdo de recorréncia

t1 =1
tn:1+t|_n/2J. |

Exemplo 7.5. Pararesolver o problema das torres de Hanoi, hd um algoritmo bastante
conhecido:

e Movan — 1 discos de A para B
e Mova 1 disco de A para C

e Movan — 1 discos de B para C

Deste algoritmo deduzimos que a quantidade de movimentos necessarios para mover
1 discos de uma haste a outra é dada pela relacio de recorréncia

hy =1
hn =2h,_1 +1.
Esta recorréncia é ndo-homogeénea, linear, de ordem um e com coeficientes constan-
tes. |
Exemplo 7.6. Os nimeros de Fibonacci sdo definidos pela relagdo de recorréncia
Fo =0
F, =1
Fn =Fa1 +Fno2.

Esta recorréncia € linear, homogénea, e de ordem dois, com coeficientes constantes.
<
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Exemplo 7.7. Usaremos retas para dividir o plano em regides. As retas nio sdo para-
lelas, e a interse¢do de quaisquer trés retas sempre serd vazia.

Com nenhuma reta, temos uma regido (o plano inteiro). Com umareta, temos duas
regides. Denotaremos por T, 0 nimero de regides em que o plano é dividido por n
retas.

Quanto ja temos n— 1 retas, e portanto r,, _; regides, a n-ésima reta cruzard todas
as outras. E para cada outra reta que cruzar, criard uma nova regido. Assim, r, é dado
pela relacdo de recorréncia

To =1
Th =Th_1+n—1.

Esta relacdo de recorréncia é linear e ndo homogénea, de ordem um. <
Exemplo 7.8. Juros compostos podem ser definidos da seguinte maneira:

e Comegamos com um montante inicial p

e A cada perfodo, aplicamos uma taxa j sobre o montante do periodo anterior.

Isto pode ser resumido da seguinte forma:

Vo =P

Vn = Vn-1+JjVa_1

A segunda equagio é uma equagdo recorrente linear (porque a j é constante) e homo-
génea. <

Exemplo 7.9. O problema a seguir é conhecido como problema de Josephus.

H4 n homens dispostos em circulo, e pretende-se eliminar n — 1 deles, ficando
apenas um sobrevivente. O método para eliminar os n — 1 homens é o seguinte: os
homens sdo numerados de 1 a n.. Depois, elimina-se cada k-ésimo homem a partir
do primeiro (ou seja, o de indice k, o de indice 2k, etc), até que sobre apenas um
homem. <

Exemplo 7.10. Para realizar a intercalagdo de dois vetores de tamanho n/2 precisa-
mos de n comparagdes.

O mergesort divide o vetor em dois, chama a si mesmo recursivamente em dois
vetores de tamanho n/2, e finalmente intercala os dois vetores. A equagdo de recor-
réncia que determina o ndmero de comparacdes feita pelo mergesort é, portanto,

t; =1
th :2tn/z +n.

Esta recorréncia é linear e ndo homogénea. <

O teorema a seguir explicita o que € intuitivamente claro: uma relagdo de recor-
rencia de ordem k precisa de k valores iniciais. O exercicio BA pede a demonstraggo.
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Teorema 7.11. Uma equagdo recorrente de ordem k acompanhada de k valores iniciais de-
fine unicamente uma sequéncia (a ).

Se a equagdo estiver acompanha de de menos de k valores iniciais, haverd mais de uma
sequéncia satisfazendo a relagdo de recorréncia.

Se a equagdo estiver acompanhada de mais de k valores iniciais, entdo uma de duas situa-
¢Bes ocorrerd: ou a recorréncia ndo determinard nenhuma sequéncia; ou ela determinard uma
tinica sequéncia. No segundo caso, um dos valores iniciais poderd ser descartado, e a relagdo
de recorréncia continuard representando a mesma sequéncia.

7.2 Solugdo de recorréncias lineares de ordem um

Recorréncias de ordem um sio usualmente faceis de resolver.
O teorema [ZI2 é um dos resultados mais simples que podemos explicitar. Sua
demonstracio é pedida no exercicio B3.

Teorema 7.12. A forma fechada para a recorrencia an, = kan_1é
an, = aok™.
Exemplo 7.13. A recorréncia para juros compostos é
Vo =P
Vn =Vn_1+ jvnfh

onde p é o valor principal, j sdo os juros (juros de 2% sdo descritos como 0.02, por
exemplo), e v, é 0 montante no n-ésimo periodo.
Podemos escrever a equagdo recorrente como vy, = (1 + j)vn_1, € portanto

vn =p(1+j)" <
Teorema 7.14. A recorrencia linear de primeira ordem

ao:ko

an = dnQn-1 + kn)

onde ko, ...,kn, q1,-- ., qn Sdo constantes, tem como solugdo

an=kn+ Y ki(qis1qis2-qn)

0<i<n
n

=kn+ > (ki 11 qm>.
0<in m=i+1

Demonstracdo. A demonstracdo é por inducdo em .
A base pode ser verificada trivialmente paran = 0.
Para o passo, presumimos que

an=kn+ ) <ki ﬁ qm>.

0<i<n m=i+1
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Para an 41, temos

an41 = dn+10an + Kn1

:kn+1+qn+1 kn+ Z <k1 H qm)

0<i<n m=i+1

:kn+1+qn+1kn+qn+1 Z (ki H qm)

0<i<n m=i+1
n+1
=knprt D (ki J] am u
0<i<n+1 m=it1

Teorema 7.15. Se a sequéncia x,, € solugdo da recorrencia a,, = f(n)an_1, entdo a troca
de varidveis a,, = x by, transforma a recorrencia

an = f(n)an,1 + g(n)

em

Xn-—1 f(n —1 )

R ] Cveeriret)
Exemplo 7.16. Seja
ap =2
an =2an_1+2™"
A recorréncia
On = 20tn_1
admite como solugdo x,, = 2™, Assim, podemos substituir
a, =2"""o,,
e chegamos em
an =2an_1+2™"
2" by =2 (2™ Pbpg) + 2™
2" oy =2 by g 20
bn=bn_1+1. <

7.3 Solugdo de recorrencias lineares homogéneas

Observando a defini¢do dada no inicio do Capitulo, percebemos que uma equagéo de
recorréncia linear homogénea de ordem k com coeficientes constantes pode ser posta na
forma

cofn +cifn1+cofn 2+ +cxfn_x =0,

com todos os ¢; constantes.
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Exemplo 7.17. A equagdo
an =2an-1 —3an_4
pode ser reescrita como
an —2an_1+3an_4 =0. <

Lema 7.18. Seas sequéncias (xn ) e (yn ) satisfazem uma equagdo de recorréncia linear ho-
mogénea, entdo qualquer combinagdo linear ocx + 3y também satisfaz a mesma equagdo.

Zcixi =0= ZCiUi

ochixi:ocO:BO:BZciyi. [ |

Demonstragdo.

implica que

Exemplo 7.19. Sejam

(xn) = 1,2,4,8,16, ...
(Yn) = 3,6,12,24,48, ...

Notamos que as duas sequéncias satisfazem a equacio recorrente
an =20an_1,

jd que xx = 2xx_1 e yx = 2yx_1. Entdo tanto (x,) como (y,) sdo duas solugdes
diferentes para a equagZo. Pelo Lema [ZI8, a combinagio linear

2(xn) + (yn) = 5,10,20,40, 80, .. .

também satisfaz a mesma equacio. <

7.3.1 Matriz associada

Defini¢do 7.20 (Matriz associada a equacgio de recorréncia). Uma equacio de recor-
réncia linear de ordem k

a, =C1an_1+C2an_1+- -+ CxQn_x

pode ser descrita em forma de matriz:

C
0 1 0 0 an Ani1
0 0 1 0
an+1 an+2
0 0 0 . An42 | = | An+3
1
Ck Ck—1 Ck—2 -+ C1 On+k An4k+1

A matriz C damos o nome de matriz associada a equagdo de recorréncia (a,, ). ¢
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Exemplo 7.21. A recorrencia

an =3an_1 — Zanfz

(% 3)

plx) =x*—3x+2.

tem matriz associada

e polinémio caracteristico

Exemplo 7.22. A recorrencia
bn =2bn_1 —3bn 3

X tem matriz associada

0 1 0
o 0 1],
30 2

e polinémio caracteristico

Exemplo 7.23. A recorrencia
en = 16e,_4

tem matriz associada

0 100
0 010
0 0 0 1)
16 0 0 0
e polinbmio caracteristico
px) =x*—16.

75

<

Enunciamos lemas e teoremas que permitirdo encontrar a forma fechada para re-

corréncias lineares homogéneas.

Lema 7.24. Seja C amatriz associada d equagdo de recorréncia da sequéncia a,. O polinémio

caracteristico de C é

AL e AT e AR T2 4 oA F .

ndo em autovailores zero, e para quatquer autovaior e, an, = ésou dO arecor-
C t toval 1 tovalor A de C, a AT l d

réncia.

Teorema 7.25. Seja

an =C1an—1+ -+ Cn—kxn—k

uma equagdo recorrente linear homogénea de ordem k com polindmio caracteristico

p(x) =x*+ex T 4+ o x F ok
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Se o polinémio caracteristico tem k raizes distintas T1, . . . , Ty (ou seja, ndo tem raizes repeti-
das), entdo uma sequéncia (x., ) satisfaz a equacdo se e somente se

Xn =b1T 4+ -+ bk
onde os b; sdo constantes.

Demonstragdo. Pelo teorema fundamental da dlgebra, o polinémio caracteristico (que
tem grau k) tem k raizes, e portanto

comp(ry) =0.

Mas se para qualquer raiz, p(ri) = 0, entdo x = 1 é solugo para a recorréncia.
Além disso, pelo Lema 273, r* também é solugdo. Como combinagdes lineares de
solucdes também sdo solucdes, temos a solu¢io

fn=cird +cory 4+ - 4 i [ ]

Como normalmente temos k valores iniciais, podemos aplicar o Teorema [ZZ5 para
construir um sistema com k equagdes e k variaveis,

i :c1r} —&—czr}—i—---—i—ckr]]{

f2:c1r$+czr§+---+ckri

fr = c1r]f + czrlj +---+ ckrt,
obtendo assim a forma fechada (as varidveis neste sistema sdo os c;).
Exemplo 7.26. Considere a recorréncia

aq =3
az =4

Qn =an_1+2an_2
0O polindmio caracteristico é
x2—x—2=(x—-2)(x+1),
com raizes 2 e —1. A solugdo para a recorréncia é
an =¢1(2)" 4+ ca(=D™
Para at, e a, temos

c1(2) +c2(—1) =

3
c1(2)* +c2(—1)* =4
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e portanto
7 2
C1 = I C2 = —g
Finalmente,
7 2
an = gzn - g(_1)n)

e temos uma forma fechada para a,.

Exemplo 7.27. Considere a sequéncia de Fibonacci,
Fo =0
Fpo=1
Fon =Fno1 +Fnz.

Reescrevemos a equagio,
Fon—Fn 1 —Fh 2= 0)
e obtemos o polindmio caracteristico

x2—x—1,

que tem as rafzes

1-V5  1+56
2 2
A solugio para a recorréncia deve ser

2

Fn = ¢ <1_\/§> +Cz<]+\/§

Substituimos e resolvemos o sistema para Fo e Fy,

(5 (5

1 1
o (27) = ()

ou

e obtemos

77
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e portanto
n n
L R AR N A
n — \/5 2 2 )
que é a forma fechada para o n-ésimo ntimero de Fibonacci. <

Exemplo 7.28. A recorréncia a seguir, pequena e com apenas coeficientes inteiros, é
bastante interessante.

to =0

t1 =1

th =2tn 1 —2th 2
Reescrevemos a recorréncia,

th —2th—1 +2th_2 =0,

e identificamos a equacdo caracterfstica,

1x2 —2x+2=0.

Ao resolver esta equacio obtemos raizes complexas 1 —ie 1 + 1. A solugdo da recor-
réncia sera
th=c1(1—1)" +ca(1+1)™.

Paratgets,

c1+c2 =0
ci(1—1)+c(1+1) =1
A solugdo para o sistema é
i i
C1 = E) C2 = _E)

e a forma geral da recorréncia é

i . i .
tn = §(1 *1)“ — §(1 +1)n.
Pode-se mostrar que
nr7
th = 2™ sen (T) . |

7.3.2 Raizes multiplas
Considere a recorréncia
ap = 2

a; =

a, =4an_1 —4an_>.
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Reescrevendo obtemos a,, —4a,_1 +4an_2. A equacio caracteristica é
X —4x+4 =0,

que tem suas duas raizes iguais a 2. Ndo podemos aplicar diretamente o método do
polindmio caracteristico. Se tentarmos, veremos que nio hd solu¢do da forma a,, =
c2™ paraaj.

Teorema 7.29. Se o polinémio caracteristico de uma recorrencia linear homogenea tem uma
raiz v com multiplicidade k, entdo

n 2

n n
Un =T an=nr", an=nr" -, ap=n°'r
satisfazem a equagdo de recorrencia.

Combinagdes lineares de solugdes sdo solugdes, e isso significa que podemos usar,
no exemplo inicial,
an = (c1)2™ + (cp)n2™.

Para obter ¢ e c2, resolvemos

1+ (c2)(0)(2°) =
ci2' (M2 =

2 (c1=2)
5
e obtemos :

C]ZZ szi.

Finalmente, podemos escrever a forma fechada para a:

an =2(2™) + %nz**

— 2n+1 + nznfl .

Exemplo 7.30. Determinaremos a forma fechada para a recorréncia a seguir, de or-
dem tres.

ap = 3

ay = 12

a =30

an =—3an_1+4a,_3

A equagio caracteristica é
X3 +3x% —4=0.
Fatorando, temos
(x+2)*(x—1),

e portanto as raizes sdo 1 e —2. Tendo somente duas raizes, presumimos que a solucio
é da forma
an = ()1 + (2)(=2)" + (e3)n(=2)".
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ao: (c1)1% 4 (e2)(=2)° + (c3)0(-2)° =3
ar: (e +(e2)(=2)" + (e3)1(=2)" =12
az: (c1)1? 4 (e2)(=2)% + (c3)2(=2)* = 30

Obtemos
C]Z]O Cy = — C3:6.

Entdo,
an = (101" = 7(=2)" + 6n(-2)". <

7.3.3 Diagonalizagido da matriz associada

0 Teorema I3 nos dé outro método, que é mais geral (que nfo depende das raizes
serem distintas) e conceitualmente mais elegante, para resolver recorréncias lineares
homogéneas.

Teorema 7.31. Seja C uma matriz associada a uma relagdo de recorréncia de ordem k. Se

C ¢é diagonalizdvel, sejam P e P~ as matrizes de mudanga de base tais que D = P~1CP ¢
diagonal. Seja Z o vetor coluna com os valores iniciais da recorréncia,

Zy
A forma fechada para o n-ésimo termo da recorréncia é dada pela primeira entrada do vetor
pD™ Pz,
Exemplo 7.32. Considere novamente a recorréncia do exemplo Z8:

aq =3
a; =4

Qn =0an_1+2an2

2 )

A matriz associada é

Diagonalizando A, temos
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Temos portanto,

an =PD"'PZ

1 1N /2 oY1/ 1 /3

—\2 —1/\o —1 32 —1/\4

7T'L 2 n

U <

7.4 Equacgdes lineares nao homogéneas
Teorema 7.33. Seja p(n) um polindmio de grau g, z uma constante, e
an =Atan_1t+Azan_2+...+Axan_x +p(n)z"

uma relagdo de recorréncia, com a equagdo cardcteristica sem o termo dependente de 1. (ou
seja, com a equagdo caracteristica da recorrencia homogenea associada) igual a

XK AT AL =0.

Se esta equagdo for multiplicada por (x — z)9*', obtém-se outra equacdo com raizes v1, 12,
... Entdo existem c; tais que an, = ciTi* é solugdo para a recorréncia, assim como no caso
homogéneo. Se i tem multiplicidade m, aplica-se o teorema ZZ3.

Exemplo 7.34. Resolvemos inicialmente uma recorréncia linear ndo-homogénea de
ordem um.

ap = 2
An—1

2+3

an =

Temos p(n) = 0, e z(n) = 3™. A equacdo caracteristica da recorréncia homogénea
associada é

1
X — 7= 0.
Multiplicamos por (x — 3), obtendo
x—3
x(x —3)— 5 = 0,
com raizes
1
T = 3 T2, ==

As solucdes serdo da forma
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No entanto, temos duas constantes para determinar (cq e c3), mas sé temos um valor
inicial (ap = 2). Resolvemos este problema calculando a;:

a
aq :70+31 =4

Agora podemos resolver o sistema:

ao: C1+cp=2
aj : C1(3)+C2(]/2) =4

determinando as constantes

Jé temos portanto a forma fechada para a recorréncia:

6, n 4
an = 5(3) + (S)Zn.

<

Exemplo 7.35. Nem toda recorréncia ndo-homogénea pode ser resolvida de forma
simples. Em alguns casos, no entanto, é possivel encontrar a forma fechada com rela-
tiva facilidade.

Considere a seguinte relagdo de recorréncia linear ndo-homogénea de ordem 3.

bo =4
by =2
by =3

bn=—bn_1+4by 2 +4bn 3+mn

Podemos escrever o termo dependente de . como (n')(1™), e portanto o teorema 33
se aplica. O polinémio é de grau um, portanto a equagio caracteristica serd multipli-
cada por (x — 1)1,

A equagio caracteristica da homogénea associada é

X3 4+x?—dx—4=0
Multiplicamos por (x — 1), e obtemos

(x? —x3) 4+ (x> —x?) (—4x? 4+ 4x) (—4x —4) =0
X' —5x2+4 =0

Para resolver a equagdo do quarto grau®, fazemos y = x?,

y? =5y +4=0

'H4 forma fechada para as solucdes de uma equagio do quarto grau, mas nio a usaremos.
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e obtemosy = 1,y = 4. Ao desfazer a troca de varidveis, conseguimos a solugio para
a equagio qudrtica original:

x1=1 xo=—1 x3=2 x4=-2
As soluc¢des da recorrencia devem ser da forma
b =ci1(N" +c2(=1)" 4+ c3(2)Fea(=2)"

Precisamos de quatro valores iniciais. Calculamos b3, que ainda ndo temos:

by =4
by =2
by =3

by =—3+4(2) +4(4) +3=24
O sistema a ser resolvido é

c1+c2+c3+cqg =4
c1—cC2+2c3+—2¢c4 =2
c1+cy+4c3+4cy =3
c1—¢C2+8c3+—8cy =24

Temos finalmente

R 29 5 _
C1 = ) C2—6 03—3 Cyqg =

E a forma fechada para b, é

7.5 Troca de variaveis

Em diversas situagdes, uma troca de varidveis pode tornar muito mais facil a obtencio
de forma fechada para uma recorréncia.

Exemplo 7.36. Considere a recorréncia do algoritmo para as torres de Handi:

hy =1
hn = 2hn g + 1.

Somamos 1 a ambos os lados da equacgio recorrente, obtendo

41 =2h, 1 +2
hy +1 :z(hn—l +1)
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Agora fazemos uma troca de varidveis: seja f,, = h,, + 1. ento a recorrencia passa a
ser

f1 =2
fn =2fh_1,
ou seja, temos uma PG de razdo 2 e termo inicial f; = 2. A solugfo é
fn=2",
e portanto
h,=2"-1. <

Exemplo 7.37. Considere a equagdo recorrente

an =+/an_10n—2...an—k-
Seja b, = In a,,. Entdo a solugio da equagio recorrente

bn71 + bnfz + bnfk
2

nos d4 também uma solugo para a equagao original. <

by =

7.6 Fungoes geradoras

Para encontrar uma forma fechada para o n-ésimo termo de uma sequéncia (a,),
podemos tentar usar a fungio geradora da sequéncia. Por exemplo,

Qo =1
an = 307171

A fungdo geradora ordindria da sequéncia (a,,) é

A(x) = Z aixt.
i=0

Muliplicamos a equagdo a,, = 3a,_1 por x,, e depois somamos para todos os valores
para os quais a recorréncia vale (de zero a co):

oo oo
E aip1x' =3 E a;xt
i=0 i=0

o0

D aioxt =+ ax+ad -

im0
=x"(a1x+axx?+azx® +--)
=x"(ao+arx+ax*+azx®+---) —x 'ao
=x""(A(x) — ao).
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Substituindo, temos

e encontramos

ao
A(x) = .
(x) 1—3x
Comoap =1,
1
A(x) = T
Como ja sabemos que esta é a funcgdo geradora para 3™, temos [x"]A(x) = 3™, e
an, =3™.

Exemplo 7.38. Considere a recorrencia

Ao = 1
Ant1 = zan +2"

Continuando,
o o0 (o)
Z aQixt =2 Z aixt + Z 24t
i=0 i=0 i=0
Ou seja,
Alx) —aop -
=2A t
~ (x) + Z(ZX)
1=0
Alx)—1 ad
=2A 2x)*
4 )+ (29

A fungdo geradora de 2t é 1/(1 — 2x), portanto

AN =T oA+ !
X 1—2x

Reescrevemos em funcdo de A(x):

Sabemos que

(1 _XX)Z - ann’

i>1
portanto o termo de grau n nesta fun¢io geradora é n(2x)™ = n2™x™. Assim,
X"JA(x) = 2™ +n2"
E finalmente podemos escrever

an = (n+1)2™.
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7.7 Divisao e conquista

Algoritmos de divisdo e conquista normalmente rem seu tempo de execugio descrito
por recorréncias da forma
th = Atn/B + f(TL)

Uma técnica 1til em muitas recorrencias deste tipo é a troca de varidveis. Seja sy, =
tgx. Entdo

Sk =tgx = ATgx,n + f(B¥)
= ATgr 1 + f(B¥)
= ASy_1 + f(B¥),
que é uma recorréncia linear. Depois de resolvé-la, podemos desfazer a troca de va-

ridveis. No entanto, esta recorréncia nos dard apenas os valores de tg«. Para t,,, onde
n ndo é poténcia de B, a recorréncia ndo é vélida.

Exemplo 7.39. A recorréncia que dd o tempo da busca bindria é
t =1
th = th/ZJ + 1)
comA=1,B=2ef(n)=1.

Seja Sy = t,«. Entdo
S =2 (20:1:t1)
Sk =Sx_ 1+ 1.

A solugdo para esta recorréncia é S;, = n + 1. Desfazendo a troca de varidveis,
th =M + ]
tn =log,(n),

que € a quantidade de comparagdes necessdria no pior caso da busca bindria para po-
tencias de 2, porque usamos Sy = tyx. O leitor pode facilmente perceber que para
n # 2% a solugdo que encontramos nio é vélida, j4 que terfamos niimero no inteiro,
a sequéncia original é inteira. <

Exemplo 7.40. A recorrencia que déd o tempo de execugio do mergesort é
t =1
th = Zth/ZJ +mn,
comA=2,B=2ef(n)=mn.

Seja Sy = t,«. Entdo
S1 =4 (S1=t2=4)
S =251 + 2%
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A recorréncia agora é linear, e sua solugio é
Sn=2"(n+1)
Temos portanto

Sh=tm =2"(n+1)
t, =2l (“)(logz(n) +1) (n — log(n))

tn =nlog,(n)+n

que € a quantidade de comparagdes feitas pelo mergesort no pior caso, quando 1 é po-
téncia de 2. <

7.8 Demonstrando que uma solugido candidata é cor-
reta

Muitas vezes, a partir de observacdo podemos chegar a uma “provéavel” forma fechada
para uma recorréncia. Se tivermos uma forma candidata a forma geral para o n-ésimo
termo de uma recorréncia, podemos provar por inducéo a validade da forma.

Exemplo 7.41. Considere a seguinte recorréncia nio linear.

(10:2
(1123

an = an-1Qan-2

Expandimos a sequéncia para alguns valores, e obtemos

ap =2

a; =3
a=2-3
a3 =2-32
ay =22.33
as =23.3°
ag =243,

Aparentemente, para n. > 1 temos a, = 2f»—2 . 3Fn—1, Tentaremos provar por
indugdo que esta de fato é a forma fechada para a sequéncia.
Nossa hipotese de indu¢do diz que parak < n,

ax = szfz ,3Fk71
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Temos portanto
Qn = Qan_10n_2
= (ZF“*3 ~3F"*2) <2F“*4 . 3F“*3> (hipétese de indugio)
— 9Fn 3H+Fn 43Fn 3Fn 2
=2f—23Fn1 (definicdo de Fy)
Assim, provamos que a sequéncia é dada por
ap =2
a; =3
a, =223,

Claramente, a demonstracdo pode ser adaptada de forma trivial para diferentes valo-
res iniciais (seja por exemplo ap = x e a7 = y), resultando em

Qo =X
ar =y
an = Xanzyan . <

Exercicios

Ex. 47 — Determine a recorréncia para juros simples, e a resolva.

Ex. 48 — Resolva as recorréncias

a)
aq =1

an :\/T;1 +nan—

ap =X
ar =y

an = Gn—1 /anfl

Ex. 49 — Prove que F,, é exatamente o nimero de maneiras diferentes de escrever n
como soma de uns e dois:
1=1,F =1
2=2F =1
3=142=1+14+1,F3=2
4=2+42=241+1=1T4+14+141F =3
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Ex. 50 — Denotamos por F,, 0 n-éesimo niimero de Fibonacci. Prove que
a)F2 —Fny1Fno1 = (—=1)", paran > 1
b) Z?:Q Fi = Fn+1 —1
F2 | +F2 =Fon, Fn1Fn+FuFni1 =Fonia

Ex. 51 — Mostre que F,, é composto para qualquer n impar maior que 3.

Ex. 52 — Seja F,, 0 n-ésimo niimero de Fibonacci.

a) Ha n objetos organizados em uma fila. Prove que a quantidade de diferentes ma-
neiras de escolher um subconjunto destes objetos, sem usar dois consecutivos,
é Fn+1 .

b) Se os n > 2 objetos sdo organizados em circulo, de diferentes maneiras de esco-
lher um subconjunto destes objetos, sem usar dois consecutivos? (Responda em
termos de F,,, F,,_1, etc).

Ex. 53 — Prove o teorema [ZI12.

Ex. 54 — Determine a forma fechada da sequéncia semelhante a de Fibonacci, mas
comFy=2eF; =3.

Ex. 55 — Podemos retroceder a sequéncia de Fibonacci, para nimeros menores que
zero, de forma que continue valendo tanto a defini¢do recursiva como a forma fechada
que encontramos?

Ex. 56 — Demonstre o teorema [Z11I.

Ex. 57 — D& a solugdo da recorréncia

00263

aq 264

_ 3 2
An = {/AQn_1Qj,_5.
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Capitulo 8

Principio da Casa dos Pombos

O principio da casa dos pombos é uma afirmagdo aparentemente evidente e inocente,
mas com aplica¢des surpreendentes. O principio é enunciado no teorema B, e sua
generaliza¢do no teorema B2, O restante deste Capitulo contém exemplos de aplica-
¢do.

8.1 Forma simples do principio da casa dos pombos

Teorema 8.1 (principio da casa dos pombos). Se hdn + 1 pombos e n casas, pelo menos
dois pombos ocupardo a mesma casa.

Este principio pode ser declarado de outra maneira®, como no teorema B2.

Teorema 8.2 (principio da casa dos pombos). Se |A| > |B|, ndo exite funcdo injetora de
A em B.

Exemplo 8.3. Em um grupo de 13 pessoas ha necessariamente duas que fazem ani-
versario no mesmo més: hd 12 meses no ano, e ndo haveria meses suficientes para que
todos os 13 tivessem aniverséarios em meses diferentes. <

Exemplo 8.4. Em uma metrdpole com um milhao de habitantes ha duas pessoas, ndo
carecas, que tem a mesma quantidade de fios de cabelo.
Presumimos que menos da metade da populagio é careca. Assim, temos pelo me-
nos 500 001 pessoas com cabelo.
Uma pessoa tem no méaximo 500 000 fios de cabelo. Como ha mais de 500 000
pessoas com cabelo na metrépole, haverd duas pessoas com o mesmo nimero de fios.
<4

Exemplo 8.5. Se cinco pontos sio dispostos dentro de um quadrado de lado 1, entdo

hé dois pontos para os quais a distincia é menos que @

Dividimos o quadrado em quatro outro quadrados de lado 1/2.

10u ainda, trocando pombos por casas (buracos), hé a versdo politicamente incorreta, “Se vocé atirar e
acertar n + 1 balas em n pombos, havera pelo menos um pombo com mais de um buraco”.
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H4 quatro quadrados pequenos e cinco pontos, portanto deve haver algum quadrado
pequeno com dois pontos. Se dois pontos estdo em um quadrado de lado 1/2, entdo a

distincia entre eles ndo pode ser maior do que a diagonal desse quadrado, que mede
V2
2 <
Exemplo 8.6. Em um grafo ndo-dirigido conexo com mais de um vértice e sem loops,
hé dois vértices com o mesmo grau.
Um vértice pode estar ligado, no méximo, a n— 1 outros vértices, portanto o grau
de um vértice pode ser qualquer nimero entre 1 e n — 1. Hin — 1 graus possiveis.
Como ha n vértices e n — 1 possibilidades para grau, existem dois vértices com o

mesmo grau. <
Exemplo 8.7. Em uma lista qualquer de k+ 1 nimeros ay, az, ..., a1, haverd pelo
menos dois nimeros a; e a; tais que (a; — a;)[k.

O resto da divisdo por k pode ser 0, 1,...,k — 1 (portanto ha k possiveis restos).

No entanto, temos k -+ 1 nimeros, portanto h4 dois niimeros com o mesmo resto:

a; =cik+7r
a; = C]'k +7r
Mas
a; —aj =cik+r—cjk—7=(c;i —ci)k,
divisivel por k. <

Exemplo 8.8. Dados n + 1 ndmeros inteiros entre 1 e 21, havera dois nimeros x e y
tais que x = 2*y.

Fatore o niimero 2 de cada um dos n + 1 nimeros tanto quanto possivel. Com isso
cada um ser4 da forma a2*, com a fmpar. Entio para cada niimero fatorado, a pode
ser um dentre os n nimeros 1,3,5,...,2n — 1. H4 portanto n possibilidades de a
para . + 1 ndmeros, e dois terdo o mesmo fator a:

x=a29 y=a2'
Entdo, supondo q > 1, temos

q
*_ az =297T, <

y a2r

Exemplo 8.9. Neste exemplo mostramos uma aplicacio do principio da casa dos pom-
bos em uma demonstragio relacionada a compresséo de dados.

Definigdo 8.10. Um algoritmo de compressdo de dados pode ser visto como uma funcdo
cuja entrada é uma sequéncia de M bits, e cuja saida é uma sequénciade n < M

bits. ¢
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Teorema 8.11. Seja C um algoritmo de compressdo de dados sem perda de informagdo. Entdo
existe pelo menos uma entrada que C ndo poderd comprimir, nem mesmo em um bit.

Demonstracdo. Ha 2M entradas possiveis, e cada entrada é mapeada em uma saida di-
ferente. Se n fosse estritamente menor que M, terfamos 2™ < 2M, menos saidas do
que entradas. Pelo principio da casa dos pombos, portanto, deve haver alguma saida
com tamanho igual a M. |

Este exemplo é um de vdrios relacionados a Teoria da Informagio. <

Exemplo 8.12. Um gerador de bits pseudoaleatdrios é uma fungio G que tem como en-
trada uma sequéncia de n bits e como saida outra sequéncia, de M > n bits. Ideal-
mente, o conjunto de possiveis saidas do gerador deve ter distribui¢do uniforme sobre
0 as possiveis sequéncias de M bits.

Teorema 8.13. Ndo existe gerador de bits pseudoaleatdrios cuja saida tenha distribuicdo
uniforme.

Demonstragdo. Para que a safda tivesse distribuicio uniforme, cada uma das 2M saidas
teria que ser gerada por uma entrada diferente. Mas hd apenas 2™ < 2M entradas,
portanto terfamos que ter duas saidas para a mesma entrada - impossivel. Assim, ha
safdas que nio serdo geradas, e a distribuicdo das sequéncias de saida ndo pode ser
uniforme., |

Dada a restri¢do imposta por este teorema, em Criptografia define-se o objetivo
de construir geradores pseudoaleatdrios cujas saidas sejam indistinguiveis de bits ale-
atdrios por algoritmos eficientes. <

Exemplo 8.14. Um mégico entrega um baralho a uma pessoa, que podera embaralha-
lo como quiser. Esta pessoa retirard cinco cartas do baralho e as entregard ao assis-
tente do mégico. O assistente escolhe quatro cartas e as mostra, em uma certa ordem,
ao mégico - mas o magico nio vé a quinta carta, e mesmo assim, ele declara seu valor
e naipe.

Determinando o naipe: esta 4 a parte facil. Como héd quatro naipes possiveis e
cinco cartas, havera duas delas com o mesmo naipe (apica-se o principio da casa dos
pombos). O assistente esconde uma das duas cartas e posiciona a outra em primeiro
lugar, de forma que o méagico saiba o naipe da carta escondida.

Determinando o valor da carta: damos as cartas os valores A = 1,2,3 ...,
10,] = 11, Q = 12, K = 13. Dispomos os 13 nimeros em circulo. A distincia
para a frente entre dois niimeros a, b, que denotamos por df(ab), é a quantidade a
quantidade de passos necessarios, no sentido do reldgio, para chegar de a até b.

Para quaisquer dois nimeros a e b, temos que df(a,b) < 6 ou df(b, a) < 6. Para
que as duas distancias fossem maiores que 6, seria necessario haver 747 = 14 valores
diferentes para as cartas de baralho (aplica-se o principio da casa dos pombos).

Sejam a e b as duas cartas com mesmo naipe, com df(a,b) < 6. O assistente
mostrard ao magico a, e ndo b, de forma que o magico saiba que a distincia da primeira
carta em sua mao e a carta secreta seja menor que seis.

O assistente também ajusta a ordem das trés tltimas cartas mostradas ao magico
para que contenham uma codificacdo da distincia entre a e b - que sabemos ser no
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maximo seis. Determine uma ordem total para as cartas (por exemplo, a ordem lexico-
gréfica por valor e naipe). O assistente entfo apresenta as cartas em diferentes ordens
a fim de comunicar diferentes niimeros. Suponha que a ordem sejac; < ¢2 < c3.
Entdo a distancia poderia ser comunicada da seguinte forma:

cl,c2,c3 1
cl,c3,c2 2
c2,cl,c3 3
c2,c3,cl 4 <
c3,c2,cl 5
c3,cl,c2 6

Exemplo 8.15. O principio da casa dos pombos pode ser usado para demonstrar o
teorema de Fermat sobre a soma de quadrados (BTH).

Teorema 8.16. Todo niimero primop talquep = 1 (mod 4) pode ser escrito como a soma
dos quadrados de dois inteiros.

Demonstragdo. Para primos daformap =1 (mod 4), existe x inteiro tal que x? = —1
(mod p) (a demonstragdo serd omitida aqui).

Se existirem u e v inteiros tais que u + vx = 0 (mod p),com 0 < [u| < \/pe
0 < vl < /p,entdou? +v?> =0 (mod p),e0 < u? +v* < 2p.

Mostramos entfo que u e v devem existir. Suponha que ndo. Considere todos os
pares (u,v) diferentes de (0,0) tais que —/p < u,v < \/p. Existem (2|/p| + 1)?
possibilidades para estes niimeros, contando (0, 0).

® @ @
0

~[vP] +[vp]

Descontando, temos (2] /p| + 1)? — 1 destes pares (note que excluimos (0, 0), mas
néo os pares (u,0) e (0,v)). Este nimero é portanto a quantidade de nimeros da
forma w+vx (estes sdo os pombos). Mas existem somente p — 1 possibilidades para o
resto da divisdo por p (estas sdo as casas), portanto deve existir pares (u,v) # (t,w)
tais que

u+vx=t+vw (modp).
Mas isso implica que o par (u — t,v — w) satisfaz
(u—t)+(v—w)x=0 (mod p),

e haviamos presumido que tal par ndo existe. Chegamos a um absurdo, e concluimos
a demonstracio. [ |
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8.2 Generalizagido do principio da casa dos pombos

Teorema 8.17 (principio generalizado da casa dos pombos). Se n objetos sdo dispostos
em m lugares, haverd pelo menos um lugar com no minimo [n/m] objetos.

Demonstragdo. Suponha que todos os lugares tem menos de [n/m| objetos, ou seja,
cada lugar tem no méaximo [n/m]—1 objetos. Entdo a quantidade maxima de objetos

wem(2]1)

“n ()

=m— =mn. ||
m

Exemplo 8.18. Em um grupo de 100 pessoas haverd no minimo
100
oo
|

pessoas que fazem aniversario no mesmo més. <

Exemplo 8.19. Pode-se usar o principio generalizado da casa dos pombos para de-
monstrar o teorema de Erdds-Szekeres (8Z0).

Teorema 8.20 (de Erdds-Szekeres). Em uma sequéncia de mn + 1 niimeros diferentes,
existe uma subsequéncia crescente de tamanho m + 1 ou uma subsequéncia decrescente de
tamanhon + 1.

= 1k=mn+1 3 sequéncia. Seja {; o tamanho da maior

Demonstragdo. Seja A = {ay}k
subsequéncia de A comecando em a;.

H4 mn + 1 inteiros positivos £1,4£2,...,lmn+1. Se existe j tal que G >m+1
entdo existe subsequéncia de tamanho m + 1 comegando em a; - a subsequéncia de
que trata o enunciado do teorema.

Suponha entdo que ndo existe j tal que {; > m + 1 - ou seja, {; < m para todo i.

Temos portanto mn+1 nimeros {;, que devem ser postos nos “lugares” 1,2, ..., m.
Pelo principio generalizado da casa dos pombos, um dos lugares contém pelo menos

{mn+1w
R
m

ndmeros. Em outras palavras, hd n+1 subsequéncias crescentes com o mesmo comri-
mento, e portanto existemn+1indices iy, ..., iny1 taisquely, =4, =--- =4, .

Agora, suponha que a subsequéncia crescente comegandoem ai, sejaai, < ... <
ai,,eque ai, < aj,.Entdo existiria uma sequéncia

ay, < ai, <...<aj
crescente com tamanho n + 1. O mesmo vale para todos os outros a; . Entdo temos

Qi > A, >0 > Qi -
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Repetindo o argumento trocando subsequéncias crescentes por decrescentes, completa-
se a demonstracio. [ |

<

Exercicios

Ex. 58 — Sete dardos sfo arremessados contra um alvo de raio 10. Mostre que havera
dois dardos entre os quais a distincia serd menor que 10.

Ex. 59 — Prove que dados n ndmeros inteiros aj, az, ..., Gn, existem inteiros j e k,
com1 <j < k < ntais que

‘n.|((1]' + a1+ F ag).

Ex. 60 — Suponha que tenhamos escolhido cinco pontos no plano, sendo que todos
tem coordenadas inteiras. Mostre que hé pelo menos um par de pontos tal que o ponto
médio entre eles também tem coordenadas inteiras.

Ex. 61 — Em um poliedro qualquer, ha duas faces com o mesmo ndmero de arestas.

Ex. 62 — Dados quaisquer quatro pontos em um circulo de raio unitério, hd pelo me-
nos dois deles entre os quais a distincia é menor que v/2.

Ex. 63 — Se escolhermos quaisquer n + 1 ndmeros do conjunto 2n ={1,2,...,2n},
haverd dentre os n + 1 nimeros escolhidos, dois coprimos.

Ex. 64 — Dados cinco pontos na superficie de uma esfera, pode-se dividi-la em duas
metades de forma que um hemisfério contenha quatro deles.

Ex. 65 — Se as casas de um tabuleiro de xadrez de tamanho n x n forem numeradas
de 1 an?, haverd duas casas adjacentes com ntimeros que diferem em no minimo n -
independente da ordem em que os niimeros tenham sido atribuidos as casas.



Capitulo 9

Teoria da Contagem de Pdlya

9.1 Grupos

Para chegarmos ao lema de Burnside e ao teorema de enumeracio de Pélya serd ne-
cessario detalhar alguns teoremas em grupos.

Defini¢do 9.1 (grupo). Um grupo é um conjunto ndo-vazio G associado a uma ope-
racdo - : G x G — G tendo as propriedades listadas a seguir.

e Associatividade: paratodos a,b,c € G,(a-b)-c=a- (b-c).

e Existencia de neutro: Deve haver um elemento neutro e € G para a operagdo
degrupo:dec€ G: a-e=e-a=a.

e Existencia de inverso: Paratodo a € G,hdum inversoa’ € Gtalquea-a’ =
/
a’-a=e.

Se a operacdo do grupo for comutativa (ab = ba para todos a,b € G), dizemos que
o0 grupo é comutativo (ou abeliano).

A quantidade de elementos no grupo G é chamada de ordem de G, que denotamos
por |G|. ¢

Observe que para termos um grupo a operagio deve ser - : G x G — G. Isso
significa que ela deve sempre resultar em um elemento do grupo (damos a esta pro-
priedade da operacdo o nome de fechamento).

Exemplo 9.2. O conjunto dos inteiros com a operagio usual de soma é um grupo: a
soma é associativa; existe o elemento neutro zero; e todo inteiro x tem um inverso
—X.

J4 o conjunto dos inteiros com a operagdo de multiplicagdo ndo é um grupo: o
elemento neutro deve ser 1, e somente ele tem inverso - para todos os outros o inverso
seria 1/x, que ndo é inteiro. ]

Exemplo 9.3. Dado um inteiro positivon, o conjunto de matrizes quadradas de ordem
1 nio singulares com a operagdo usual de multiplicacdo de matrizes é um grupo.
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Em primeiro lugar, verificamos o fechamento: o produto de duas matrizes qua-
dradas nio singulares é outra matriz quadrada nio singular. Além disso, observamos
que o produto de matrizes é associativo. A matriz identidade funciona como elemento
neutro para multiplicacdo, e toda matriz ndo singular tem inversa. <

Exemplo 9.4. O conjunto {1, 2, 3,4} com a operagdo de grupo sendo a multiplicagdo
mdédulo 5, ou seja,
a-b=ab (mod5),

é um grupo. Primeiro, verificamos o fechamento. Temos nimeros de 1 a 4, e ao
multiplicd-los nunca teremos um multiplo de 5, portanto nunca teremos zero. A ope-
racdo também ndo resultard em ndmero maior que 4.

A multiplicacio é associativa; existe um elemento neutro, 1: para todo x, temos
1x =x1 =x (mod 5).

Finalmente, todo elemento tem inverso:

(1-1) (mod5) =1
(2-3) (mod5) =1
(3-2) (mod5) =1
(4-4) (mod5) =1

Temos portanto um grupo. O mesmo vale se trocarmos 5 por qualquer primo: o con-
junto{1,2,...,p — 1} com a operagdo de multiplicacio médulo p serd um grupo. <«

Defini¢do 9.5 (subgrupo). Se H C G e H é um grupo com a mesma operagéo de G,
entdo H é subgrupo de G. ¢

Exemplo 9.6. O conjunto dos inteiros pares é subgrupo do grupo dos inteiros: o zero
continua sendo neutro, a soma de dois pares é par (e portanto a operacdo néo resulta
em alguém fora do conjunto), e todo par x tem um inverso —x que também é par. <

Exemplo 9.7. O conjunto D de matrizes quadradas diagonais nio singulares de ordem
n é subgrupo do grupo M de matrizes quadradas singulares de ordem n.
Primeiro, D C M. Além disso, notamos que

e O produto de duas matrizes diagonais é diagonal;

e O produto de matrizes é associativo;

e Aidentidade é diagonal;

e Toda matriz diagonal tem inversa diagonal. <

Defini¢do 9.8 (classe lateral). Seja G um grupo e H subgrupo de G. Um subconjunto
gH ={g.h/h € H},

onde g € G, é chamado de classe lateral a esquerda de H em G.
De forma simétrica define-se a classe lateral a direita Hg. ¢
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Exemplo 9.9. Seja D! o grupo das matrizes diagonais impares ndo singulares de or-
dem 1 (os elementos na diagonal sdo todos impares), com a operagéo usual de multi-
plicagdo. Seja

40 0 - 0
04 0 - 0
Q=47=|0 0 " 0
0 0 4

Entdo o conjunto
QD ={QAIA €D} }

é uma classe lateral 4 esquerda de D! em D ,. Esta classe lateral contém as matrizes
multiplas de 4. <

Teorema 9.10 (Lagrange). Se G éum grupo finito e H subgrupo de G, entdo a ordem de H
divide a ordem de G, e a quantidade de classes laterais esquerdas distintas de H em G ¢é

[«
H

Demonstracdo. Considere a funcdo f : H — xH, definida como f(h) = xh. Ela é uma
bijecdo entre H e xH, portanto para todo x

IxH| = [H].
Como G ¢é a unido disjunta das classes laterais a esquerda,
G=xHUx;HU:---UxH,
comn = |G|, temos |G| = [H| c, onde ¢ é a quantidade de classes laterais. [ |

Exemplo 9.11.

9.2 Agdes de grupo, Lema de Burnside

Defini¢do 9.12 (grupo de permutagdes). Seja G, grupo e n um inteiro positivo. De-
notamos por S,, o grupo formado por todas as permutagées de n elementos, com a
operagio de composigio. ¢

Exemplo 9.13. Sejan = 3. Temos 3! = 6 permutacdes que compdem o conjunto S3:

G23 G352
$5=1G713 (33
Giah G27)

A primeira delas, (} % g), é o elemento neutro. <
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Definimos a seguir o conceito de agdo de grupo®. Uma agdo de grupo é um mapea-
mento de um grupo G em um grupo de permutagdes Sy,. Note que nio exigimos que
0 mapeamento seja injetivo nem sobrejetivo.

Definig¢do 9.15 (agdo de grupo). Seja G um grupo e X um conjunto com [X| = n. Uma
acdo de G em X é uma funcdo f : G — S, tal que®

f(g(x)) = (fg)(x).
Dizemos que G é um grupo agindo em X. ¢
Exemplo 9.16. Seja Q um quadrado com cantos rotulados a, b, ¢, d:

a b

d [+

Podemos representar o quadrado pela sequéncia de cantos, (abcd). Considere as se-
guintes a¢Oes sobre um quadrado:

1234)

e Identidade (e), que pode ser descrita como a permutagéo de cantos (; 5 3 4

e Rotagdo no sentido hordrio, que pode ser descrita como a permutacio de cantos

1234 -
(4 12 3). Denotamos esta permutagao por M.

e Rotacdo no sentido anti-hordrio, que pode ser descrita como a permutagio de

cantos (5 5 3 7). Denotamos esta permutagdo por .

Estas tres rotagdes (ou permutacdes) e suas aplicagdes em sequéncia formam um grupo,
que age sobre todos os quadrados possiveis: A identidade é o elemento neutro, e toda
sequéncia de rotacdes tem inversa, ja que pode-se rotacionar nas duas dire¢des. O
grupo é finito, como podemos ver:

G ={~,~, N, e}.

Note que hd muitas sequéncias equivalentes: "=, € == A, por

exemplo.
Também é importante observar que nem todas as 4! permutagdes dos cantos estdo
presentes. <

1A seguinte definigao, também usualmente encontrada, é equivalente a que damos.

Definigdo 9.14 (agdo de grupo). Seja G um grupo e X um conjunto. Uma agdo de G em X é uma fungdo
f:G x X — Xtal que
o f(e,x)=x paratodo x € X,

o f(g,f(h,x)) = f(gh,x) paratodos g,h € G. ¢

20u seja, ¢ um homomorfismo de G em Sp,.
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Suponha que temos um grupo agindo em um conjunto X. Serd util definir o con-
junto de elementos de X que podem resultar da aplicagdo de uma agio de G. Estaé a
drbita do elemento.

Defini¢do 9.17 (érbita). Seja G um grupo finito agindo em um conjunto X. A drbita
de x em G, denotada por orbg (x), é

orbg(x) ={g - x|g € G}. ¢

Observe que se g,h € G, gx estd na 6rbita de x, mas isso implica que ggx, ghx,
... também estardo, porque gg e gh, ... também pertencem ao grupo.

Exemplo 9.18. Considere o grupo de rotacdes ja dado agindo sobre o conjunto de
todos os quadrados com rétulos nos cantos, onde os rétulos podem ser a, b, ¢, d, per-
mitindo com repeticdes (hd 4* = 256 destes quadrados). A érbita do quadrado abcd
é o conjunto de quatro quadrados

{abcd, beda, cdab, dabce}
Ja a érbita do quadrado abab é o conjunto de dois quadrados
{abab,baba}. <

Definigdo 9.19 (estabilizador). Seja G um grupo finito agindo em um conjunto X. O
estabilizador de x, denotado stabg (x), é o conjunto de elementos de g que fixam x, ou
seja,

stabg(x) ={g € Glg - x = x}. ¢

Exemplo 9.20. A identidade fixa todos os quadrados. A permutagdo ~ fixa os qua-
drados abab, baba, acac, etc, da forma “XYXY”. Qualquer permutacio fixa os qua-
drados com todos rétulos iguais, aaaa, bbbb, etc.

Claramente, stabg (aaaa) é igual a G. Ja stabg (abab) é igual a {e, ~~}. Final-
mente, stabg (abcd) é igual a {e}. <

Quando temos um grupo agindo em um conjunto, as Grbitas sio classes de equi-
valénca, e portanto podemos particionar o grupo em érbitas. O exercicio 0 pede a
demonstragio deste fato, enunciado na proposigao BZ1.

Proposi¢do 9.21. Seja G um grupo finito aginto em um conjunto X. Defina que um elemento
y € X éalcangavel em um passo a partir de outro elemento x € X se existe algum g € G
tal que gx = y. Arelagdo alcangdvel é uma relagdo de equivaléncia, as classes de equivaléncia
definidas por ela sdo as drbitas de seus elementos.

Lema 9.22. stabg(x) é subgrupo de G.

Teorema 9.23 (da drbita e do estabilizador). Seja G um grupo agindo em um conjunto X.
Entdo, para todo x € X,

|G| = |orbg (x)| | stabg (x)].
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Demonstragdo. Pelo teorema de Lagrange, a quantidade de classes laterais a esquerda
de stabg(x) é
G|
|stabg (x)|”

Nos falta apenas mostrar que o niimero de classes laterais a esquerda de stabg (x) é
igual a | orbg (x)].

Sejam g, h € G, e suponha que g stabg (x) = hstabg (x). Entdo g~ ' g stabg (x) =
(g7 "h) stabg (x), e temos

stabg (x) = (g~ "h) stabg (x),
portanto g~ 'h € stabg (x). Mas se (g~ 'h)x = x, entdo g = h.

Da mesma foram, g = h implica que gstabg(x) = hstabg(x), portanto te-
mos uma bijecdo entre as classes laterais a esquerda de stabg (x) e os elementos de
orbg (x), concluindo a demonstracio. [ |

9.2.1 Lema de Burnside

Sabemos que a¢des de grupo definem relagbes de equivaléncia, particionando o con-
junto. O lema de Burnside nos permite, havendo um grupo agindo sobre um conjunto,
calcular a quantidade de classes de equivalencia definidas pelas agbes de grupo. No
contexto do exemplo do quadrado com cantos rotulados, podemos contar a quanti-
dade de qudrados diferentes, independente de rotagdo.

Definigdo 9.24. Seja G um grupo finito agindo em um conjunto X. Paratodo g € G,
a quantidade de elementos de X que g ndo modifica é denotada por fix(g), ou seja,

fix(g) = [{x € Xlg - x =x}. ¢
Lema 9.25 (de Burnside). Se G é um grupo finito agindo em um conjunto X, a quantidade
de drbitas de G em X é 1
& X Ifix(gl

geqG

Demonstragdo. Seja . a quantidade de pares (g,x),comg € Gex € Xe gx = x. Se
fixarmos g, 0 nimero de pares desta forma é exatamente fixg (g). Assim,

n= Z | fixg (g)l.
geG
Agora, se fixarmos x, temos
n= Z |stabg (x)I.
xeX

Sabemos que se x ey estdo na mesma drbita, entdo orbg (x) = orbg (y), e stabg (x) =
stabg (y). Entdo escolhemos um x e usamos o teorema da drbita e estabilizador para
calcular a seguinte soma sobre todo y na érbita de x:

> Istabg(y)l =]orbg(x)| |stabg (x)| = [GI.

y€Eorbg (x)
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Das equagdes ja apresentadas nesta demonstragio, concluimos que

n=> |fixg(g)l = ) _[stabg(x)| =IGlk,

geG xeX

onde k é a quantidade de rbitas. |

Exemplo 9.26. A quantidade de permutacdes no grupo é 4. Para cada uma das rota-
¢Oes, temos

|fix(e)| = 256
[fix(~)]| =4
fix(~r)| =42 =16
| fix(:A)| =4

assim, a quantidade de 6rbitas (ou seja, de quadrados realmente diferentes, indepen-
dente de rotacdo) é

1 1
@Z|fix(g)|: (256 +4 + 16+ 4) = 70. <
geG

N

9.3 Teorema de Enumeracgao de Pélya

George Pélya conseguiu uma generalizacio do teorema de Burnside, conhecida como
o teorema de enumeragdo de Pélya.

Uma descrigdo bésica do teorema de Pélya é dada por Fred Roberts e Barry Tes-
man [RT09].

Exercicios

Ex. 66 — Determine onde estd o erro: Damos um contraexemplo, provando que o teorema
de Lagrange ndo vale. Seja Zs = {1,...,4} o grupo de inteiros médulo 5 e Z7 = {1,...,6}
o grupo de inteiros médulo 7. Em ambos os conjuntos a operagdo é a de multiplicagdo modular,
eZs C Zz (é subgrupo). Temos 4 elementos em Zs e 6 elementos em Z7. No entanto, 4 1 6,
contrariando o teorema de Lagrange.

Ex. 67 — Na demonstracio do Lema de Burnside, dissemos que
n=Y Ifixg(g)l = Y |stabs(x)| = [GIk,
geG xeX
A quantidade de 6rbitas deve ser portanto igual a
1
G D Istabg (x)]
xeX

Calcule a quantidade de érbitas dos quadrados usando esta férmula (vocé deve chegar
também em 70 rbitas).
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Ex. 68 — Seja P o conjunto de todos os pentdgonos com vértices pintados usando
duas cores, e G um grupo contendo todas as rotagdes possiveis nesses pentdgonos.
Conte as drbitas.

Ex. 69 — Refaca o exemplo dos quadrados dado no texto usando, além das rotagges,
reflex8es em torno das duas diagonais.

Ex. 70 — Prove a proposi¢ao BEZ1.



Capitulo 10

O Método Probabilistico

Damos o nome de método probabilistico ao uso de argumentos probabilisticos em con-
tagem e demonstragBes de existéncia em Combinatdria. Muito simplificadamente,
o método pode ser descrito da seguinte maneira. Suponha que queiramos demons-
trar que uma determinada estrutura com certas propriadades existe - um subgrafo
de um grafo com alguma caracteristica especial ou um subconjunto de um conjunto,
por exemplo. Construimos um experimento aleatdrio, gerando estruturas de acordo
com alguma distribuicio, e criamos uma varidvel aleatdria relacionada a existéncia
daquela de nosso interesse (o subgrafo, conjunto, etc) - por exemplo, “seja X a va-
ridvel aleatdria que representa o evento o grafo gerado é bipartido™. A partir dai,
podemos usar propriedades dessa varidvel aleatdria para demonstrar a existéncia da
estrutura, ou mesmo determinar limites para a sua quantidade.

Este Capitulo apresenta apenas exemplos bésicos de uso do método probabilistico.

10.1 Primeiro Momento (esperanga)

A primeira caracteristica que usaremos é a esperanca (ou “primeiro momento de pro-
babilidade”). Nosso uso da esperanca no método probabilistico é resumido no Lema I

Lema 10.1. Seja X uma varidvel aleatdria. Hd pelo menos um ponto no espago amostral tal
que X > E[X], e pelo menos um ponto tal que X < E[X].

O primeiro exemplo é a demonstracdo de existéncia de certos subconjuntos de
conjuntos de inteiros.

Defini¢do 10.2 (conjunto livre de soma). Um conjunto A de inteiros ndo-nulos é livre
de soma se paratodos a,b € A,a+b ¢ A. ¢

Teorema 10.3. Todo conjunto A de inteiros ndo-nulos tem um subconjunto livre de soma de
tamanho > |Al/3.

Demonstragdo. Denote n = |A|. Sejam = max{|x| : x € A} (o maior valor absoluto de
elementos de A).

105
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Escolha um niimero primo p = 3k + 2, que seja maior que 2m.

SejaC = {k+ 1,k + 2,...,2k + 1}. Este conjunto é livre de soma, porque se
a,b € C,entdo 2k + 2 < a + b, e isto vale também para a + b (mod p).

Observe que |C| =k +1,e

Cf _ k1 1
3

p—1 3k+2

Agora escolhemos aleatoriamente um elemento 1 < x < p, com distribui¢do uni-
forme, e definimos que
di =xa; (mod p).

Como1 <x <, também teremos 1 < d; < P, ou seja, nenhum d; serd zero (tanto
x como a; sdo diferentes de zero, e nenhum deles é divisivel por p). Assim,

priggec)= 1o 1
p—1"3
Isso significa que a esperanca da quantidade de elementos d; que pertencem a C é maior que
1n/3. Assim, deve existirum 1 < x < pe B C A com |B| > n/3 tais que para todo
b e B,xb (mod p) € C.

O conjunto B é livre de soma: se houvesse a, b, ¢ € B taisque a+b = ¢ (mod p),
entdo terfamos xa + xb = xc (mod p), e C nio seria livre de soma - o que contradiz
o que ja haviamos determinado. [ |

0O préximo exemplo é a determinagio de limite inferior para nimeros de Ramsey.

Defini¢do 10.4 (Nimero de Ramsey). Dado um inteiros positivos k, £, 0 menor inteiro
n tal que existe um grafo completo com n vértices que, quando colorido com duas
cores, sempre conterd um subgrafo completo com k vértices e todas as arestas de uma
cor ou um subgrafo completo com { vértices com todas as arestas da outra cor.
Denotamos o ndmero de Ramsey por R(k, {), e quando k = {, denotamos simples-
mente R(k). ¢

Define-se similarmente ndmeros de Ramsey para vdrias cores, que sdo denotados
por R(ki1,kz,...,km).

Exemplo 10.5. Temos R(2) = 2. O grafo completo com dois vértices, K3, é mostrado
abaixo.

o—0

Trivialmente este grafo, ao ser colorido, sempre terd ele mesmo como subgrafo de
tamanho 2 com uma Unica cor. <

Exemplo 10.6. Ji R(3) é igual a seis, porque hd uma coloracio para a qual o grafo
completo K5 nio contém subgrafos completos de tamanho 3 com todas as arestas da
mesma cor:
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J4 no grafo Kg, toda colorago resultard necessariamente em um subgrafo completo
de tamanho 3 com todas as arestas da mesma cor. <

Teorema 10.7. para todo inteiro positivo k,
R(k) > 2%/2.

Demonstracdo. Atribua as duas cores a todas as arestas aleatoriamente: cada aresta é
pintada de vermelho com probabilidade 1/2 e de preto com probabilidade 1/2, sendo
que a escolha da cor de cada aresta independe das escolhas das outras.

Sejaxi,..., Xy um subconjunto dos vértices do grafo. A probabilidade de cada x;

. 7z — k ’
estar ligado a todo x; por aresta vermelha é 2 (3), A esperanga para o numero de
subgrafos com k vértices contendo apenas arestas da mesma cor é

(M
2 (k)

Se este valor for menor que um, entfo deve ser possivel que nio haja tais subgrafos, e
este valor é menor que um quando

n < 2¥/2,
portanto paran > 2%/2 sempre deve existir tal conjunto, e R(k) > 2/2, [ |

Também pode-se mostrar, usando argumentos nio probabilisticos, que R(k) <
2%k,

O ultimo exemplo desta se¢do trata da cardinalidade de certas familias de conjun-
tos. Provaremos o teorema de Erd3s-Ko-Rado.

Defini¢do 10.8 (familia intersectante de conjuntos). Uma familia F de conjuntos é
intersectante se para todos A,B € FANB # (. ¢

Usaremos o Lema [, cuja demonstragio é pedida no exercicio 3.

Lema 10.9. Considere X = {0,1,...,n — 1} com a operagdo de adicdo mddulo n. Seja
As ={s,s+1,...,s+ (k= 1)} C X, para todo s < n. Entdo, paran > 2k, qualquer
familia F C (%) contém pelo menos k do sconjuntos As.
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Teorema 10.10 (de Erdds-Ko-Rado). Seja X um conjunto, tal que |X| = n, ek € N tal que
n > 2k. Seja também F uma famdilia intersectante de k-subconjuntos de X (ou seja, F C (é) ).

Entdo :
n_

F < .

IFl < (k—])

Demonstragdo. Sem perda de generalidade, presumimos que X = {0,1,2,...,n— 1}
Seja 0 : X — X uma permutagdo. Denotamos por o(As) o conjunto

o(As) ={o(s),o(s+1),...,0(s+k—1)}L

0 efeito de 0 em A ¢ é somente o de renomear os elementos. Desta forma, o Lema T4
nos garante que no maximo k desses n conjuntos estd em F.
Se escolhermos aleatoriamente s e o,

Pr(c(Ag) € F] (10.1)

Sl

Mas escolher A desta forma é o mesmo que escolher aleatoriamente um conjunto de
k elementos de X, portanto

L}
()
(T]z) Prio(A,) € F] = |F| (10.2)

Prlo(As) € Fl =

De I e M7, segue o resultado:

'F|<(E>§:<E_:>' m

Exemplo 10.11. Seja A = {1,2,3,4,5,6}. Temos |A| = n = 6. Escolhemos agora
k = 3. Qualquer familia de subconjuntos intersectante de A terd no méaximo

n—1 5
(1) =)=
conjuntos. <

Uma extensa discussdo do método probabilistico pode ser encontrada no livro de
Noga Alon e Joel Spencer [AS0S].

10.2 Linearidade da esperanca

Em diversos problemas de contagem onde aplicamos o método probabilistico, pode-
mos usar diferentes fatos a respeito das varidveis aleatdrias que identificamos. Nesta
secdo damos como exemplo a linearidade da esperanca.

Sabemos que o conjunto de todas as varidveis aleatdrias reais em um espago amos-
tral é um espago vetorial. Ao aplicar o método probabilistico, podemos usar seguinte
Lema [T, que nos garante que a esperanc¢a é um operador linear nesse espaco.
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Lema 10.12. A esperanca é um operador linear, ou seja, para quaisquer varidveis aleatdrias
XeYeconstantec € R,

EX + Y] = E[X] + E[Y]
E[cX] = cE[X].

Demonstracdo. Verificamos a soma:

EX+Y] ZZZ(x+yJPr[X:x,Y:y]
x oy
:ZXZPr[X:x,Y:y]+ZyZPr[X:x,Y:y]
X y y x
= ZxPr[x] +ZgPr[x}
x y

= EX] + E[Y].

Para a multiplica¢io,
ElcX] = Z cx Prix] = cE(X). [ |
x

A demonstragdo que damos para o Teorema LT3 usa a linearidade da esperanca.

Teorema 10.13. Seja G = (V, E) um grafo com n vértices e k arestas. Entdo hd um subgrafo
bipartido de G com no minimo k/2 arestas.

Demonstragdo. SejaB =V — A. Uma aresta (a,b),coma € Aeb € B, cruza A e B.
O ndimero destas arestas (cruzando A e B) é dado pela varidvel aleatéria

C= Z Crys

x,y€E

onde Cq,p é uma varidvel aleatdria valendo um se (x,y) cruza A e B e zero em caso
contrdrio. A esperanca desta varidvel é

E[Cx,yl =Pr[x € B,y € A] +Pr[x € A,y € B]

= Pr[x € B] Prly € A] + Pr[x € A]Prly € B]
(eventos sdo independentes)

=1/2.
Como a esperanga ¢ linear,

E[Cl= ) ElCyyl =k/2.

x,y€eE

Assim, existe pelo menos uma escolha A que nos da pelo menos > k/2 arestas cru-
zando as duas partes.

Para este A que identificamos, remova as arestas que ndo cruzam A e B. O resul-
tado é bipartido (porque sé restaram as arestas cruzando A e B) e tem pelo menos k/2
arestas. |
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10.3 Segundo momento (variancia)
Lema 10.14 (desigualdade de Chebyshev). Seja X uma varidvel aleatdria com variancia
finita. Entdo, para todo t > 0,

Var[X]
t2

PrIX—EX) > t] <

Em nosso préximo exemplo, usaremos o método do segundo momento paradeterminar
o limite inferior para um coeficiente binomial. Quando Na expansio de qualquer bin6-
mio (x 4+ y)?™, o maior coeficiente serd sempre o do meio, que ¢ igual a (). Por
exemplo, na expansio de (x +y)°, o maior coeficiente é (§) = 20:

2
m

(x +Y)® =x® + 6x5y? + 15x*y? + 20x3y> + 15x*y* + 6xy> + 1y°

o)

0 coeficiente para o qual determinaremos o limite inferior é exatamente este, (7).

Teorema 10.15. Paratodom > 1,
m\ 22m
m,)~ 24+4y/m
Demonstragdo. Defina um experimento aleatério onde 2m moedas sdo jogadas. Cada

moeda dé origem a uma varidvel aleatdria X;. Temos portanto 2m varidveis aleatdrias
X1, X2, ..., X2m, independentes, tais que

PriX; = 1] =1/2

Definimos agora a varidvel X = X; + X3 + - - - + Xi;,. A esperanca e a varidncia de X
sdo

E[X] =

Var[X] =

SEE

A desigualdade de Chebyshev com t = \/m nos dd

Pr{\X7m|<\/n71} 2%.

Dado um k tal que [k| < y/m, a probabilidade de X assumir o valor m + k é

Pr {X = m+k} = <mzilk)22]m’

) é 0 maior coeficiente, entdo temos

Pr|X=m+k| = (nka)Zz]m

()L
= m 221’11’

2m

mas como (-
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e finalmente temos

%§Z|k|<\/n_1Pr[X:m+k]

<evm ()

terminando a demonstracio. n

Exercicios

Ex. 71 — Seja G = (V, E) um grafo aleatdrio. Calcule o niimero de vértices isolados
em G.

Ex. 72 — Um hipergrafo é um par (V, E), onde V é um conjunto de vértices, e E é um
conjunto de arestas. Uma aresta pode ligar mais de dois vértices: E C 2V.
Por exemplo, o hipergrafo

V ={a,b,c,d,e}
E= {{a,b,c}{b,ch (e, el (@]

pode ser representado como na figura a seguir.

g

Um hipergrafo é k-uniforme se cada aresta conecta exatamente k vértices. Dizemos
também que um hipergrafo é bipartido se seu conjunto de vértices pode ser dividido em
dois conjuntos, V; e V,, de forma que em cada V; ndo haja dois vértices ligados pela
mesma aresta. No exemplo dado anteriormente, vemos trivialmente que o hipergrafo
é bipartido, porque podemos separar Vem V; ={d}e V2 ={a,b,c,e}.

Seja G um hipergrafo k-uniforme. com menos de 2%~ hiperarestas. Entdo G é bipar-
tido.

Ex. 73 — Prove o Lema MM (nfo é necessario usar o método probabilistico).

Ex. 74 — Prove o Teorema de Legendre, usando o método probabilistico: Seja p um
nimero primo. A poténcia de p na fatoragdo de n! é

>[5

k>1
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Ex. 75 — Seja G um grafo ndo-orientado completo. Um torneio é um grafo orientado
obtido a partir de G escolhendo uma dire¢do para cada aresta. A idéia é modelar um
torneio competitivo, onde cada aresta representa um competidor vencendo outro. A
figura a seguir mostra um torneio com cinco vértices.

b
a

d

Note que héd um ciclo dirigido com n (5) arestas no grafo: acebda.
Prove, usando o método probabilistico, que para qualquer n > 3 existe um torneio
com n vértices e pelo menos (n — 1)!127™ ciclos dirigidos com n arestas.

Ex. 76 — Refaca o Exercicio 73, mas considerando ciclos de qualquer tamanho.

Ex. 77 — Dado umn > 3, é sempre possivel obter um torneio onde néo ha ciclos de
tamanho n? E torneios onde nio hé ciclos de nenhum tamanho?

Ex. 78 — Considere o problema da satisfatibilidade booleana (SAT) com n cldusulas
e k varidveis. Prove que existe uma valoracdo que satisfaz pelo menos n(1 — 27%)
cldusulas.



Apéndice A

Dicas e Respostas

Resp. (Ex. 15) — Defina a bijecdo f : R — (0, 00), com f(x) = 2*. Depois mostre que

1 (0,00) [=1(0,1) .
Resp. (Ex. 16) — Prove primeiro que |[R?| = [R|, depois proceda por indugio na di-
mensao.

Resp. (Ex. 17) — Nio: use 2F e o Teorema ZIB.
Resp. (Ex. 19) — 6!

Resp. (Ex. 20) — A cada aresta podem ser atribuidas k cores, portanto temos k!F! co-
loragdes possiveis.

Resp. (Ex. 22) — Com k letras e k+1 digitos representamos (26*)(10%*1). Queremos

26%10%+ >107
26%10%10 >107
260% >10°

k 2“08260“06ﬂ

Percebemos que 260% = 67600, 2603 = 17576000, portanto precisamos de k > 3.

Resp. (Ex. 25) — 2™,

113
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Resp. (Ex. 28) — Use a identidade de Pascal no passo de inducao.

Resp. (Ex. 30) — Nio, porque o produto de matrizes ndo é comutativo. Dadas A e B,
(A+B)?> = AA + AB + BA + BB,
mas como AB nfo necessariamente é igual a BA, ndo podemos abreviar esta forma

como A% + 2AB + B2,

Resp. (Ex. 32) — Consideramos relagdes ndo necessariamente simétricas. Para o con-
. . ~ ~ . . 7 2
junto vazio, uma relagio (a relacio vazia). Para n elementos, a quantidade é 2'+™",

Resp. (Ex.33) —5+10+4—-3—-1-2+1=14,

Resp. (Ex. 42) — (Dica) O posto é n, o determinante é zero, e o traco é n. + 1, para
todo n.

Resp. (EXx. 47) — vy, = V1 +jvo. v = Vo + nj(vo).
Resp. (Ex. 48) — (a) yn+ Y . ,nyn—1

Resp. (Ex. 51) — Pelo exercicio B0(c), temos F2y 1 = Fru(Fro1 + Frui1),esen > 1,
os dois fatores sdo maiores que um.

Resp. (Ex. 52) — (a) Por inducio. Se g(n) é este niimero, temos para base:

g(1)=2
=3

F2
g(2) F

Paran > 2, presumimos que g(n — 1) = F,.
Separamos as possibilidades em:

i) as que usam o dltimo objeto

ii) as que ndo usam o ultimo objeto
Nas do tipo (i) o penultimo ndo pode ser usado, portanto elas somam g(n — 2) possi-
veis escolhas.

Nas do tipo (ii) podemos usar o pendltimo, logo temos g(n — 1) escolhas. Assim,
temos

gn)=gn—1)+9gn—2) =Fn +Fog = s
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(b) Considere uma posicio qualquer no circulo. Se estd desocupada, podemos quebrar
o circulo naquela posi¢do e temos uma linha com n — 1 posi¢Ges, donde podemos
selecionar objetos de g(n — 1) = F,, maneiras.

Se a posicdo estd ocupada, seus vizinhos estdo desocupados, e (com n > 2) podemos
remover esta posicdo e os dois vizinhos. Temos portanto g(n — 3) = F,,_, possibili-

dades.
Assim, hd F, + F,,_5 possibilidades.

Resp. (Ex. 55) — Sim:

Fy=-3
F3=2
F_o,=-1
Foq=1
Fo=0
Fr=1
F, =1
F3 =2
F;=3

Ouseja,sek > 0,F = (=11,
Arelagdo F,, = F,,_1 + F,,_> continua valendo, assim como a forma fechada (prove
esta dltima parte!)

Resp. (Ex. 57) — Faga b, = In(a, ). A solugdo é
a, = {/exp(18 —3(=2/3)n).

Resp. (Ex. 66) — As operacdes nos dois grupos sdo diferentes: multiplicar (mod 5)
ndo é o mesmo que multiplicar (mod 7), portanto Zs ndo é subgrupo de Z-.

Resp. (Ex. 67) — A tabela a seguir lista os quadrados, sua quantidade, a quantidade
de estabilizadores e a lista de estabilizadores.

quadrados qtde |stabg| stabg

XXXX 4 4 G
XYXY 12 2 e, N
resto 240 1 e

Temos entdo que a quantidade de 6rbitas é

|(1;7‘Z|5tab6(x)‘:;‘(4~4+]2.2+Z40) :24@:70.

xeX
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Resp. (Ex. 70) — Os elementos na drbita de x sdo todos alcancéveis entre si através
de uma tnica operacio do grupo: x alcanca a si mesmo porque ex = x, onde e é o
elemento neutro. Todo outro elemento da 6rbita alcanga x porque se gx = y, entdo
g~ "y = x. Etodos y, z # x alcancam um ao outro porque se gy = x e hz = x, entdo
(gh Ny ==z

Resp. (Ex. 72) — (Dica) Releia o Teorema 4.

Resp. (Ex. 75) — Comece com K., e gere aleatoriamente orientacdes para as arestas.
A probabilidade de vq,va, ..., v, ser umciclo orientado é 1/2™, porque dependemos
da orientagdo de n arestas. Em seguida, considere que existem (n — 1)! permutacdes
dos vértices, portanto hd (n—1)! sequéncias que poderiam ou ndo formar ciclos. Seja
Xi a varidvel aleatéria que indica que a i-ésima permutacio de vértices é um ciclo
(Xy = 1 se a permutacdo é ciclo, X; = 0 se ndo é). Temos E[X] — 1/2™. O ntimero
total esperado de ciclos é

= Z E[X;]

= (n—1)I(1/2M).

Iz

Como a esperanga para o total de ciclos é (n —1)!(1/2™), deve haver um torneio com
pelo menos esse nimero de ciclos.



Ficha Técnica

Este texto foi produzido inteiramente em BIEX em sistema Linux. Os diagramas foram
criados sem editor gréafico, usando diretamente o pacote TikZ. O ambiente Emacs foi
usado para edi¢do do texto BTEX.
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