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Sobre este texto

Este é um texto introdutério em Seméntica de Linguagens de Programacao. Os pré-requisitos sao conhe-
cimento basico em Loégica e Linguagens Formais, um pouco de maturidade para trabalhar com conceitos
abstratos, e familiaridade com linguagens de programacio. H4 Apéndices tratando brevemente de Lingua-
gens Formais e Compilagdo, mas muitissimo resumidamente.
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Nomenclatura

Neste texto usamos marcadores para final de defini¢oes (¢), exemplos () e demonstracoes ().

Exercicios acompanhados de uma engrenagem, @ envolvem implementagcao.

(@)™ concatenacao iterada de palavra, pagina 99

(f =) notagao \: aplicacdo da fungdo f ao argumento x, pagina 7
= relacdo de bissimulagao, pagina 62

1 x,Ll menor elemento de um dominio, pagina 31

(-,-y  par ordenado (do tipo produto), pagina 84

(e,...) configuragdo de um programa em execugio, pagina 51

= “é definido como”, pagina 11

P significado de procedimentos (fungdo seméantica), pagina 41
Declp declaragdes de procedimentos (dominio sintatico), pagina 41
1% significado de varidveis (fungdo seméantica), pagina 40
Decly declaragoes de varidveis (dominio sintético), pagina 40

] processo nulo (CCS), pagina 88

Envp ambientes de procedimento (dominio seméantico), pagina 41
Envy ambientes de varidveis (dominio semantico), pagina 38

Ifp f Ponto fixo minimo de f, pagina 33

gr f  grafico da funcdo f, pagina 7

Az - ... notacdo A: fungdo mapeando = +— ..., pagina 7

A7 A-Célculo simplesmente tipado, pagina 81

— B-reducao no A-Célculo, pagina 70

[M] remocdo de tipo do termo M, pagina 83

Loc locais de meméria (dominio seméntico), pdgina 38

> passo de execucdo de maquina abstrata, pagina 60
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U aplicacao de regra de semantica natural, pagina 51

vaP  restrigdo de agdo (CCS), pagina 88

w elemento maior que qualquer nimero, pagina 31
e funcao projecao, pagina 34

e operador projecao, pagina 84

3 Conjunto de estados de um programa, pagina 35

% Um alfabeto, pagina 27

o X 7 tipo produto, pagina 84
U supremo, pagina 30
C alguma relacdo de ordem parcial, pagina 26

Sto  memoérias (dominio seméntico), pagina 38

— aplicacao de regra de seméantica estrutural, pagina 51
sup supremo, pagina 30

€ palavra vazia, pagina 99

@lx/y] substituicdo de y por z na férmula ¢, pagina 8
wlp(s, Q) pré-condicio libera mais fraca, pagina 67

A+ B uniao disjunta de dominios, pagina 35

a.P agdo a prefixada no processo P (CCS), pagina 88

A — B dominio de fungoes, pagina 35

a*, A* fecho de Kleene, pagina 100

at, AT fecho de Kleene sem palavra vazia, pdgina 100

P + @ escolha entre processos (CCS), pagina 88

P[b/a] renomeacao de acao (CCS), pagina 88

t T o A-termo t diverge, pagina 71

t =, t' a-equivaléncia, pagina 70

VLG(t) conjunto de varidveis ligadas em um A-termo, pagina 70

VLV (t) conjunto de varidveis livres em um A-termo, pagina 70

X Fecho transitivo. Se X é alfabeto, X* é o conjunto de palavras sobre X., pagina 27
X ordem parcial X elevada com menor elemento 1, pagina 31
g Conjunto de todos os grafos., pagina 28

AFD autdomato finito deterministico, pagina 105

AFN automato finito ndo-deterministico, pagina 105



Capitulo 1

Introducao

A sintaze de uma linguagem de programagcdo determina como a estrutura gramatical de um programa deve
ser — sem qualquer preocupacao com o significado de cada trecho, com compatibilidade de tipos. A semdntica
de uma linguagem determina o significado formal de cada trecho de c6digo. Como exemplo extremamente
simples, tomamos a linguagem que usamos usualmente para expressdes. A expressao

)+3{/+/5

certamente nao faz sentido — e o problema com ela é sintdtico, uma vez que hé delimitadores (parénteses e
chaves) dispostos de forma incorreta, e operadores em sequéncia, sem operandos. A expressao

2+ x = true

também nao faz sentido, mas estd sintaticamente correta. O problema dela é que o lado esquerdo s6 pode
denotar niimeros, e o lado direito denota um valor-verdade!. A expressio estd semanticamente errada.

Este texto é sobre a descricdo da semantica de linguagens de programacao — deixaremos de lado os
aspectos sintaticos das linguagens.

1.1 Abordagens para semantica

Trataremos neste texto de trés abordagens diferentes para descrever a semantica de linguagens. Nesta se¢ao
damos apenas uma idéia de como é cada uma delas.

e Semantica Operacional — a linguagem é descrita através de sua interpretagdo em uma maquina vir-
tual hipotética. Esta maquina virtual é construida de forma a facilitar a descrigdo formal de linguagens
de programacio e as demonstracoes de suas propriedades. Damos um exemplo. O par (¢,o) é uma
configuragio de uma méaquina, e significa que temos o comando (ou trecho de programa c para ser
executado, no estado o (um estado consiste dos valores atribuidos as varidveis). A seguir temos uma
regra:

(c1,0) = 0, {ca,0"y = o

(c15¢2,0) = o

A regra diz que se:

— quando executamos ¢; no estado o terminamos no estado o’;

— quando executamos ¢y no estado ¢’ terminamos no estado o”,

entdo executar a sequéncia cg;ce no estado o nos levard ao estado o”.

1H4, linguagens de programacdo que permitem misturar tipos de dados desta forma, a ainda de outras, surpreendentes: em
Perl, "2"+ "3x" vale cinco, assim como 3+"2abc10".



e Semantica Denotacional — cada trecho de programa é descrito como uma funcdo. Um programa,
portanto, mapeia um estado (valores de varidveis e outros elementos relevantes & execugéo do programa)
em um novo estado.

Cller; o] = se ¢1 para, ca(c1),

senao L

Aqui, C[c] denota o significado seméantico do comando c¢; este significado é uma fun¢ao que leva estados
do programa em outros estados. A regra diz que o significado de ¢;1;¢2 é 1L quando ¢; entra em loop;
caso contrario, o estado é a fungdo composta ¢ o co. A seméntica denotacional de uma linguagem
imperativa, por exemplo, é a descricao da fungao associada a cada comando.

e Seméantica Axiomatica — o significado de cada trecho de um programa é descrito pelo seu efeito
no estado do programa — o estado é composto pelos valores das varidveis. O efeito de cada trecho é
descrito por pré-condicoes e pds-condigdes. A notacido é {P}c{Q}, onde P sdo as pré-condigdes e @
sdo as pos-condigdes. Damos um pequeno exemplo:

{r <yly:=y+ 1z <y}

Aqui declaramos que em qualquer estado onde valha z < y, se executarmos “y := y + 1”7, passara a
valer x < y. A semantica axioméatica de uma linguagem é um conjunto de regras de pré-condicao e
pos-condigao.

Nenhuma das diferentes abordagens para semantica é melhor que as outras. Elas tém caracteristicas
diferentes, e sdo apliciveis em situacdes diferentes — sdo, portanto, complementares?.

1.2 Sintaxe: concreta e abstrata

A sintaze concreta de uma linguagem de programacgao é dada por uma gramatica livre de contexto, e é til
na andlise sintdtica de programas da linguagem. Na sintaxe concreta incluimos elementos cuja funcéo é
remover ambiguidades, como parénteses, delimitadores do tipo “begin/end”, e regras para forcar precedéncia
de operadores. Usualmente, a sintaxe concreta de uma linguagem de programacao é dada pela especificacao
de uma gramatica livre de contexto, usando a notagdo Backus-Naur (BNF).

A sintazxe abstrata de uma linguagem é normalmente mais simples, e pode néo ser suficiente para realizar
a andlise sintdtica (parsing) da linguagem. Isto porque nao inclui elementos extras que normalmente existem
na gramatica concreta para eliminar ambiguidades. A estrutura de dados que descreve a arvore abstrata
construida por um compilador é um exemplo de sintaxe abstrata.

Exemplo 1.1. Um comando de repeticao com sintaxe concreta

(while) ::= while (exp-bool) do begin (cmd) end

poderia ter sua sintaxe abstrata descrita pela gramatica a seguir.

(while) ::= while (exp-bool) do (cmd) <

Exemplo 1.2. A seguir temos a gramaética concreta de um pequeno trecho de linguagem, que inclui apenas
sequéncia de comandos, atribuicoes e decisoes simples.

(emds) ::= (emd) | { (¢cmd) ; (cmds) }

{(emd) = id = (expr)
| (if) (bool) (then) (cmds)

2Michael Gordon [Gor79] deixa este ponto tdo claro quanto possivel, quando diz que “tentar determinar, por exemplo, se a
semantica denotacional é melhor do que a axiomética é como tentar determinar se Fisico-Quimica é melhor que quimica organica”.



(expr) = (expr) + (ter) | (ter)
(ter) == (ter) * (fa) | (fa)

(fa) == ({epar) ) |id | num

Veja que hé regras para termos e fatores, para que se possa determinar, durante a andlise sintatica, a prece-
déncia de operadores. Também hé duas regras para comandos, cmd e cmds, para permitir o agrupamento
de comandos.

A gramética abstrata para a mesma linguagem pode ser descrita como segue.

(emd) == (cmd) ; (cmd)
| id := (expr)
| (if) (bool) (then) (cmd)

(expr) = (expr) + (expr)
) * )

| num

Observamos que hd uma regra para sequenciamento de comandos (a primeira para o simbolo (cmd)), mas
nao hé delimitadores do tipo “begin/end”. As regras para expressoes nao definem precedéncia de operadores,
e ndo incluem parénteses para agrupamento.

Como néo nos interessa a grafia exata de palavras reservadas, podemos também escrever a mesma gra-
matica abstrata da seguinte forma.

(C) == (C); (C)
| id « (E)
| (B) = (C)

(E) == (E)+(E)
| (BY(E)
| id
| num
A sintaxe abstrata é também descrita pela estrutura de dados que poderia ser usada para construir a arvore
durante a analise sintatica. A seguir traduzimos esta mesma sintaxe abstrata para a linguagem Haskell e
para um diagrama de classes UML.

Em Haskell:

data Comando = Sequencia Comando Comando
| Atribuicao String Expressaolnt
|

Condicional ExpressaoBool Comando

data Expressaolnt = Soma ExpressaolInt Expressaolnt
| Mult Expressaolnt Expressaolnt
| Valor Int
[

Variavel String

A seguir temos o diagrama UML, que definiria a estrutura para linguagens orientadas a objetos..
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Comando

A
SeqComandos If
cmdl: Comando cond: ExpressoBooleana
cmd?2: Comando cmd: Comando
Atribuicao

var: Id
exp: Expressaolnteira

Expressaolnteira
1d Num
name: string val: int
Mult Soma
expl: Expressaolnteira expl: Expressaolnteira
exp2: Expressaolnteira exp2: Expressaolnteira

Tanto a estrutura de dados descrita em Haskell como o diagrama UML sao descricbes da sintaxe abstrata
da linguagem dada anteriormente.
O exercicio [1l| pede a descrigdo da parte faltante desta estrutura de dados (expressdes booleanas). <

A seméantica de linguagens de programacao é definida tendo como base a gramética abstrata da linguagem.
Ambiguidades sintaticas sdo preocupacao exclusiva da andlise sintdtica, de que ndo tratamos neste texto.

Queremos definir fungdes que déo significado para construtos (cada uma das classes no diagrama UML)
de uma linguagem. Diagramas visuais nao facilitam esse trabalho, portanto usaremos uma descri¢ao formal
da sintaxe abstrata para definir os dominios das fungdes seméanticas.

1.3 Sintaxe abstrata, estilo Scott-Strachey

Neste texto usaremos o estilo de descricdo de gramaética abstrata usual sem seméntica formal, chamado de
estilo Scott-Strachey®.

Definicao 1.3 (sintaxe abstrata, estilo Scott-Strachey). A sintaxe abstrata no estilo Scott-Strachey é com-
posta de

3Dana Scott e Christopher Strachey foram pioneiros da seméantica denotacional.
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i) uma lista de dominios sintdticos. Cada dominio sintdtico é uma parte da linguagem, gerada por um
simbolo diferente.

ii) Uma meta-varidvel para cada dominio sintético, representando seus elementos.

ifi) uma gramdtica livre de contexto, cujos simbolos ndo-terminais sdo as meta-varidveis sintéticas. Cada
meta-variavel representando um dominio deve ter pelo menos uma regra para sua expansao. ¢

Exemplo 1.4. Suponha que queiramos representar expressoes booleanas e numéricas. Temos dois dominios
simples: Id, contendo identificadores; e Num, contendo valores numéricos*. Os outros dominios sintéticos,
Aexp e Bexp sao definidos pela gramética abstrata.

A € Aexp
B € Bexp
Ield

N € Num

As meta-varidveis que usamos sdo A, B, I, N. A gramdtica é mostrada a seguir.

0
not (B) <

Ha notacoes ligeiramente diferentes, que tornam a gramaética mais compacta. Por exemplo, pode-se
definir os dominios sintdticos junto com a gramaética:

A € Aexp =N
|7
|Ax A
|A/A
|[A+ A
|[A— A

1.4 Significado seméantico

Ao tratarmos das seménticas denotacional e operacional, serd central o conceito de funcao semdantica.
Em diversas linguagens de programacao hé, por exemplo, diferentes expressdes do mesmo numero. Em
C, por exemplo,
15, (12 + 3), OxF, 017

4Neste momento n@o nos interessa que conjunto numérico pretendemos representar — se é N onto flutuante, ou algum
) ) )
outro.



representam o mesmo nimero — o inteiro 15 (se o tdltimo valor parece estranho, observe que um literal
numérico comecando com 0 em C' é lido como niimero em representacio octal’). Presumimos portanto que
numeros existem sem depender de sua representacdo: podemos usar 4, iv, ou 1 + 1+ 1+ 1 para representar
a mesma entidade. Cada dominio sintatico que definimos em nossas linguagens de programacao deve ser
mapeado em um conjunto de significados — ou seja, em um dominio semantico.

Definicao 1.5 (fungdo seméantica). Uma fung¢do semdntica é uma fungio cujo dominio sdo os elementos da
linguagem descrita por uma sintaxe abstrata. ¢

Exemplo 1.6. Num é um conjunto de simbolos, que representam niimeros
Num = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}"

Podemos definir a funcao seméantica
N :Num — N

que mapeia palavras de Num em ntimeros naturais:

N[o] =0
N[5 =5
N20] = 20

Ja a fungdo seméantica
X :xNum — N

mapeia palavras em xNum = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,A,B,C,D,E,F}* em N:

X[0]=0
X[2] =2
X[14] = 26
A funcao seméntica
B :bNum — N
mapeia as palavras em {0,1}* em N.
B[0] =0
B[] =1
B[101] = 5 <

A seméntica denotacional trata de encontrar func¢oes seménticas para todos os dominios sintaticos de um
programa.

1.5 Descricao de funcoes

H4 duas maneiras importantes de descrever fungdes que usaremos extensivamente neste texto. As duas sao
expostas brevemente nesta secao.

5Niimeros em representagio octal (base oito) nio sio mais tdo comuns quanto eram quando a linguagem C foi desen-
volvida, mas o padrdo ainda define literais octais. Pode-se verificar que 017 = 15 com o pequeno programa a seguir:

#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>

int main() {
printf ("Valor de 017: %d\n",017);
exit (EXIT_SUCCESS);



1.5.1 Grafico de funcgoes

Uma relacido entre A e B pode ser representada como um conjunto de pares ordenados (porque é um
subconjunto de A x B; como fungoes sdo relacoes, também admitem esta representacao.

Definicdo 1.7 (grafico de funcdo). Seja f: A — B uma fungdo. O grdfico de f é o conjunto de pares
gr(f) ={(a,b) : a € A,b= f(a)} ¢
Exemplo 1.8. O grafico da fungdo f: N — N tal que f(n) =2n é
gr f(z) ={(a,b) : a € N,b=2a}
= {(0,0),(1,2),(2,4),...}. <
Exemplo 1.9. O gréfico da fun¢do sinal s : R* — {—1,+1}, com f(z) = |z|/z, é
gr(s) ={(z,+1): v e Ry} U{(z,—1): z€R_}. <

Exemplo 1.10. Seja X = {a,b}. Defina a funcio p : ¥* — {true,false} como p(a) = true se o é
palindroma, e p(«) = false caso contrario. Entao

(p) = (aaa, true), (aab, false), (aba, true), (abb, false),
grip) = (baa, false), (bab, true), (bba, false), (bbb, true)
1.5.2 Notacgao A

Tomamos do A\-Célculo uma notagdo conveniente para fungoes. O A-Célculo serd apresentado no Capitulo
sendo que nesta se¢do apresentamos somente parte de sua notagao.

Definigao 1.11. Se uma fun¢do mapeia x em «, denotamos
AT -«
Se f = Az -a, a aplicagdo desta funcio a um parametro y é denotada

f v ¢

Claramente, (f y) é o mesmo que usualmente denotamos f(y).
A notacdo A nos permite tratar de fungoes sem dar-lhes nome; permite que usemos fungoes como valores
para varidveis (como em “f = Az -...”); e é padrdo no estudo de semantica de linguagens®.

Exemplo 1.12. A funcdo dobro é denotada Az - 2z. Podemos escrever, portanto, que
(()\x %) 5) — 10.

Ou ainda, se definirmos que
d=\x-2x

entao

(d 15) = 30. <

Para descrevermos fungdes com mais de um argumento, separamos os argumentos com virgula. Por

exemplo,
Az, y, 2z /22 +y? + 22

é a norma usual em R3.

6Também é usada em linguagens de programacéo da familia Lisp para descrever funcdes anoénimas: (lambda (x) (* 2 x))
é a fungdo que toma um argumento (x) e o multiplica por dois.
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1.6 Aplicacao parcial

Definicdo 1.13 (aplicagdo parcial). Seja f uma fun¢do com n argumentos. Se fixarmos parte dos argu-
mentos, teremos uma nova fung¢do, com k < n argumentos. Esta nova fungdo é uma aplicagcdo parcial de

I ¢
Exemplo 1.14. Seja f = Ax,y,z- * +y+ 2. Entdo g = Az, z- =+ 5+ z é aplicagdo parcial do segundo
argumento da funcao f. <

1.7 Foérmulas

Nesta se¢ao, usamos a palavra formula em amplo sentido: informalmente, uma férmula aqui é uma expressao
formal, possivelmente contendo varigveis. Note que isto inclui férmulas em 16gica de primeira (ou mais alta)
ordem, expressoes mateméaticas em geral, A\-expressoes, e trechos de programas.

Definicdo 1.15 (substitui¢do). Seja ¢ uma férmula. Denotamos por ¢ly / x] a substituicio de x por y em

®. ¢
Exemplo 1.16. Se ¢ = (z + y)z?, entdo la/z] é (a + y)z>. <
Exemplo 1.17. Se ¢ = (p A q) V r, entdo ¢[p/q] é (p Ap) Vr. <

Variaveis em uma férmula podem ser livres ou ligadas. Esta é uma propriedade sintdtica de férmulas,
que usaremos com frequéncia. Nao definiremos formalmente estes conceitos, mas tratamos informalmente
deles a seguir.

Uma variavel em uma férmula é livre quando ndo é definida na prépria férmula, e portanto faz referéncia
a alguma entidade fora dela.

Uma varidvel em uma férmula é ligada quando é definida (ou vinculada) por um operador, como um
quantificador universal ou existencial, integral, derivada, limite, somatoério, etc — ou quando é argumento
de uma funcdo. Dizemos que estes operadores sdo vinculantes. Os operadores a seguir sao exemplos de
operadores vinculantes:

koo .
e > ,._, vincula n, mas ndo k.

. f; ...dx vincula x, mas ndo a e b.
e lim, ,x vincula x, mas ndo K.

e dx e Vx vinculam z.

e \z- vincula x.

Esta nog¢do estende-se naturalmente para trechos de programa: uma varidvel em um trecho é ligada se foi
definida naquele trecho (mesmo que como argumento de uma fungio); é livre se foi definida fora do trecho
(por exemplo, foi definida em escopo anterior, ou é global).

E essencial notar que se uma varidvel z é ligada em uma férmula ©, € y nao ocorre em ¢, entao podemos
trocar ¢ por ¢[y/x], trocando z por y, sem que o significado da férmula mude.

Se z for livre em ¢, ndo podemos troca-la por outro simbolo, porque x faz referéncia a uma entidade
externa a .

Exemplo 1.18. Na férmula
Ve,y: dz,w: x+ay=zw

podemos fazer substitui¢bes nas variaveis w, x, y, z:

[m/w], [n/x]; [o/yl; [p/7]
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obtendo a féormula
Vn,o0 Ip,mn + ao = pm

com o mesmo significado — portanto estas varidveis estao ligadas nesta féormula. No entanto, ndo podemos
substituir a varidvel a, porque ela faz referéncia a algo fora da férmula — portanto a é variavel livre. <«

Exemplo 1.19. A seguir estd uma fungdo em C que verifica se dois nimeros estdo préximos o suficiente.
Verifica-se, ali, se |a — b| < e. Como & deve ser configurdvel e o programador decidiu que ele pode mudar em
tempo de execugao, ele foi definido como variavel global.

bool proximos (double a, double b) {
if (fabs(a-b) < epsilon)
return true;
else
return false;

}

As variaveis a e b sdo ligadas, porque foram definidas nesta fungdo como argumentos. Jé a variavel epsilon
é livre. Podemos trocar as varidveis ligadas por outras nao usadas na fungdo. Por exemplo, usar x e y ao
invés de a e b sem modificar o significado do programa:

bool proximos (double x, double y) {
if (fabs(x-y) < epsilon)
return true;
else
return false;

}
Néo podemos, no entanto, mudar o nome epsilon, porque ele faz referéncia a uma entidade externa (uma
varidvel global). <

Exemplo 1.20. Na férmula
dz: z=Xx-xyz

as varidveis = e z sao ligadas, e y é livre. <

t
/ et®dt
0

a variavel t é ligada, e x é livre. <

Exemplo 1.21. Na férmula

Um diagrama de Stoy é obtido de uma férmula trocando as varidveis ligadas por marcas, e ligando cada
variavel a sua defini¢cdo. Por exemplo, a formula

Vedy: z+y==z

tem o diagrama de Stoy a seguir.

1
V. 3.: .—O—.ZZ
L

1.8 Estado de programas

Estaremos interessados nos valores de varidveis e em como eles sdo modificados. Damos o nome de “estado
do programa” ao conjunto de atribuicoes de valores a varidveis.

Defini¢ao 1.22 (estado). O estado de um programa é uma fun¢do que mapeia varidveis em valores. ¢
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Denotamos por [z — 2,y — 3] o estado em que a varidvel x vale 2 e a varidvel y vale 3.
Usamos a mesma notagdo para modificagdes em estados: denotamos por s[k / z] o estado s, modificando
o valor da varidvel x para k.

Exemplo 1.23. Se s = [z — 2,y +— 3], entdo
s[10 / y] = [z — 2,y — 10]. <

Exemplo 1.24. A seguir temos um trecho de programa em C (ou Java). Presumimos que antes deste
trecho, nenhuma variavel tem valor definido, por isso o estado é vazio.

x = b;
y = 2

/* PRIMEIRO momento */

if x>0 {
y = 2%x;
X

/* SEGUNDO momento */

No PRIMEIRO momento, o estado do programa é [z — 5,y — 2]. No SEGUNDO momento, é [t — 5,y —
10]. <

Exemplo 1.25. O estado de um programa ¢ uma funcdo de varidveis em valores. O grafico do estado
[z 4,y — 10] é {(z,4), (y,10)}. «

Exemplo 1.26. O trecho de programa “a = 1;” pode ser visto como uma funcdo P : ¥ — ¥ que muda o
estado de um programa, alterando o valor de a para um — ou seja, a funcdo estado, que mapeia varidveis em
valores, passa a mapear a em um.

gr(P) = {(o,0[1 /a]),0c € X}. <

1.9 Arvores de Prova

Definicdo 1.27 (regra de inferéncia). Uma regra de inferéncia consiste de um niimero de hipGteses e uma
conclusao. Escrevemos regras de inferéncia posicionando as hipéteses acima e a conclusdo abaixo de uma

barra horizontal:
H, Hy --- H,

C

Por exemplo, a regra modus ponens é descrita como

P P—-qQ
Q

Definicao 1.28 (sistema de prova). Um sistema de prova é um conjunto de regras de inferéncia. ¢

Nas regras de inferencia temos varidveis légicas. Por exemplo, na regra modus ponens,

P P—-qQ
Q

P e (Q sdo variaveis.
Ao encadearmos regras de inferéncia, obtemos drvores de prova.
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Exemplo 1.29. Provaremos que
p—=t,pA(gVr),sktAs.

A prova pode ser escrita da seguinte maneira:

0.p—t (premissa)
1.pA(gVT) (premissa)
2. (premissa)
3.p (1, eliminacdo de A)
4.¢ (0 e 3, modus ponens)
5. tAs (2 e 4, introducao de A)
A &rvore de prova é
pA(gVr)
d <
4 s
tAs
1.10 Definicoes Recursivas e Inducao Estrutural
Uma definicdo para uma variavel x é recursiva se é da forma
def
€T = +++ X ++- s
onde o simbolo & significa “é definido como”, e --- x --- é uma expressao com referéncia & variavel x que
estd sendo definida. Para simplicidade de notagdo, poderemos usar = ao invés de def.
Exemplo 1.30. Podemos definir  como
2
T =—,
x
ou seja, “x é o nimero que ¢é igual a 2 dividido por ele mesmo”. <

As defini¢oes recursivas que nos interessardo sdo em casos (normalmente casos base e casos recursivos,
ou indutivos).

Definicdo 1.31 (definigdo recursiva). Uma defini¢io para uma varidvel x é recursiva se é da forma

e arlaz| - ar| Bi(@) | Bal@) | - | Bule),

onde | significa “ou” (z é definido como «a; ou as, etc). Os «; sdo defini¢des diretas para z, e os §; sdo
definigoes recursivas (separamos por conveniéncia os casos em que x é definida diretamente e recursivamente).

¢
Exemplo 1.32. O fatorial de um niimero natural é definido como
ol=1
n!=n(n—1)!

O sfmbolo fatorial (que estamos definindo) é usado em sua prépria definicao.
Aqui, a1 é0'=1,e 51 énl=n(n—1)L
Para maior clareza, reescrevemos usando notacao A:

F . 1 n=20
n(Fn-1) n>0
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Entendemos que o simbolo F' é o nome de uma varidvel, cujo valor € a funcdo fatorial, sendo definida.
Agora fica evidente que o simbolo F' estd sendo definido como --- F ---, e a definicdo é corretamente
classificada como recursiva de acordo com nossa definicdo. <

Exemplo 1.33. E usual encontrar a defini¢do recursiva de sequéncias numeéricas, como no exemplo a seguir.
ay = 2
Ay = 2an_1 + 2

Aqui a “varidvel” que estd sendo definida é “(a,)”, que é na realidade uma forma compacta de escrever
a : N — N. Esta definicdo recursiva define uma sequéncia, que é uma funcdo com dominio igual a N:

2 n=1
a=An-
2@n—1)+2 n>1 =
Inducéo estrutural é uma técnica para demonstrar propriedades de estruturas definidas recursivamente.

Teorema 1.34 (indugdo estrutural). Seja x definido recursivamente,

f

v S anfaz| - [an | Bi(@) | Bala@) | -+ | Bula),
E seja P(-) uma proposi¢io a respeito de objetos do tipo x. Se:
i) P(«;) vale para todo i;
it) P(z) implica P(B;(x)) para todo i,
entao P(x) vale para todo x.

Exemplo 1.35. Normalmente uma arvore é definida como um grafo conexo sem ciclos. Podemos, no entanto,
dar uma defini¢do recursiva:

o Um vértice isolado é uma arvore (a arvore trivial)

e Se T é uma arvore, entdo também serd arvore o grafo obtido de T" adicionando um vértice w e ligando
w por uma aresta a algum vértice de T' com grau estritamente menor que dois.

Provamos agora que toda arvore com e arestas tem exatamente e + 1 nés.
e Base: a arvore trivial tem um vértice e zero arestas.
e Hipdtese: T tem e arestas, e e + 1 vértices.

e Passo: para obter uma nova arvore a partir de T', adicionamos um vértice e uma aresta, e teremos
portanto e + 1 arestas e e + 2 vértices. <

Exemplo 1.36. Provaremos que na linguagem definida pela gramética
C—X|(C)

X > Xa|Xb|ec

todas as palavras tem ntimero par de parénteses.

As palavras sdo geradas por C'. Como
C—X|(0),

verificamos as palavras geradas por X e por (C).

i) Em X — Xa | Xb| ¢, verificamos que nao ha produgéo de parénteses (temos 0 parénteses, par).

ii) (C) tem um nimero par de parénteses (2). Como, por hipétese de inducido, C' gera uma palavra com
2k parénteses, entdo teremos em (C) o total de 2k + 2 parénteses. <

Podemos usar indugéo estrutural também em arvores de prova e diversas outras estruturas.
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Exercicios

Ex. 1 — Complete a estrutura de dados do exemplo com expressoes booleanas.
Ex. 2 — Represente a funcao f(x) = w usando notacgdo A.

Ex. 3 — Seja o = [z — 10;y — 3; 2z +— 1]. Compute o estado resultante:

usando o' = olx/y;12/2],

(o -olz/y)) o)

Ex. 4 — Descreva o gréafico das fungoes a seguir.
a) f(X) = P(X), onde o dominio de f é o conjunto de todos os conjuntos finitos”.
b) f(z,y) =3, onde z € N, y € R2.
c) f(z) =Ay- zy, com z,y € R.

Ex. 5 — Prove que no tridngulo de Sierpinski todo dngulo é de exatamente sessenta graus.
Ex. 6 — Prove que para toda arvore binaria T' com altura h,
2h L > 7| + 1,

onde |T| é a quantidade de nés da arvore.

"N#o hé paradoxo aqui!
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Capitulo 2

Uma linguagem-exemplo

Precisaremos de uma linguagem extremamente simples para exemplificar os conceitos apresentados. Faremos
0 mesmo que se faz em muitos livros ao apresentar semantica formal: usamos uma linguagem imperativa
minimalista. O leitor reconhecerd esta mesma linguagem em outros livros (IMP em Winskel [Win94] e em
Gunter [Gun92|; While em Nielson e Nielson [NN07], e em Stump [Stuld]; SIMP em Fernandez [Fer14]).

A linguagem que usaremos inicialmente serd imperativa, e permitird usar os seguintes cinco comandos.

o atribuicdo de valores a varidveis, denotada por :=. O comando x := e significa “calcule o valor da
expressao e e o armazene na variavel x”.

e skip, que nada faz.

e sequenciamento de comandos, denotado por ponto-e-virgula. A expressao “cy;ce” significa “execute
c1, depois execute c”.

¢ decisao, onde usaremos os tradicionais if, then e else.
e repeticdo, onde usaremos while.

Também incluimos na linguagem delimitadores para comandos compostos, para que possamos incluir mais
de um comando dentro dos bracgos de then, else e while. No entanto, estes delimitadores sao de interesse
apenas para a sintare concreta, e ndo 0s usaremos na sintare abstrata.

2.1 Limitacoes
Inicialmente, nossa linguagem s6 tera varidveis inteiras. As expressdes podem ser de dois tipos:

o Aritméticas, onde podem ser usadas as operagoes +, — e * (ndo incluimos divisdo porque nossos
ndimeros sao inteiros)

e Booleanas, onde pode-se comparar expressoes aritméticas com =, > e <; e usar operadores légicos and,
or e not.

A linguagem também néo permitird usar comandos de entrada e saida, nem estruturas para defini¢cdo de
blocos, fungdes ou variaveis locais. Embora com isto ela fique distante de linguagens reais, nos permitira
manter o foco inicialmente em conceitos importantes. Presumiremos que o programa estd em algum estado,
com valores jd atribuidos das varidveis, e que nos interessa verificar o estado do programa apds a execucao,
sem necessariamente retornar ou itmprimir valores.
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2.2 Sintaxe

A sintaxe abstrata de nossa linguagem é dada a seguir.

e Dominios sintdaticos:
C € Cmd, comandos
A € Aexp, expressoes aritméticas
B € Bexp, expressoes booleanas
I €1d, identificadores
Z € Int, ntmeros inteiros

e Gramdtica abstrata:

(C) == skip
| (1) :=(4)
(€); {C)

|
| if (B) then (C) else (C)
| while (B) do (C)

(A) == 7
| 1
| (4) *(4)
| {A) + (4)
| {4)-({4)
ue | false

]
/\

A)

(A
<

r<
B)

Note que simplificamos a linguagem, nao permitindo o uso de varidveis booleanas e de comparacao de
igualdade de expressoes booleanas (ndo sio validos os trechos de programa “z := false” ou “not (true =
false)”).

Apés apresentar os conceitos basicos de seméantica denotacional, operacional e axiomaética, aumentaremos
nossa linguagem com procedimentos, passagem de parametros, ndo-determinismo e outras caracteristicas.

@@EE§ i

)
)
nd (B)
)

/\on)vl\

Exercicios
Ex. 7 — Expanda a linguagem dada com procedimentos, dando sua sintaxe concreta e abstrata.
Ex. 8 — Escreva alguns algoritmos simples na nossa linguagem-exemplo:

i) um programa que tome o valor de uma varidvel n, calcule seu fatorial e o deixe na varidvel f.
ii) um programa que determine se um ndmero n é primo.

iii) um programa que verifique se os valores das varidveis a, b e ¢ poderiam ser os comprimentos dos lados
de um triangulo.

Ex. 9 — Modifique a linguagem, e de suas sintaxes concreta e abstrata, adicionando:
a) procedimentos e fungoes;

b) declaragoes de varidveis;
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¢) declaragoes de tipos compostos de dados.

Ex. 10 — Implemente um interpretador ou compilador para a linguagem que descrevemos. '{‘:(‘):3
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Capitulo 3

Semantica Denotacional

Queinnec d4 uma breve introducdo & seméantica denotacional [Que96|; o livro de Lloyd Allison trata ex-
clusivamente deste tépico [All86]. Os livros de Gordon |Gor79] e de Stoy [Sto81], mais antigos, trazem
importantes insights.

Uma abordagem mais extensa em Teoria de Dominios é dada no livro de Stoltenberg-Hansen e Grif-
for [SLGY94]. O Matemético interessado em Dominios e Categorias de fungdes parciais poderd consultar
também o livro de Fiore [Fio96].

Na Semantica Denotacional de nossa linguagem, olhamos para trechos de programa como funcoes que
modificam o estado: cada trecho ¢, portanto, denota uma fungéo C : ¥ — X. Isso apenas para comandos,
claro — expressoes ndo modificam estado. A notagio que usamos é “Cl[cJo = ¢’”, significando que “o programa

/9

(ou trecho) ¢ denota a fungdo que mapeia o em o'”.

Escrevemos C[c]o ao invés de C(c, o). Isto porque queremos indicar claramente que o argumento “c” ndo
deve ser interpretado: ele é uma palavra de um dominio sintatico. Ou seja, C[010] tem como argumento a
palavra 010, e ndo o ndmero dez. Os simbolos [ ] sdo demarcadores de sintaze. E como visto no primeiro
Capitulo, “010” pode ter significados diferentes, dependendo da linguagem (em C, significa oito; em outras
linguagens, usualmente significa dez.

As expressoes usam o estado do programa (porque dependem dos valores das varidveis), mas nao o
modificam. Assim, “E[e]o = n” significa que a func¢do semantica £ da o significado semantico da expressao
inteira e — que por sua vez, leva do estado ¢ a um valor inteiro z (o valor da expressao).

3.1 Dominios Sintaticos e Semanticos

Nossa linguagem é bastante simples, com apenas trés dominios sintdticos. Como fung¢ées seméanticas mapeiam
sintaxe em significado, precisamos definir um dominio semantico para cada dominio sintatico.

Os dominios sintaticos Aexp e Bexp claramente devem ser mapeados em Z e {true, false}.

Um comando, ou trecho de programa, denota uma funcao de estados em estados. A fungdo seméantica C,
portanto, mapeia a linguagem Cmd em fungoes; estas fungoes transformam estados em estados. portanto a
C deve ser do tipo C : Cmd — (¥ — ).

Nossa linguagem tem cinco dominios sintaticos: Cmd, Aexp, Bexp, Id, Int. Definimos agora os
dominios seménticos,

7, = numeros inteiros
B = {true, false}
(X — ¥) = fungoes transformando estados,
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e as fungoes seménticas que construiremos no resto deste Capitulo:

E:Aexp— (X = 1Z)
B:Bexp — (X — B)
C:Cmd— (X —X)

Definiremos as fungbes seméanticas em casos. Por exemplo, a fun¢io £ : Aexp — Z é definida por um
conjunto de equagoes, dentre elas

E[[el + 62]]0’ = 5[[61]]0’ + S[[eg]]a
8[[61 — 62]]0 = 5[[61]]0 — S[[eg]]a

A primeira equagdo, por exemplo, define o caso em que £ é aplicada com o primeiro argumento igual a soma
de duas expressoes: o significado de e; + ey, no estado o é a soma, usando o estado o, do significado de ey
com o significado de es.

Ha alguns pontos importantes a observar. Primeiro, cada frase da linguagem é representada em uma
equagdo. Além disso, o significado de uma frase (por exemplo, “e; + e3”) depende somente do significado
de suas subfrases (e; e e3). Aparentemente, nestes exemplos, “movemos o operador para fora da funcao
semantica”, e o lado direito das equacgoes parece espelhar a sintaxe das frases. Isto nos leva a definicao de
equagoes dirigidas por sintaze.

Defini¢ao 3.1 (fungio seméntica; equagoes dirigidas por sintaxe). Uma fun¢ido que mapeia dominios sin-
taticos em dominios semanticos é chamada de func¢do semantica. Um conjunto de equagdes definindo uma
funcéo semantica é dirigido por sintaze se:

i) hd exatamente uma equagdo para cada produgdo da gramdtica, e
ii) cada equagdo deve dar o significado de uma frase usando apenas o significado de suas subfrases. ¢

As restrigoes impostas por fungoes seméanticas dirigidas por sintaxe junto com as restri¢cées de gramaéticas
abstratas garantem que a func¢ao seméantica sendo definida é Unica.

3.2 Expressoes

Comegamos com o significado semantico de expressoes inteiras e booleanas.
A funcdo semantica £ d4 a denotagdo de expressdes inteiras:

E:Aexp — (X > Z)

O significado de niimeros inteiros na base dez é determinado usando o fato de que o sistema que usamos é
posicional, e um ntimero com digitos d,d,_1 ...d1dy tem valor Zi 10°d;. Para todo estado o e nuimero n,
E[n] é constante:

o] =0
EN) =1 c[6] = 6
E[2] =2 g =7
3] = 3 8] = 8
4] = 4 o] = 9
g5 = 5 E[6v] = v + 10£[4]
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Verificamos o significado de 241:

E[241] = 1 + 10£[24]
— 1+ 10(4 + 10£[2]
=14 10(4 4 10(2))
= 241.

O significado de expressoes aritméticas é dado a seguir.

Enlo=n (n é inteiro)
E[v]o = o(v) (v é varidvel)
E[—e]o = =E&[e]o
Eler + ex]lo = E[er]o + Efes]o
Eler — ea]lo = E[er]o — Efes]o
Eler * ex] o = E[er]o * Ele2] o

Da mesma forma que fizemos com expressoes inteiras, construimos a seméantica de expressdes booleanas. A
fungéo semantica B é

B:Bexp — (X — B).
Para expressoes booleanas, temos dois valores, true e false,

B[true]o = true
B[false]c = false

regras recursivas para operadores 16gicos,

B[-b]lo = =B[b]o
B[b1 V ba]o = B[bi]o ou Blbs]o
B[[bl A bg]]O’ = B[[blﬂo (§ B[[bQ]]U

e para comparagoes entre expressoes aritméticas:

Bller > esx]o = if (E]er]o > E]ez]o) then true else false
Bler < ex]o = if (E]er]o < E]ez]o) then true else false
Ble1 = ex]lo = if (E[e1]o = E[e2]o) then true else false

Nao incluimos parénteses porque trabalhamos com sintaxe abstrata.

3.2.1 Numeros em bases diferentes

Podemos também definir o significado de nimeros em bases diferentes, uma vez que a representacao em
diferentes bases é sempre feita usando o sistema posicional; variam somente a quantidade de casos e o valor
a ser multiplicado na regra indutiva.

Exemplo 3.2. Para ntimeros em hexadecimal, definimos a fungdo X'. Seja H = {0,1,2,...,9,A,B,C,D,E, F}.
Entao
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X[8] = 8

i% ;? X[9] =9
X[2] = 2 X[A] = 10
X[ = 5 X[B] = 11
Yl - 4 xX[C] = 12
Vs — 5 X[D] = 13
s AE= 1
Y — 7 X[F] = 15
X[ov] = v+ 16X[0]
ondeve Hyede HT. <

3.3 Comandos

Construiremos a fungao seméantica C, um comando por vez.

skip: o comando ndo modifica o estado, logo C[[skip] é a funcio identidade: C[skip] (o) = o, ou, sem
0s parénteses,
Clskip]o = o

atribuigao: uma atribuicado somente modifica o valor de uma varidvel; assim, sua seméantica é

Clx :=t]o = o[&[t]o / ]

sequéncia: executamos dois comandos em sequéncia, c¢1;ce. Se ¢; ndo para, a fungdo seméntica da
composicao deve resultar em |, independente de quem seja cy. Caso contrario, deve ser a fungao
composta ¢y o ca.

Cle1;c2]o = if (Cler]o = L) then L else Clez]|(Clei]o)

if: a seméntica do comando condicional é simples. Dependendo do valor de B[b], ¢; ou cg serd
executado, e o valor da seméntica do if serd, portanto, C[c1] ou Clea].

C[lif b then ¢; else co]o = if (B[b]o = true) then C[c;]o else Cllea]o

A fungdo C é resumida a seguir, exceto por nio termos incluido a seméntica do comando while. Aqui,

w "

1))

c¢” e “c¢;” sdo comandos; “b” é expressao booleana; e “e” é expressao inteira.

C[skip]oc = o
Cllv :=e]Jo = o[€[e]o / v]
Cller; e2]o = if (Cler]o = L) then L else C[eca](Clei]lo)
C[if b then ¢ else cz]o = if (B[b]o = true) then Clc1]o else C[cz]o

Agora verificamos o problema que encontramos com a semantica de while. Tentamos inicialmente a
seguinte defini¢ao.

C[while b do c]Jo = if (-B[b]o) then o
if (C[[cJo = L) then L
else C[while b do c](C[c]o)
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O problema com esta tentativa é que a seméntica de while esta sendo definida em termos de si mesma
(hd um while no lado direito da equagéo).

Como exemplo concreto de um problema que surge desta definicdo de seméantica, observamos o que ocorre
quando tentamos determinar o significado semantico de “while true do skip”.

C[while true do skip]o = C[while true do skip](C[skip]o)
= C[while true do skip]o

porque C[skip]o = o.
Na verdade, deveriamos chegar a

C[while true do skipllo = L,

para qualquer o. N&o conseguimos porque nossa definigdo é circular, e ao tentar usa-la, nossa deducao
também voltou ao inicio.

3.4 Definicoes Recursivas e seus Pontos Fixos

Encontramos um problema para descrever a semantica do comando while porque sua definicdo é natural-

mente recursiva: repeticdes em nimero parametrizavel de vezes sdo descritas dessa forma'.

Definicao 3.3 (solugdo para definigdo recursiva). Uma solugdo para uma defini¢do recursiva de z é um valor
que, quando substituido em x, satisfaca a equacao da defini¢ao.

Ou seja, se a definigdo é x def ©(z), entdo um elemento s é solucdo se e somente se s = (s). ¢
Exemplo 3.4. Damos alguns exemplos de defini¢des recursivas de valores numéricos.

e z =14 x nao tem solucoes em C.

o = % tem uma tnica solucdo em C: z = /2

e x =2z tem uma unica solugao sobre C: x = 0.

o x = % tem duas solugoes em C: x = +2. <«

Exemplo 3.5. A quantidade de solu¢bes para uma defini¢do recursiva depende do conjunto universo que
usamos.

. x:%tem
x

— uma solugdo em N: z = 1.
— duas solugbes em Z e R: x = +1.
— quatro solugoes em C: x = £1, x = +1.

2

o) tem

— nenhuma solucao em N ou Z.
— duas solugoes em R: x = :I:%.
— quatro solugoes em C: x = :t%, T = :I:ﬁ
e x = x tem tantas solucoes quantos elementos houver no conjunto universo. Em R e C, a definicdo tem
uma quantidade ndo enumerdvel de solugdes (mas os conjuntos de solugdes sao diferentes para R e C).

Em N e Z, tem uma quantidade enumerével de solugoes (mas os conjuntos de solugoes em N e Z sao
diferentes). Em {1,2,3}, tem trés solugoes. No conjunto vazio, ndo tem solugoes. <

10 leitor familiar com Teoria das Funcdes Recursivas e Computabilidade reconhecera o operador de ponto fixo, que cons-
truiremos nesta secao.
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Exemplo 3.6. Retomamos a defini¢ao recursiva de sequéncia dada no exemplo
a; =2
Ay, = 2Gp_1 + 2.
Esta definigdo tem uma tnica solugao — a fungao
an, =2(2" - 1),
ou, usando explicitamente a notacdo de funcdo, nossa solugéo é An - 2(2" — 1). <

Definicao 3.7 (ponto fixo). Um ponto fizo de uma fungdo f é um elemento x do dominio de f tal que

f(z) =a. ¢

Exemplo 3.8. Os ntimeros 0 e 1 sdo os (tinicos) pontos fixos da funcio raiz quadrada em R*, porque v/0 = 0

e \/I =1. <
Exemplo 3.9. O zero é o tnico ponto fixo da funcdo seno, porque sen(0) = 0. <

Exemplo 3.10. A func¢io 2sen(z) tem trés pontos fixos: 0 e £1.89549 . ... Um ponto fixo da funcao acontece
na intersecao dela com a fungdo identidade f(z) = x, como vemos no gréfico a seguir.

3,,

<

Exemplo 3.11. A funcdo zsen(z) tem infinitos pontos fixos: x =0e z = 4”"%, n € Z. O grafico a seguir
mostra as fungoes f(z) = x e g(x) = zsen(x).

20 7

T

—10 +

\/ 0 20

—20 +
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As duas coincidirdo nos pontos fixos de zsen(z), Como sen(z) € [—1,1], claramente teremos z = x sen(z)
exatamente quando x = 0, e quando sen(a:) = +1. Observe, no entanto, que quando x < 0, nos pontos
em que sen(x) = +1, temos xsen(x) < 0, por isso as intersegdes no lado esquerdo do gréfico sdo abaixo do
ZEero. <
Definicao 3.12 (fungao geradora de defini¢ao recursiva). Associada a toda definigdo recursiva

def
xrT = - ---

definimos uma func¢do geradora

AT-oT . ¢

Fazemos agora uma observacao que nos permitird determinar a seméantica de lagos while e diversas outras
construgoes de repeticdo: a solugcdo para uma definicao recursiva € o ponto fizo de sua funcao geradora.

Exemplo 3.13. Considere a defini¢ao recursiva

det 1
x = —.
x
A funcao geradora desta defini¢ao é
Ax-1/z.
Em R, ha dois pontos fixos para esta funcdo, 1, que sao as duas solugoes da definicao. <«

O préximo exemplo é de grande importancia, porque ilustra uma situacdo em que a funcido geradora é
um funcional (é to tipo (N — N) — (N — N)). Isto acontecerd também com a seméntica do while, exceto
que ao invés de N, usaremos o conjunto de estados do programa.

Exemplo 3.14. No exemplo mostramos uma sequéncia definida recursivamente. Em notacdo A, a
sequéncia é

2 n=1
An -
{2(@ n—1)+2 n>1

Como o objeto que estamos definindo é uma funcao do tipo N — N, a funcdo geradora € uma fungdo do tipo
(N—N) - (N — N).

Ag -An- (QSenzl; 2(g n—1)+2sen>1)

——

dada g,

calculamos a func¢do An-...g...

Sabemos que a solucao para uma defini¢do recursiva é o ponto fixo de sua funcao geradora. Verificaremos o
que obtemos da funcao geradora para trés funcoes diferentes, candidatas a ponto fixo da fungao geradora.

e Se f(n) =n, a fungdo geradora nos dard

An - (QSenzl; 2(f n—1)+2sen>1)
=An - (2 sen=1;, 2n—24+2sen > 1)
=An - 2n,

que nao é ponto fixo da funcgdo geradora, porque f(n) ndo é igual a An - 2n.
e Se g(n) = 2n,

An - (QSen:I; 2(g n71)+286n>1>
=\n - (2 sen=1; 2(2n—2)+2 sen>1)
=\n - (2sen:1; 4n—2sen>1)
=n-4n — 2,

que também nao é ponto fixo, porque g(n) # An - 4n — 2.

25



e Se h(n) =2(2™ — 1), a funcao geradora nos dé

)\n~<2sen=1; 2(h n—1)+23en>1>
—An- (2 sen=1; 222" —1)]+2sen> 1)
:)\n~(25en:1; 2[2"72]+25en>1)
:/\n~<25en:1; 2(2”—1)sen>1)
=An-2(2" — 1),

que de fato é o tnico ponto fixo!

O ponto fixo da funcio geradora é exatamente a solugdo da recorréncia, que ja vimos no exemplo [3.6 <

3.5 Ordens Parciais e Dominios

Quando uma definicdo recursiva define elementos em um conjunto parcialmente ordenado, passa a fazer
sentido comparar os pontos fixos da fungao geradora. Esta secdo trata da definicdo e da prova da existéncia
de pontos fixos minimos.

Defini¢ao 3.15 (conjunto parcialmente ordenado). Uma relagdo C em um conjunto X é uma ordem parcial
se é

o reflexiva: x C x.
e transitiva: x C y, y C 2z implica em x C z.
e antissimétrica: x C y, y C x implica em = =y
Dizemos que o par (X,C) é um conjunto parcialmente ordenado. ¢

Abusaremos da nomenclatura, e diremos que o conjunto parcialmente ordenado (X,C) é uma ordem
parcial.

Exemplo 3.16. Um exemplo simples e evidente de ordem parcial é (Z, <). <

Exemplo 3.17. Seja X um conjunto. Entdo (X, =) é ordem parcial, porque (i) Vz € X,z = z; (ii)sexz =y
ey = zentdo x = z. (iii) se x =y e y = x, trivialmente temos = = y. |

Definicdao 3.18 (diagrama de Hasse). O diagrama de Hasse de uma ordem parcial é um grafo onde os
vértices sao os elementos do conjunto parcialmente ordenado, e as arestas representam a relagao de ordem.
O diagrama de Hasse é desenhado de forma que se a C b, entdo a estard abaixo de b. S6 sdo representadas
as relagoes diretas de C — se a C ¢ pode ser inferido por transitividade, a aresta (a,c) ndo é desenhada. ¢

Exemplo 3.19. (N*,|), onde al|b significa “a divide b” é conjunto parcialmente ordenado. A figura a seguir
mostra apenas parte do diagrama de Hasse desse conjunto; fica claro que o diagrama é infinito, e cresce
indefinidamente a direita e para cima.
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N s
N s
N s
N s

8\4/12\6/18\9/27

Na base da figura estda o nimero um, que divide qualquer natural; imediatamente acima dele, estao os primos;
a seguir os nimeros com apenas dois fatores, e assim por diante (a quantidade de fatores primos do ntimero
é a altura dele no diagrama). <

Exemplo 3.20. Seja ¥ um alfabeto, e £* o conjunto de palavras com os simbolos em ¥. Entdo (X*, <),
onde < significa “é sub-palavra”, é ordem parcial, porque (i) toda palavra é sub-palavra de si mesma; (ii) se
a é sub-palavra de b, e b é sub-palavra de ¢, claramente a é sub-palavra de ¢; (iii) se a é sub-palavra de b e
b é sub-palavra de a necessariamente a = b.

Para um exemplo concreto usamos o alfabeto ¥ = {a,b}. O conjunto de palavras sobre X é

¥* = {e,a,b, aa,ab,ba,bd
aaa, aab, aba, baa,
abb, bab, bba, bbb, . . .}.

Parte do diagrama de Hasse é mostrada a seguir.

aa

Exemplo 3.21. Seja X um conjunto qualquer. Entdo P(X),C é ordem parcial: (i) todo conjunto é
subconjunto de si mesmo; (ii) a relagdo C é transitiva; (iii) a relagdo C é antissimétrica: se A C Be B C A,
entdo A = B.

Para X = {a,b, c}, o diagrama de Hasse completo de (P(X), C) é mostrado na figura a seguir.
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Exemplo 3.22. Considere o conjunto N — R de fung¢oes parciais de naturais em reais. Uma possivel ordem
parcial para este conjunto é

Damos exemplos de graficos de fungdes neste conjunto. Se ag = 0, a,, = 2n, entdo gr(a) = {(0,0), (1,2),(2,4), ..

{a,b,c}

)

{a}

\Q)

! {a c}><{
{o}

/

¢}

b
{c}

aCb < gr(a) Cgr(b).

<

Se ¢, = 1, entao gr(c) = {(0,1),(1,1),(2,1),...}. Como admitimos fungdes parciais, temos também a funcao
parcial x definida somente em dois pontos, com gr(z) = {(0,0), (1,5)}.

Se denotarmos por a”* a funcio parcial igual a a, mas com o dominio restrito a naturais < k, temos

o gr(a’

(

. gr(a!
. gr(a’
o gr(a™

Mas como

entdo em nossa ordem parcial

Mais ainda, a® é idéntica a f© para toda f, e a
porque (} C X para todo conjunto X.

)
)
)
)

{} (a° ndo é definida para nenhum valor)
{(0,0)} (a' é definida somente para o zero)

{(0,0),(1,2)} (a? é definida para 1,2)

{} € {(0,0)}

c {(0,0),(1,2)}
€ {(0,0),(1,2),(2,4)}

é {(0,0),(1,2),(2,4),

{(0,0),(1,2),...,(n,2n)} (a™ é definida para k < n)

ooy (ny2n)}

=10 = ... precede todas as funcdes nesta ordem parcial,

<

Exemplo 3.23. Seja G o conjunto de todos os grafos. Entao a relagdo “subgrafo de” induz uma ordem parcial
em G, porque (i) todo grafo é subgrafo dele mesmo; (ii) a relagiao “subgrafo de” é claramente transitiva; (iii)

se A é subgrafo de B e B também ¢é subgrafo de A, necessariamente A = B.

<

Defini¢ao 3.24 (ordem parcial discreta). Uma ordem parcial (X,C) é discreta se seus elementos sdo, dois-

a-dois, incomparaveis, ou seja, nao existem x,y € X, com z # y tais que = C y.
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Exemplo 3.25. Qualquer conjunto com a relacdo de igualdade é uma ordem parcial discreta. Um exemplo
é ({a,b,c},=), cujo diagrama de Hasse mostramos a seguir.

([ J [ J ([
a b c
Outro exemplo é (Z,=).
o ([ ([ J ([
-2 —1 0 1 2

Os diagramas de Hasse de ordens parciais discretas ndo tem arestas exceto pelos loops (que ndo sao mostra-
dos). <

Uma w-cadeia é, informalmente, um caminho no diagrama de Hasse de uma ordem parcial (incluindo
arestas obtidas por transitividade).

Definicdo 3.26 (w-cadeia). Seja (X, C) uma ordem parcial. Uma w-cadeia ou cadeia em X é uma sequéncia
nao vazia e crescente de elementos de X, x1 C a2 C ... C. ¢

Exemplo 3.27. Seja S = {a,b, c}. Na ordem parcial (P(S), C) ha diversas w-cadeias, dentre elas
« 0,{a}{a,c},{a,b,c}
« {a,b}
« {a},{a,b,c}

As w-cadeias sdo caminhos de baixo para cima no diagrama de Hasse (na verdade no fecho transitivo dele:
os caminhos podem seguir por arestas ndo mostradas, como {a} — {a,b,c}).

{a,b,c} {a,b,c} {a,b,c}

AN

{b;c} oy % b}

{0} {b}

\/ \/

Na primeira figura, o caminho destacado mostra a w-cadeia 0,{a}{a,c}, {a,b,c}; na segunda, a w-cadeia
{a, b}; e na terceira, a w-cadeia {a}, {a,b, c}. <

{a}

Exemplo 3.28. O conjunto N é ele mesmo uma w-cadeia em (N, <). <

Exemplo 3.29. Os naturais pares sdo uma w-cadeia em (N,<). E também em (Z,<), (Q,<), e em
(R, <). <

Exemplo 3.30. Damos agora duas relagdes de ordem parcial para C.
Primeiro definimos <, que ordena os complexos por norma (e portanto é uma ordem parcial).
Podemos também ordenar os complexos de outra forma: a + bi C ¢+ di se e somente se a < ce b < d.
Os naturais pares sdo uma w-cadeia em (C, <), e também em (C, C). <
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Exemplo 3.31. (1,2,3) é uma w-cadeia em (N, <). <

Exemplo 3.32. Uma sequéncia constante é w-cadeia em qualquer ordem parcial: por exemplo, em (Z, <),
a fungdo f(x) = 5 nos d4 a sequéncia 5, 5,5, ..., que é crescente usando <. <

Definicdo 3.33 (majorante, supremo). Seja (X,C) um conjunto parcialmente ordenado, e S C X. Um
elemento x € X é um majorante, ou limitante superior, de S se para todo s € S, s C x.

Usamos a mesma definicdo e notacdo quando S é w-cadeia, porque toda w-cadeia é, ela mesma, um
conjunto parcialmente ordenado.

O menor dos majorantes de S é o supremo de (S, C). Denotamos o supremo de S por sup S, ou LIS. ¢

A figura a seguir ilustra os conceitos de majorante e supremo: s,mso,ms, My, M5 sa0 majorantes de
C C X. Como s é o menor dos majorantes, entdo s é supremo de C' (escrevemos? s = LIS).

4 )

O =00 N
1 I S
\!/E% ,,,,, N g e g o

N J

Observe que x3 e x5 ndo sdo majorantes de C, porque nenhum deles é maior que todos os elementos de
C. O majorante em uma ordem parcial ndo precisa estar “imediatamente acima” do conjunto.

Exemplo 3.34. Em N, a w-cadeia constante 5,5,... tem como majorantes 5,6,7,..., mas somente 5 é o
supremo. <«

Exemplo 3.35. N nao tem majorante, porque sempre ha um natural maior que qualquer um que escolhamos.
<«

Definicdo 3.36 (pré-dominio). Um pré-dominio é um conjunto parcialmente ordenado onde toda w-cadeia
tem supremo. ¢

Exemplo 3.37. A ordem parcial (Z, <) ndo é pré-dominio, porque Z é w-cadeia em si mesmo, mas nao ha
supremo em 7 (para todo inteiro que se possa supor ser o supremo, hd um maior que pertence a Z). <

Exemplo 3.38. As ordens parciais (N, <), (Z,, <), (R, <), (C,,<), onde < ordena por norma, sio
pré-dominios. <

Exemplo 3.39. Qualquer conjunto com a relacdo de igualdade é pré-dominio: as tnicas w-cadeias sao
constantes, porque a relacdo é =, e em cadeias constantes sempre ha supremo. <

Exemplo 3.40. Considere a ordem parcial (R, <). As w-cadeias [0,1] e [0,1) tem supremo igual a 1; no
entanto, somente a primeira tem méximo (também 1). J& a w-cadeia [0, +00) néo tem supremo. <

2Para entender o motivo desta notago, o leitor pode considerar a ordem parcial (P(X), C), e verificar que ali o supremo de
um subconjunto é dado pela sua unido: se S C P(X), entdo o supremo de S é U{z : z € S}, ou, de forma mais curta, US. O
mesmo vale para conjuntos de fungdes ordenadas por seus graficos (que s@o conjuntos!)
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Exemplo 3.41. (N,|) é pré-dominio, porque (i) é ordem parcial; (ii) toda w-cadeia tem supremo. Observe
que (i) é verdade porque incluimos o zero: o conjunto tem um menor elemento 1, que divide todos os
naturais, e um maior elemento zero, a quem todo natural divide! Se hé um maior elemento, toda w-cadeia
tem supremo. <

Definigdo 3.42 (dominio). Um dominio, ou dominio de Scott, é um pré-dominio com um menor elemento.
Denotamos o menor elemento de X por L x ou, quando ndo houver ambiguidade, simplesmente por L. ¢

Exemplo 3.43. A ordem parcial (C,C) dos complexos ordenados de forma que
a+biCa+fi = a<aeb<f,

ndo é dominio porque, mesmo sendo pré-dominio (toda w-cadeia tem supremo), nio existe menor elemento.
<«

Exemplo 3.44. A ordem parcial (N, <) ndo é dominio porque, mesmo havendo um menor elemento (o zero)
nesta ordem parcial, N é uma w-cadeia sem supremo. <

Definicao 3.45 (elemento w). Seja X um conjunto numérico ordenado sem um maior elemento, como N,
Z, Q ou R. Denotamos por X, o mesmo conjunto, com um elemento adicional w, que definimos como sendo
maior que todos os outros. Por exemplo,

o N, é NU{w}, tal que w > n, para todo n € N;

o R, é RU{w}, tal que w > z, para todo z € R. ¢

Exemplo 3.46. A ordem parcial (N,,, <) é um dominio: (i) é uma ordem parcial; (ii) h4 um menor elemento
0; (iii) toda w-cadeia tem supremo (porque quando uma ordem parcial tem maximo, toda w-cadeia nela tem
supremo). <

Exemplo 3.47. (N, |) é dominio. <

Podemos transformar qualquer pré-dominio em dominio simplesmente adicionando a ele um menor ele-
mento. Chamamos a isso de “elevacao de dominio”.

Definicao 3.48 (elevacdo de ordem parcial). A elevagdo da ordem parcial (X,C) é (X U{L},C), onde se
define que para todo x € X, 1 C z. Denotamos a ordem parcial elevada por X .
Se a ordem parcial (X,C) é pré-dominio, dizemos que X | é um dominio elevado. ¢

Defini¢ao 3.49. (Z,,<) é pré-domimo. A elevacdo desse pré-domimo é (Z,, ,,<), onde L é menor que
qualquer inteiro. ¢

Exemplo 3.50. A elevagao de ordens parciais discretas (onde a relagdo de ordem é =) resulta em dominios.
As ordens parciais do exemplo [3.25, quando elevadas, ddo origem a dois dominios. O primeiro é {a,b,c, L},
com a relacdo ilustrada no diagrama de Hasse a seguir:

a b c

1

O outro dominio é Z, , com a relagdo no diagrama a seguir:

-2 -1 0 1 2

31



3.6 Continuidade e Pontos Fixos Minimos

Damos a seguir defini¢des de monotonicidade e continuidade para func¢ées. Estas ideias sdo similares as
usadas em Calculo, Andlise e Topologia.

Definicdo 3.51 (func¢do monotonica). Sejam (A,C4) e (B,Cp) dois conjuntos parcialmente ordenados.
Uma fungao f : A — B é monotdnica se preserva ordem, ou seja, para todos a,a’ € A

aCaad = f(a) Cp f(d). ¢
Exemplo 3.52. A funcio cardinalidade de conjunto, denotada |- |, ¢ monotonica em (P(X), C), porque
ACB = |4 <|B|. <

Os dois préximos exemplos mostram que a mesma funcdo, definida sobre o mesmo conjunto, pode ou nao
ser monotonica, dependendo da ordem parcial que usamos.

Exemplo 3.53. A funcdo f(xz) =z + 1 é monoténica em (N, <). <

Exemplo 3.54. A funcéo f(x) = = + 1 ndo é monotdnica em (N,|): 2 | 4, mas f(2) =3 e f(4) =5, ¢
315. <

Exemplo 3.55. A funcio f(z) = 2% ndo é monotonica em (R, <), porque —2 < 1, mas (—2)? £ 12. <

Teorema 3.56. Fungoes monotonicas preservam w-cadetas.

Demonstragao. Seja 1 © x9 T x3 C ... uma w-cadeia em um dominio (X,Cx), e seja f : X — YV
monotoénica. Trivialmente, z; Cx x; implica em f(z;) Cy f(zx), logo a sequéncia f(z;) é crescente em
(Y,Cy). 0

Definicdo 3.57 (fungéo continua). Sejam (A,C4) e (B,Cp) dois conjuntos parcialmente ordenados. Uma
funcado f : A — B é continua (ou Scott-continua) se preserva supremos, ou seja, para toda w-cadeia ¢ em A,

f(Ue) =0(f o). \

Exemplo 3.58. Tome a ordem parcial (Z,,,<). Defina f : Z,, — {a, b}, com a C b:

f(:v):{a se T #w

b sex=uw.

Considere a cadeia Z. Sua imagem sob f induz a ordem parcial a,a,a, ... (h4 uma quantidade infinita de
a’s na cadeia).
Temos
UZ = w,
mas

fUzZ) = f(w) =b
uf(z) =Y a,a,a,...)=a.

Como f(UZ) # Uf(Z), a fungdo nado é continua. A figura a segur ilustra a situagdo que descrevemos.
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C . . . . ) ,

Fuz) = b

A relagado entre as nogdes de continuidade e monotonicidade é dada pelos Teoremas e
Teorema 3.59. Funcoes continuas sGo monotonas em qualquer ordem parcial.

Teorema 3.60. Fm ordens parciais finitas (ou infinitas, mas contendo somente uma quantidade finita de
w-cadeias), toda fungio mondtona € também continua.

Definicdo 3.61 (ponto fixo minimo). Seja f uma funcdo definida em uma ordem parcial (X,C). O ponto
fixzo minimo de f é o menor elemento x € X tal que f(z) = z. Denotamos o ponto fixo minimo de f por

1fp f. ¢

Exemplo 3.62. Tome a ordem parcial (N*, <), e a fungao f(n) = [y/n|. A fungao f tem pontos fixos 1 e
2. O ponto fixo minimo de f nessa ordem parcial é 1:

Ifpf=1. <
Teorema 3.63. Pontos fizos minimos sGo Unicos.

Chegamos finalmente ao Teorema do Ponto Fixo de Kleene (3.64), que nos permitird definir a seméantica
do comando while.

Teorema 3.64 (do ponto fixo de Kleene). Seja f continua em (X,C, 1), e seja ¢ : N = X uma sequéncia
tal que c(n) = f™(L). Entdo ¢ é w-cadeia, e lfp(f) = Uc.

Demonstracdo. Primeiro mostramos que Lc é ponto fixo de f.
Como L é o menor elemento de X, L C f(L).
Como f é continua, é também monotonica. Entao,

LCfL) = f)E UML)
Por inducao, claramente temos
L) C (L),
para todo n € N, e temos que f™(L) é uma w-cadeia.
Agora calculamos f(Uc) e verificamos que de fato temos um ponto fixo:

f(Ue) = fFUL" (D)D)

— UL ( & continua)
=u{f"(L): f=1}

=U{f"(L): f>0} (inclufmos f° = L, ndo muda o supremo.)
= Le.
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Temos portanto f(Lc) = Uc, e mostramos que este supremo é ponto fixo.
Agora mostramos que Lic é o menor dentre os pontos fixos. Suponha que exista outro ponto fixo menor
que Uc, que chamamos de x. Entao

lCx (por definicao de L)
ML) C f(x) (f é mondtona)
ML) Cex (supomos que z é ponto fixo)

isto mostra que x é majorante de {f"(L) : n € N}. Mas Uc é exatamente o supremo desse conjunto,
portanto Uc C x, pela definigdo de supremo. O

3.7 Construindo novos dominios

Podemos construir dominios compostos, usando dominios j& existentes. Tratamos nesta secdo de algumas
operagoes para composicao de dominios: produto finito, unido disjunta, e construgdo de dominios de fungoes
continuas.

3.7.1 Dominios primitivos

Dominios primitivos sdo aqueles que definimos como fundamentais. Por exemplo, podemos tomar “carac-
teres” e “inteiros” como fundamentais, e posteriormente construir dominios compostos como “strings” e
“racionais” usando os dominios primitivos. Note que esta ndo ha um conjunto fixo de dominios primitivos;
podemos defini-los como quisermos.

E comum definir niimeros naturais, cadeias (strings) de caracteres, valores-verdade (true e false) como
primitivos. Também é usual definir locais de memdria como tipo primitivo, separando o conceito de variavel
em “local” e “nome” (dois nomes podem indicar o mesmo locall!)

3.7.2 Produto finito de dominios

Teorema 3.65. Sejam (A,C4) e (B,Cpg) dominios, e seja
Ax B={(a,b) : a€ Abec B}.

Defina (a,b) C (x,y) se e somente seaCx e b y.
Entio (A x B,C) é um dominio, com menor elemento L = (L, Lpg).

Defini¢do 3.66 (produto finito de dominios). O dominio (A x B,C) a que se refere o Teorema é
chamado de produto finito dos dominios A e B.

Definimos também as fungdes projecio my : A x B — A em : Ax B — B, sendo my(a,b) = a e
m1(a,b) =b. ¢

Lema 3.67. Sejam E, Dy, D1 dominios e seja f : E — Dg x Dy uma funcido. Entdo f € continua se e
somente se as duas funcoes w; o f forem continuas.

Lema 3.68. Sejam E, Dy, D1 dominios e seja f : Dy x D1 — E uma funcdo. Entdao f € continua se e
somente se € continua em cada argumento separadamente.

Lema 3.69. Seja A x B um dominio, e C C A x B um pré-dominio. Entio m;(A) € pré-dominio para
i=0,1, ¢

| |a= (u o(A), um(A)>.

Teorema 3.70. Sejam, A x B um dominio, com fungdes projecio my e 1. Entdo as duas fungdes projecdo
sdo continuas.
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3.7.3 Uniao disjunta de dominios
Teorema 3.71. Sejam (A,C4) e (B,Cg) dominios, e seja A+ B a unido disjunta de A e B, ou seja,
A+B={x4 : z€ A}U{yp : y € B},

onde os elementos sdo marcados com rotulos que os identificam como “vindos de A” ou “vindos de B’
Pode-se também denoar x4 e yp por (x,a) e (y,b).

Defina a relagdo = da seguinte forma: x4 C yp se e somente sex Cay ex Cp y.

Entdao (A+ B,C) é um dominio, se elevado com um novo menor elemento L.

Defini¢do 3.72 (unido disjunta de dominios). O dominio (A 4+ B,C) a que se refere o Teorema é
chamado de uniao disjunta dos dominios A e B. ¢

3.7.4 Dominios de funcgoes
Teorema 3.73. Sejam (A,C4) e (B,Cp) dominios, e seja
A—B=A{f|f:A— B é continua}.

Defina a relagio T da sequinte forma: se, para todo a € A, f(a) Ep g(a), entio f C g.
Entio (A — B,C) € um dominio, com menor elemento igual d fungio L : A — B, tal que

J_(a) = J_B,
para todo a € A.

Definicdo 3.74 (dominio de fungoes continuas). Quando A e B sdo dominios, o dominio A — B a que se
refere o Teorema [3.73] é chamado de dominio de fungées continuas de A em B. ¢

3.8 Semantica denotacional do while

Agora podemos definir a seméantica do comando while.
Primeiro definimos o dominio de fung¢des modificadoras de estado do programa. Denotamos por ¥ o
conjunto de todos os possiveis estados, definimos o dominio elevado de estados

Y, =XU {J_}
O dominio de fun¢des seménticas para comandos é (X — 3, C), onde
fCg & VYoeXx, fo=1ou fo=go,

ou seja, a fungdo f concorda com a funcdo g em todos os pontos em que é definida, mas pode estar definida
em menos pontos que g.

A menor fungdo é Ly : ¥ — X, que ndo é definida em nenhum estado.

O Teorema nos garante que podemos “extrair” de um comando while uma sequéncia de comandos
if. A demonstracao deste Teorema ¢é pedida no exercicio

Teorema 3.75. C[while b do ¢] = C[if b then ¢; while b do ¢ else skip]

Para entender a relagao entre a seméantica do while e pontos fixos de w-cadeias, definimos como exemplo
uma sequéncia de comandos, comegando com wy, que é 0 mesmo que while true do skip (nunca termina),
e em seguida incluindo wi, que verifica b e executa ¢ uma vez; wsy, que verifica b e executa ¢ duas vezes; e
assim por diante.

wWo 4f while true do skip

Wit1 47 if b then c; w; else skip
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Usando a funcao geradora

o se (—B[b])
F=M\g-)o- L se (Clc]o=1)

g(C[c]o) caso contréirio

vemos que
C[[woﬂ =1

Agora observamos que os comandos w; e while b do ¢ sdo similares: eles s6 terao significado diferente se
o while demorar mais que ¢ iteragdes para terminar o loop (porque nesse caso o while termina e w; néo).
Detalhamos este argumento nos dois paragrafos a seguir.

Se while b do ¢ em ¢ termina o loop apds exatamente n iteragoes,

L sei<n
Clwhile bdo cJo sei>n.

Clw;]lo = {

Se while b do ¢ nunca termina em ¢, entdo para todo 4
Clw;]o = L = C[while b do c]o.
Mas em ambos os casos, o significado de w;, para 7 suficientemente grante, é o mesmo que o do comando
while b do ¢. Entao, para todo estado o,
oo
C[while b do cJo = |_| Clw;]o.
i=0
Escrevendo usando o funcional F,
oo o0
Clwhilebdo o] = | |Clw;] =| |F'L=1pF.
i=0 i=0
O exercicio 29| pede a demonstracao de que a func¢ao geradora F' é continua.
Proposigao 3.76. A funcio F usada na semantica denotacional do comando while € continua.

Da continuidade de F, vemos que (i) a sequéncia FO1, F'1,...,F"1 é w-cadeia em ¥ — ¥ ; e (ii) o
ponto fixo de F' é o supremo dessa w-cadeia.
A seméantica do while é dada, portanto, pelo ponto fixo minimo de F':
[while bdo ¢] =1lfp F

onde F': (¥ —=X,)— (¥ — X)) éa fungdo geradora a seguir.

if (-B[[b]o) then o
F=M\g-)o- if (C[c]Jo = L) then L
else g(C[c]o)
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Note que nao temos como apresentar uma descrigdo mais explicita de Ifp F', porque ndo sabemos qual
é o comando ¢, nem o estado 0. No entanto, sabemos que lfp F' existe e é tinico, logo nossa descri¢ao da
semantica do while esta correta — e ndo é mais uma defini¢do circular.

Listamos a seguir a fungao seméantica C completa para nossa linguagem.

C[skip] = Ao -0
Clv:=e] = Mo -c[€]e]o / v]
Cler; 2] = Ao - if (Cfe1]o = L) then L else Cles](Clei]o)
C[lif b then ¢; else 2] = Ao - if (B[b]o = true) then C[c1]o else Cca]o
C[while bdo ¢] =1lfp F,

com
if (-B[b]o) then o
F=MXg-Xo- if (C[cJo = L) then L
else g(C[c]o)

3.9 Entrada e Saida

Tendo finalizado a seméantica denotacional de uma primeira pequena linguagem, faremos nela modificagoes.
A primeira, de extrema simplicidade, é adicionar comandos para entrada e saida. Esta modificacdo é prin-
cipalmente um exercicio inicial, que nos obrigarad a reconsiderar nossos dominios semanticos e a nocao de
estado. Isto se repetird a medida que modificarmos mais a linguagem: para adicionar mais elementos,
tornando-a mais 1til, teremos que desmembrar o estado em diferentes componentes e usar mais dominios
semanticos.

Até agora temos representado o estado como uma tnica entidade — uma fungdo o : Id — Z. Com
comandos de leitura e escrita, precisaremos também de buffers de entrada e saida.

Os dois comandos de entrada e saida que usaremos sdo read e write; a gramatica abstrata da linguagem
é estendida como segue.

(C) ::= read (I) | write (E)

Por exemplo, o programa a seguir calcula o volume de um paralelepipedo, dadas altura, largura e pro-
fundidade.

read x
read y
read z
write x * y * z

Claramente, a extensao para incluir strings e sintaxe mais amigavel para write, como por exemplo
write ("0 volume &", x * y * z)

é um exercicio simples, com o qual nao nos ocuparemos.
Além do estado do programa, teremos um buffer de entrada e um buffer de saida. Modelamos os buffers
como sequéncias de niimeros inteiros.

e estado, 0 € Id - N
« buffer de entrada, i € (N)*

« buffer de saida o € (N)*
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Definimos novas operagoes nos dois novos dominios semanticos:

put = Ano - o§n
get =M - (i) 1,i71),
onde § significa concatenagao; i | k é o k-ésimo elemento da lista ¢; e ¢  k é a sequéncia i, com os primeiros
k elementos removidos.
A fungdo que representa a operagdo put aceita dois pardmetros: um elemento n € Z e um buffer de saida
0. O efeito é o de concatenar n em o, e retornar um novo buffer (note que § devolvera uma lista de inteiros
— que é do mesmo tipo que 0).
A funcdo get faz o contrario: toma o buffer de entrada, separa a cabega da cauda, e retorna as duas. A

cabega representa o proximo elemento lido; a cauda é o resto dos elementos ainda por ler.
A func¢ado wrong é usada para indicar erro.

Cllwrite e]oio = if writable?(E[e])
then (o, i, put(&fe]o, o))
else wrong “non-writable object”

Clread v]oio = let (z,i") = get(i) in
(o[z: v],i,0)

Como o significado dos novos comandos modifica os buffers, toda a fungao seméntica C deve ser reescrita
para aceitar os dois novos argumentos (ainda que eles ndo sejam usados nos outros casos).

C[skip] = Agio - (0,1, 0)
Clv :=e€] = Agio- (ov : E[e]o],i,0)
Cle1; c2] = Agio - if (C[er]oio = L) then L else Cea](Cer]oio)
C[lif b then ¢; else o] = Aogio - if (B[b]o = true) then C[c;]oio; else C[ce]oio
C[while bdo ¢] =1lfp F,

com
if (-B[b]o) then (o,i,0)
F =M\g-Aoio- if (C[c]Joio = L) then L

else g(C[c]oio)

3.10 Ambientes

Até agora tratamos o estado do programa como uma fungdo mapeando nomes de variaveis em valores. Para
podermos construir a nocao de escopo, dividiremos o estado em duas funcoes:

e Ambiente, que determina um lugar para cada nome de varidvel;
o Memodria (Store), que determina um valor para cada lugar
Assim, temos os dominios semanticos:

e « € Loc, locais de armazenamento;

e v € Id, identificadores;

o € Sto : Loc — Z, memoria;

e p € Envy : Id — Loc, ambiente.
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A notagao Envy significa que estes ambientes sdo os das varidveis (usaremos outro tipo de ambiente para
procedimentos, cujo dominio semantico terd o nome Envp).

\\f\)l
Id N
R o,
3 ,\} Loc Z
Id
,P2

Uma vez definido um ambiente, é 1itil ter uma fun¢do que nos dé o valor associado a uma varidvel nele.
Esta fun¢ao é a composi¢ao da memoria com o ambiente, que chamaremos de lookup:

lookup,, : Id +Z =00p
Assim, as fungées seménticas £ e B tem seus dominios estendidos:
€ : Aexp x Envy X Sto — Z
Modificamos agora a denotagao de variaveis.
Ev]po = lookup,,,(v)

A memoria é indexada por nimeros naturais: héa posigoes 0, 1,2, ... As posi¢oes de meméria sao alocadas
sequencialmente para as varidveis, e o programa em execugao sempre devera saber qual a préxima posicao a
ser alocada — para isso definimos a funcdo new, que aloca uma nova posi¢ao e retorna seu indice.

new : Loc —» N

Nao usaremos os buffers de entrada e saida definidos na secdo |3.9, porque sé deixariamos a notagdo mais
carregada, sem nenhum beneficio para o desenvolvimento da semantica de variaveis locais, que é nosso foco
agora. A funcdo semantica C também aceitard dois argumentos, e, para que possamos realizar composigoes,
seu resultado serd do mesmo tipo que seus argumentos.

C: Cmd — (Envy x Sto — Envy x Sto)

O corpo das definigdes da fungao semantica C ndo muda; muda apenas a quantidade de pardmetros (agora
passamos p e o).

Clskip] = Apo - (p, o)
Clv :=e] = Apo - let loc = p(v) in :
(p,olloc: Ele]pa])
Cller; e2] = Apo - if (Cler]po = L) then L else C[ca] (Clea]po)
C[if b then c; else o] = Apo - if (B[b]po = true) then C[c;]po else Clca]po
C[while bdo c] =lip F,
com
if (~B[b]po) then (p, o)
F =g Apo- if (C[c]po = L) then L

else g(C[c]po)
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3.11 Blocos e escopo

Uma vez que separamos o ambiente da memoria, podemos incluir blocos na linguagem, para que possamos
facilmente criar escopos, como no trecho de programa a seguir.

var x := b5
begin

var x := 1

// aqui, x vale 1
end

// aqui, x vale 5

A gramatica abstrata é modificada, incluindo uma nova produgéo para comandos em bloco, e uma para
declaracoes de variavel.
Dominio sintéatico: V' € Decly,

(C) ::= begin (V) (C) end
(V) = var (I) :==(E) ; (V) | €

Note que a regra para (V') permite repetigdo; as declaragdes podem vir em uma lista.

Cada bloco estende o ambiente com suas varidveis. Apo6s o término do bloco, estas novas varidveis sao
retiradas do ambiente, e o ambiente anterior volta a ser usado. Isto nos d4 uma nova fungdo semantica V,
que estende o ambiente p com o nome da nova varidvel, e aloca para ela uma posi¢do nova na memoéria (o).

V : Decly — Envy x Sto — Envy x Sto

Na espeficicacdo da regra para declaracao de varidveis, a sintaxe var v := e;d significa uma declaracao
(var v := e) seguida de outras declaragdes (d).

C[begin d c end] = A\po - let p2, 00 = V[d]po in :
let p3, 05 = C[[c]p2, 02 in :
<P,0'3>
V[var v := e;d] = Apo - let loc = new in :
(p[v : loc], alloc: Ele]pol)

Vel = Apo - {p, )

3.12 Procedimentos

Blocos s6 nos serao realmente tteis se os usarmos para definir procedimentos. Estendemos a linguagem com
sintaxe para definir e chamar procedimentos, por enquanto sem a passagem de parametros.

proc fat:
begin
var i := n
var pr := 1
while i>0 do
begin
i:=1i+1
pr := pr * i
end
end

Adicionamos a gramética abstrata a defini¢do e chamada de procedimentos. Note que estamos estendendo
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dois dominios sintaticos: o dos comandos, com call, e o das declaracoes, com proc.
Dominio sintético: P € Declp

(C) ::= call (I)

(P) ::= proc (I) : (C); (P)| €

Um procedimento é um pequeno programa, que transforma um estado da memoria em outro. O dominio
semantico dos procedimentos é, portanto,

u € Envp : Id — (Sto x Sto)

O dominio semantico Envp é o dos procedimentos, que ¢é igual ao dos programas. A funcdo seméntica C é
estendida com C[call pJupc = u(p). Isto porque em u(p) armazenamos justamente o significado seméantico
do procedimento com nome p — assim, a semantica de call é simples.

Detalhamos agora a funcao seméntica P, que da o significado das declaragdes de procedimentos. Esta
fungdo calcula f = C[p], para todo procedimento p na declaragao, e devolve um novo ambiente u, com este
novo procedimento.

P :Declp — (Envp x Envy) — Envp

Plprocp: c;d] = Aup-let f = Clc]up in :
Pld](ulp: fl)p
Plel = Aup-p
Clcall p] = Appo - u(p)

3.13 Passagem de parametros

Antes de apresentar a seméantica de diferentes formas de passagem de parametros, discutiremos informalmente
algumas delas.

e avaliacado estrita: cada parametro é avaliado completamente antes de se passar o controle ao proce-
dimento;

— por valor: o valor da expressao ¢ calculado, e o resultado ¢ atribuido ao pardmetro formal. E a
mais conhecida forma de passagem de parametro.

— por referéncia: sé é possivel quando o argumento é uma varidvel; o local de meméria da variavel é
compartilhado entre a varidvel usada como argumento e o pardmetro formal (equivale a pardmetros
var em Pascal, e é simulado com passagem de ponteiros em C.

— por compartilhamento: semelhante & passagem por referéncia, exceto que atribuicoes feitas a
parametros nao sao visiveis para ao método que chamou; ja mutagdes nestes pardmetros, sao.

e avaliacdo nao-estrita: o controle é passado ao procedimento, e cada pardmetro é computado a
medida que é necessario.

— por nome: o pardmetro é calculado cada vez que necessario, usando o ambiente que existia na
chamada do procedimento, mas com a memdria do momento em que é usado.

— por texto: o texto da expressao passada como pardmetro é substituido no corpo do procedimento.
Note que a avaliacao estrita corresponde a computacao de fungodes estritas.

Ha outras formas de passagem de pardmetros que nao discutimos aqui; alguns exemplos de semantica de
passagem de parametros sao suficientes para a compreensao de outros mecanismos.
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3.13.1 Declaragao

Nao fixamos a quantidade de argumentos que um procedimento pode ter, por isso o ambiente de procedi-
mentos passa agora a ser uma tupla. O i-ésimo elemento é o ambiente p;, que mapeia nomes e argumentos
de procedimentos com ¢ argumentos em funcoes transformadoras de estado:

H = (,u(hﬂlaﬂl% oo 7;“76)7

1o :Id — (Sto x Sto)
w1 :Id x Z — (Sto x Sto)
uo :Id X Z x Z — (Sto x Sto)

A func¢ao seméntica para declaragdo de procedimentos serd
P :Declp x Envp X Envy — Envp X Envy,

que detalharemos nas préximas segoes.

3.13.2 Por valor

Cada declaragdo modifica o ambiente de procedimentos, incluindo mais um, e o retorna.
Para realizar chamadas de procedimento por valor, o comando call avalia cada expressao passada como
parametro, e depois usa os valores resultantes como argumentos.

Plproc p(vi, v, ..., v,) : ¢;d] = Aup - (let f = Avgvg .. v, - Clcfpp in:
Pldl(ulp: fp)
Plel = Aup - (1, p)
Clcall p(e1, ez, ..., en)]upo = (let ¢ = p(p) in:
let v1 = Efer]ppo; -..; vy, = E[en]upo in :
q(v1,. .., vn))
Poderiamos também ter escrito
Plproc p(vi, v, ...,vn) 1 ¢;d] = Aup - (let f = Avivg...v, - Clc]pp in:
Pldl(ulp: fp)
Plel = Ao - (. p)

Clcall p(eq,ea,...,en)]pupo = (let qg=pu(p) in:
a(Eledppo,.. . Elen]ppo))

onde A é o equivalente de A, mas forgando avaliagdo estrita dos argumentos (ou seja, A denota uma fungéo
estrita, que resulta em | sempre que algum de seus argumentos é ).

3.13.3 Por nome

Para passagem por nome call criard, para cada argumento uma funcdo que recebe uma meméria e retorna
o valor do argumento.

Plproc p(v1,va,y ..., v,) : ¢;d] = Aup - (let f =M. v, - Clc]up in :
Pld](ulp: f)p)
Ple] = Aup - (u, p)

Cleall p(ey, ez, ..., e,)]ppo = (let ¢ = p(p) in:
q(Elex]pp, - .- Elenlup))
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Note que usamos A na definicdo do procedimento, e nao A. Além disso, na chamada do procedimento,
usamos E[e1]up, sem passar a memoria o.

Exercicios
Ex. 11 — (Aquecimento) Construa uma funcio seméntica para nimeros usando representacido romana
antiga.
Os valores de cada numeral romano sao
I 1 C 100
vV 5 D 500
X 10 M 1000
L 50

Os ntmeros sdo construidos usando as seguintes regras:
« A repeticdo até trés vezes de um numeral representa soma: [1=2, I11=3, Nao se pode repetir V, L e D.
e Concatenar nimerais em ordem decrescente representa adicao: XVII = 10+5+2=17.

e Ntumeros escritos em ordem crescente representam subtracdo: XL = 50=10 = 40. Somente sdo permi-
tidas as seguintes representacoes desse tipo: IV, IX, XL, XC, CD, CM.

« Uma barra acima do numeral o multiplica por mil: L=50000.

Ex. 12 — (Aquecimento) Prove que:

a) de fato ndo é necessdrio repetir V, L e D em ntimeros romanos (ou seja, que podemos representar as
mesmas quantidades, repetindo ou nao esses numerais).

b) hé como representar a mesma quantidade de duas maneiras, e que poderiamos proibir a barra em alguns
dos simbolos (quais?)

Ex. 13 — (Aquecimento) Proponha uma ordem parcial para distribui¢des de probabilidade sobre um es-
paco amostral. Sua ordem parcial é pré-dominio? Dominio?

Ex. 14 — (Aquecimento) Expanda a linguagem dada como exemplo com expressoes envolvendo condicio-
nais:

if bool then exprl else expr2

é uma expressao inteira, significando “se bool for verdade, eprl, senao, expr2”.

a) Exiba sintaxe concreta e abstrata para a nova versao da atribuicao.

b) Mostre a seméntica desse comando.

Ex. 15 — (Aquecimento) Usando a seméntica da nossa linguagem, determine o significado do trecho de
codigo: a := b; b:= a.

Ex. 16 — (Aquecimento) Seja ¥ um alfabeto. Determine se (X, pref), onde pref é a relagio “é prefixo de”,
é conjunto parcialmente ordenado.

Ex. 17 — (Aquecimento) Determine uma classe de fungdes que seja monotoénica em (N, |).

Ex. 18 — Determine trés ordens parciais que facam de qualquer conjunto de intervalos reais um pré-
dominio. Identifique quando também for um dominio, sem a necessidade de elevagio.

Ex. 19 — Modifique a semantica da nossa linguagem para usar inteiros como booleanos, como na lingua-
gem C.
Ex. 20 — Seja V(K) o conjunto de todos os espagos vetoriais de dimenséo finita sobre um corpo K. Por

exemplo, V(R) = {0} URUR?UR3U...
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a) Mostre que a relagido “subespaco de” induz uma ordem parcial em V. (Pode considerar que, havendo
isomorfismo com subespago, é subespaco)

b) V é pré-dominio?

¢) V é um dominio?

Ex. 21 — Prove que em qualquer ordem parcial, o menor elemento é tnico.

Ex. 22 — O conjunto de fungdes N — Rt com a ordem O (usada em andlise de algoritmos) ¢ ordem
parcial? E pré-dominio? Dominio?

Ex. 23 — Modifique a seméantica da linguagem desenvolvida neste Capitulo para incluir um valor de erro,
“err”, em expressoes. Sempre que uma expressao resultar em erro, ele deve ser propagado para outras
expressoes (uma conta envolvendo err sempre resulta em err). Por exemplo, z/0 resulta em err. No
programa

y = x/0

z =0+ (y-y)

o estado final é [y — err ; z — err|.

Ex. 24 — Defina um comando repeat. O comando repeat c until b é semelhante ao while, mas que s
verifica a condicao de parada ao final do loop — e o loop para quando b é verdadeiro.
repeat

until x = 0
Inclua-o na semantica denotacional de nossa linguagem.

Ex. 25 — Considere a Logica de Primeira Ordem sobre expressoes inteiras. Queremos poder usar predi-
cados onde os objetos sdo afirmagdes sobre inteiros, incluindo ntimeros, varidveis, comparagoes (<, =,>),
operagoes aritméticas. Por exemplo:
Ve,V y,3z, yz =x.
a) Exiba sintaxe concreta e abstrata para essa Ldgica. (Apesar de ndo ser uma linguagem de programagao,

podemos definir sintaxe para ela; livros de Logica basica normalmente definem a sintaxe da Légica de
Primeira Ordem).

b) Mostre a seméntica dessa Légica. Os dominios seménticos nao sdo fungoes transformadoras de estado,
porque nao temos atribuicdes. Temos expressoes légicas e predicados, que podem ser verdadeiros ou
falsos, e expressoes inteiras.

)

Ex. 26 — Expanda a linguagem dada como exemplo para incluir dupla avaliagao:
a,b := exprl, expr2

a) Exiba sintaxe concreta e abstrata para a nova versao da atribuicao.

b) Mostre que hd ao menos duas possiveis seméanticas para esse comando, e que elas ndo sdo equivalentes.

Ex. 27 — Quando expandimos a linguagem comcomandos de entrada e saida, construimos dois comandos,
read (I) e write (F). Faga o mesmo, mas sem incluir um comando para leitura — a leiura deve ser feita
como parte de uma expressao, como nos exemplos a seguir:

X 2 + read
y read
if read < 0 then

Ex. 28 — Demonstre o teorema
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Ex. 29 — Demonstre a proposicao [3.70}
Ex. 30 — (Adaptado de Schmidt) Inventamos um comando entangle, que obedece a seguinte propriedade:
Cllentangle b in ] = C[if b then (c; entangle b in ¢; ¢) else (]

a) Descreva informalmente o significado do comando entangle b in c.
b) Defina a seméntica denotacional para entangle, e prove que ela tem a propriedade acima.

¢) Que dificuldade vocé teria para implementar entangle em um compilador?

Ex. 31 — Mude a semantica da linguagem para que ndo seja possivel usar varidveis ndo declaradas.

Ex. 32 — Adicione ponteiros a linguagem, dando sua seméantica denotacional.

Ex. 33 — Adicione fungdes (procedimentos com valor de retorno) a linguagem.

Ex. 34 — Nossa linguagem permite usar o mesmo identificador para nomear uma variavel e um procedi-
mento.

i) Aproveite este fato para introduzir a maneira de Pascal de retornar valor de uma funcdo. Ao invés de
“return k”, em Pascal fazemos “funcao := k”. Por exemplo, no programa a seguir

function f(x:real): real
begin
f = x x 2;
end
a funcdo retorna x * 2, porque este valor é atribuido a varidvel que tem o mesmo nome da fungao.

ii) Modifique a seméntica para que varidveis e procedimentos nao possam compartilhar nomes (isto é, usem
0 mesmo espaco de nomes).

Ex. 35 — Mude a linguagem para que tenhamos procedimentos de primeira classe (ou seja, que possam
ser armazenados em varidveis e passados como pardmetros).

Ex. 36 — Modifique a seméntica da declaracdo de procedimentos para que seja possivel definir procedi-
mentos recursivos.

Ex. 37 — Modifique a seméantica para suportar:
a) passagem de parametros por referéncia.
b) passagem de procedimentos por referéncia.

¢) passagem de operadores por referéncia (vocé precisard adicionar definigdes de operadores).
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Capitulo 4

Semantica Denotacional: com
continuacoes

H4 dispositivos de controle em linguagens de programacao que escapam da construcao que usamos até agora,
que somente permite execugdo sequencial de comandos. Alguns exemplos sdo o tratamento de excegdes;
desvios incondicionais (goto) e co-rotinas. O mecanismo que usamos para a modelagem destes é o das
continuagoes.

A formulacdo que usamos nos Capitulos anteriores é chamada de semdantica denotacional direta, e a que
usaremos neste capitulo é a semdntica denotacional com continuagdes (ou “no estilo de continuagoes™).

Uma continuagdo representa, em qualquer momento da execugdo de um comando, o “resto da computa-
¢do” (da transformacao de estados) que deve acontecer apds a execugao deste comando.

Suponha que queiramos modificar a primeira versdo de nossa funcio semantica para comandos, C. Esta
funcédo era do tipo

C : (Cmd x Sto) — Sto,

A versao modificada desta funcdo seméantica, com continuacoes, é
K : (Cmd x Cont x Sto) — Sto.

Dado um comando, uma continuagio, e um estado, um novo estado é produzido. Se ¢ € Cmd, k € Cont,
0,0’ € Sto, entao teremos

IC([[C]], K ,cr) — .
~—
StoxSto

Para a linguagem que definimos inicialmente, a semantica com continuagoes é dada a seguir.

K[skip]ko = ko
K[v := e]ko = kolv : E[e]o]
Klei; ea]ko = K[er](K[ez]k) o
K[if e then ¢ else ca] ko = if (B[b]o = true) then C[ci ko else Clea] ko
K[while b do c|x = lfp F,

if (B[b]o) then g(K[c]Jwo)

F=M\g- - wo- {
else ko

1Em Inglés, “direct style denotational semantics” e “continuation style denotational semantics”.
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4.1 Término com abort

Muitas linguagens oferecem um comando que permite interromper completamente a execu¢do do programa.
Aqui daremos a este comando o nome? de abort.

Nesta secdo expomos a seméantica denotacional simplificada do comando abort. A sintaxe abstrata do
comando ¢é trivial:

(C) ::= abort

Podemos definir que o comando abort termine deixando a memoria da forma como estava. A unica
diferenca, entdo, entre abort e skip, é que abort ndo aplica a continuacio que lhe foi passada, e nao
havendo mais o “resto da computacao”, o programa termina.

K[abort]ko = o

Ou, se usarmos ambientes, K[abort]xpo = po. Na verdade, podemos resumir de maneira mais geral a acdo
de abort descrevendo que o significado de abort, fixada qualquer continuacéo, é a funcao identidade para

0s outros argumentos:
Klabort]x = id

4.2 Tratamento de excecgoes

O mecanismo usual (com variagdes) de tratamento de erros em linguagens de programacgao modernas é o de
tratamento de excegoes.

Situagbes excepcionais durante a execugdo do programa requerem que o controle seja transferido para
uma se¢ao de tratamento de erros. Um exemplo de como isto pode ser implementado em uma linguagem é
0 mecanismo try .. catch, existente em Java, Ruby e Python®. O cédigo a seguir ilustra este mecanismo.

try
c_1
throw z
c_2
catch x:
c_3 (x)

Esta construcdo comeca com a execuc¢do do comando c¢_1. Quando uma exce¢do ocorre, throw z envia o
controle para a regiao do catch, e c_3 ¢é executado.

A gramatica abstrata é estendida com mais uma tUnica produgdo para acomodar comandos protegidos
por try .. catch.

(C) ::= try (C) catch (I) : (C)

Para construirmos o significado seméantico do conjunto try .. throw .. catch, criamos um ambiente de
excecoes — o dominio semantico Envg, que mapeia excegdes em continuagdes. Para simplificar a exposigao,
identificamos cada exce¢do com seu nome e temos

Envg : Id — Cont.

Em try c¢; catch z : ¢y, devemos primeiro atualizar o ambiente de excec¢bes, mapeando x no significado de
¢ (que é uma continuagio), e depois usar este ambiente aumentado para o significado da execugdo de ¢;.

2Em Erlang, Java? e Pascal, halt; em C, abort; em Ruby, exit!; em Perl, die; em Python e Lua, exit; em Ada, Abort_Task;
em Forth, bye; em Fortran, stop; em Haskell, exitFailure; em Javascript, quit.

3Em Python usa-se try..except, e em Ruby usa-se rescue, sem o try, que fica implicito no inicio do bloco onde h4 um
raise. Estas diferencas s6 sdo relevante em termos de sintaxe concreta.

2Em Java, exit sai apés “limpar” o ambiente; Runtime.getRuntime () .halt () sai imediatamente.
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O comando throw z simplesmente pesquisa no ambiente corrente de excegdes por x, que estard mapeado
em uma continuacao; descarta a continuagao anterior e usa esta. Com isto o controle muda para o trecho de
tratamento de exce¢do dentro do catch.

K :Cmd — (Envg x Cont x Sto) — Sto

Kltry ¢; catch @ : co]tro = (let 7/ = 7[z : K[co]7x] in:
Klei]7 ko)
K[throw z]tko = 7(x) (o)
Note que na primeira linha da defini¢do de K[try ¢; catch z : ¢3], a expressao “K[ca]7x” é uma continuagéo
(é do tipo Sto — Sto).

Novamente apresentamos a fungao seméntica dos comandos de nossa linguagem, desta vez com tratamento
de excecoes e abort.

K[skip]tko = ko
Klv := e]rro = kofv : E[e]o]
Kle; ea]rre = iflC[[ClﬂT(IC[[CQHTH)O'
K[if e then ¢, else co] ko = if (B[b]o = true) then C[c;]7ko else Cles] TR0
Klabort]rko = o
Kltry ¢ catch z : co]rho = (let 7/ = 7[z : K[co]rro] in:
Klei]r'ko)
K[throw z]tko = 7(x)(0)
K[while b do c]7x = lfp F,

com
F =M\g-Mtwo - { if (B[b]o) then g(K[c]rwo)
else ko
Exercicios
Ex. 38 — Use continuagoes para modelar o infame comando goto. Um comando poderad ter um rétulo,

e o comando goto z transfere o controle para o comando com o rétulo z. O trecho de programa a seguir
ilustra o uso do goto.

x := 0
goto saida
x := 10
label saida: y := x
Depois da execugao, o estado mapeara tanto x como y em zero, porque a linha x := 10 nao serd executada.

A gramaética abstrata terd mais duas producoes:
(C) ::=label I: (C)

| goto I
Ex. 39 — Defina a seméantica do abort sem usar continuagoes.
Ex. 40 — Em Common Lisp as excecbes sdo reiniciaveis — é possivel retornar do tratamento de uma

excegdo. Ja em Ada este comportamento é proibido. Mostre como modelar, com seméntica denotacional e
continuagoes, excegdes continudveis como as de Common Lisp.
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Ex. 41 — Modifique o mecanismo de tratamento de excecoes para throw possa aceitar, além do tipo de
excegdo, parametros formais:

try
throw some_exception(x,y,z)
catch some_exception(a,b,c):

// use a, b, c

Ex. 42 — Dé a seméantica denotacional do comando yield, que pode ser usado para implementar co-
rotinas.
Ex. 43 — A linguagem INTERCAL tem o comando comefrom, com efeito oposto ao do goto:

e label L declara que daqui o controle pode ir para outro ponto do programa.
e comefrom L é uma declaragio, que diz que o controle deve vir de L para este ponto.

Note que pode haver varios comefrom para cada rétulo, e a seméantica neste caso pode ser definida de
maneiras interessantes (ndo-deterministicamente; criando threads de execucdo; por rodizio; etc). Construa
uma seméantica denotacional para o comefrom.
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Capitulo 5

Semantica Operacional

A semantica operacional de uma linguagem descreve como programas sao executados. Esta descrigao é feita
por um mapeamento de cada trecho do programa em uma maquina abstrata. Inicialmente, nos interessa que
nossa maquina virtual tem variaveis, e que podemos modificar o contetido delas.

Um estado de um programa é uma funcgio de varidaveis em N. Uma configura¢io é o estado atual, junto
com o programa que ainda resta para ser executado.

Defini¢ao 5.1 (configuragdao). Uma configura¢do de um programa é um par {(c, o), onde ¢ é um programa
e 0 é um estado. ¢

Regras de seméantica natural (ou de passo largo) determinam a configuragio final de um programa, e sdo
portanto da forma

(c,0) § o'

Regras de semantica estrutural (ou de passo pequeno) determinam uma nova configuracdo, ndo necessaria-
mente final, para o programa, e portanto podem ser de uma das duas formas a seguir.

(c,a) = (c,0)
(e,0) = o’

Usamos a notacao de regras de reescrita: uma regra de semantica operacional é da forma

premissas
conclusao
Por exemplo,
ockFe I n
ot €92 ~U, no
obFer+esny+no
o b ey | ny significa que “na presenca de o, a expressdo e leva ao nimero ny”.
Nas secoes a seguir, definimos a seméntica operacional para comandos de nossa linguagem.

5.1 Semaéantica Natural (“de passo largo”)

Comegamos pelas duas regras mais simples, que teremos como dois axiomas. Primeiro, se o programa a ser
executado é somente skip no estado o, entdo o estado nao sera alterado. Da mesma forma, se o programa
a ser executado é uma atribuicdo de valor a varidvel, o efeito é somente o de modificar o estado.

nul (skip,o) | o
atr (v:=e,0) | ofv: E[e]o]
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Usamos uma tinica regra para sequenciamento, que determina que se c; leva de o a ¢/, e ¢y leva de o’ a o”,
entao a composicao dos dois leva de o a .

<017 0> U’ 0—/7 <027 0J> ‘U U/I

se
4 (c13¢2,0) I o”

As regras para o comando if sdo também bastante simples. Temos uma para quando a condi¢ao é verdadeira
no ambiente atual e outra para quando a condicdo é falsa.

(c1,0) I o
ifT .
' (if b then c; else cy,0) |} o (B[b]o = true)
/
ifF (c2,0) Vo (B[b]o = false)

(if b then ¢ else ¢y,0) || o’

Para o while temos também duas regras. Quando B[b]o é falso, simplesmente ndo alteramos o estado.
Quando é verdadeiro, verificamos o efeito do comando ¢ sobre o estado o e dizemos que a seméantica é a
mesma que se executarmos ¢ uma vez, e depois executarmos novamente o while

(c,o0) o', (whilebdoc,o’) | o”
(while bdo ¢,0) || o”
engF (while b do ¢,0) | o (B[b]o = false)

engT (B[b]o = true)

A seméntica natural para nossa linguagem é resumida a seguir.

nul (skip,o) | o
atr (v:i=e,0) | ofv: E]e]o]

(c1,0) b0’ (c2,0") 4 0"

sed (c1;¢9,0) o
ocFb| true
ifT er,0) 4o
(if b then ¢ else co,0) | o’
o F b false
ifF (e3,0) 4 o
(if b then ¢ else ca,0) | o’
ok bl true
(c,o) J o', (whilebdoc,d’) | o”
enat (while b do ¢,0) | o”
o F b false
engF

(while b do ¢,0) |} o
Note que podemos definir uma funcéo seméantica semelhante a que definimos com seméntica denotacional.

Definicao 5.2 (fungdo seméantica natural). Definimos a fungdo seméntica natural como
Cnlc]Jo=0¢" & (c,0) o ¢
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5.2 Semantica Estrutural (“de passo curto”)

A diferenca da seméantica natural para a estrutural é que na estrutural queremos poder representar execucao
parcial do programa; queremos regras que nao nos deem somente estados finais, mas também configuracoes
subsequentes. Por isso precisamos modificar todas as regras, exceto a de skip e a de atribuigoes.

Para o sequenciamento (ci;...), temos uma regra para a situagio em que ¢; produz um estado final, e
outra para a situacdo em que resulta em uma nova configuragao.

1 <Cl,0> — <CQ,JI>
seq -
(c15¢3,0) = (c25¢3,0")
5 (c1,0) = o’
seq

(c1;¢9,0) = {ca,0")

Novamente temos duas regras para if. Note que o comando if b then c; else c; em um estado o nao
produzird um estado final; ele simplesmente seleciona entre {c1,0) e (c2,0).

ok b— true
(if b then ¢ else cz,0) — (¢1,0)

ifT

o b — false

ifF
(if b then ¢ else cz,0) — (ca,0)

A regra para o comando while apenas afirma que podemos extrair de while b do ¢ um comando if. Esta
regra nao ¢é dirigida a sintaxe: a seméantica operacional ndo define funcoes, e ndo é composicional.

enqg (while b do ¢,0) — (if b then (¢; while b do ¢) else skip, o)
A seguir temos a semantica estrutural completa de nossa linguagem.

nul (skip,o) = o

atr (v:i=e,0) = ov: E[e]o]

seql <Clva> — <C27U/>
(c15¢3,0) = (ca5¢3,07)
9 (c1,0) = o’
seq

(c1;¢2,0) = (c2,0)

ok b— true

ifT
(if b then ¢ else ¢o,0) — {(c1,0)

o b — false

ifF
(if b then ¢ else ¢, 0) — (c2,0)

enqg (while b do ¢,0) — (if b then (¢; while b do ¢) else skip, o)

Compare as regras de sequenciamento com a usada na semantica natural, onde toda expressdo de execugao
do programa sempre leva a um estado:

(er,0) | o
<CQ7O'/> 1} o

(c13¢2,0) I o”

Neste exemplo, as trés expressoes ... | ... levam a estados (o,0” e o”).
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Na semdntica estrutural, a regra seq! presume que (c1,0) leva a uma configuragio (co,0’); ja a regra
seq? presumo que (c1, o) leva a um estado final o’. Os dois casos sdo tratados.

Os comandos if, por outro lado, sempre levam a uma configuragdo, porque nao sao finais: sempre resta
executar um dos dois “bragos” do if.

O comando while também sempre leva a uma configuracéo, e ela é exatamente a de um if, contendo um
while.

Definimos para a semantica estrutural, também, uma fungdo seméantica.

Definicdo 5.3 (fungdo seméntica estrutural). Definimos a fungdo seméantica estrutural como

Celclo=0" < {(c,0) =o' ¢

5.3 Expressoes

A construcdo de expressoes aritméticas e booleanas é semelhante em estrutura aquela feita com seméantica
denotacional.

Proposicao 5.4. Existem semdnticas naturais g, e estruturais — g, —p para erpressoes aritméticas
equivalentes a &, ou seja, se e é expressdo aritmética e b expressdo booleana, entdo.

(e,o) dpv & (e,0) opv & Elefo=w
b,o)lpw & (bo)—mpw <& Blpjo=w

5.4 Término com abort

Uma das maneiras de modelar o término da execug¢ao com abort é aumentar o conjunto de estados:
¥ =3%U ({err} X Z).

Assim, se

B

: 1y 10],
0,y 0,2: 1)

B

sao estados, também serao estados

(err, []),
(err, [: 1,y: 10]),
(err, [: 0,y: 0,z 1])
O comando abort deve fazer o programa parar imediatamente no estado em que estiver. A seméntica
estrutural é modificada com as duas novas regras a seguir.
3 (c1, (z,0)) — (err,o’)

(c1;¢9,0) — (err,o’)

seq
abo (abort,o) — (err,o)
A nova regra para sequenciamento é necessdria para terminar imediatamente a execuc¢io apés o abort,
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evitando que o segundo comando da composi¢ao seja considerado.
abo (abort,o) — (err,o)
nul (skip,o) — o

atr  (v:=e,0) > ov: E[e]o]

1 <Clﬂ 0> - <C27 JI)
seq y
(c15¢3,0) = (ca5¢3,07)
5 (c1,0) = o’
se
T Tleieno) = (e, 0)
3 (c1, (z,0)) — (err,o’)
seq -
(c1;¢2,0) — (err,o’)
SFT ok b— true
(if b then ¢ else ¢o,0) — {(c1,0)
ifF o Fb— false

(if b then ¢ else ¢g,0) — (c2,0)

enqg (while b do c¢,0) — (if b then (¢; while b do ¢) else skip, o)

5.5 Blocos e variaveis locais

Voltamos agora a considerar declaragdes de varidveis para blocos.

(C) ::= begin (V) (C) end

(V) = var (I) := (E); (V) | €

Para seméantica natural, a regra a seguir permite criar um ambiente com varidveis locais. A regra deter-
mina que o ambiente o é modificado, adicionando a variavel n com o valor da expressao e, resultando no

ambiente o”.
1 ockFelw

i (var n:=e,0) | o[n: ]

okuv Yy o
9 o' vy o’

(v1;02,0) v o’

var

Para usar este ambiente, temos a seguinte regra.

ckvlo

c, o’ o
blo {c,a”) U

(begin v c end, o) || o”

Informalmente, a regra diz que se a declaragdo v transforma o estado o em o', entdo podemos executar ¢
em o’. A defini¢io de varidveis locais com seméantica estrutural é mais dificil, e todas as regras teriam que
ser modificadas para que o estado atual seja “passado adiante”, e modificado quando hé declaragao de novas

variaveis.

5.6 Procedimentos

Relembramos a gramatica que definimos para declarar e chamar procedimentos.
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(C) ::= call (I)

(P) :i= proc (I} : (C) ; (P)] ¢
Usaremos um ambiente de procedimentos, Envp, que mapeia identificadores em definicbes de procedi-

mento.
Envp : Id — Proc

Note que nao definimos Proc como funcao modificadora de estados, porque na seméntica operacional nao
tratamos trechos de programas como func¢des. Os elementos de Proc podem ser vistos como trechos de
programa (literalmente).

(ei,0) =p v;

p(z1,...,2,) =c € Envp
calll (c,olmy 01, oovy xg :UE)) = 0
Envp - pey,...,ex) = o’
(ei,0) —E v;
p(z1,...,2;) =c € Envp
call? (c,olxy s v1, ooy @ vg]) = (d,07)
Envp - pley,...,ex) = (d,0')

A regra call! representa chamadas de procedimento que terminam em estado final, e a regra call? para

chamadas que resultam em nova configuragao.
Os pardmetros foram passados por valor (foram avaliados antes de serem inseridos como pardmetros).

para passagem por nome, a modificacdo é simples:

p(z1,...,21) =c € Envp
a1l (c,olxy €1, .., ki eg]) = o
Envp - pley,...,ex) = o’
p(x1,...,x) =c € Envp
ca11? (c,ol|zy €1, ..., xp:eg]) = (o)
Envp - pey,...,ex) = (d,0')

A definicao de procedimentos com semantica natural é mais complexa, e nao serda abordada.

5.7 Execucao nao deterministica

O comando either (c;,cs) decide ndo-deterministicamente executar um dos dois comandos, ¢; ou ca. Sua
gramatica abstrata é dada a seguir.

(C) ::= either ((C),(C))
Modelamos facilmente este comando, bastando que a construcao seja semelhante ao if, exceto que nao
usamos uma condi¢do booleana para decidir que regra usar — ao construir a arvore de derivagao, qualquer

uma das regras pode ser usada.
Para semantica natural, as regras sao dadas a seguir.

o (e1,0) 4"
(either (c1,c¢2),0) | o’
e (e2,0) 4"

(either (¢1,c¢2),0) | o’
Em seguida temos as regras pra semantica estrutural.
nd! (either (ci,c),0) = (c1,07)

nd? (either (ci,c),0) — (c2,0")
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5.8 Execucao paralela

Modelamos agora a execugao paralela de comandos. Nao tratamos dos problemas decorrente do comparti-
lhamento de meméria; apenas modelamos o comando par, que executa dois outros comandos em paralelo’.
Estendemos a gramatica abstrata, incluindo o comando par:

(C) == par ((C),(C))

A semantica estrutural é modificada, adicionando regras para este comando. Como esta forma de descri-
¢do semantica representa o efeito de cada passo do programa, é facil descrever o efeito de par (c1,ca): basta
que um passo de um dos dois comandos seja executado.

par1 <Cl,(7> — <Cg,0l>

(par (c1,¢2),0) = (par (c3,¢c2),0")
par? (ca,0) = {c3,0")

(par (c1,c2),0) — (par (c1,¢3),0")
par® (er,0) = o

(par (c1,¢2),0) = {ca,0")

4 (co,0) = 0

par
(par (c1,¢2),0) = {c1,0")

As duas primeiras regras tratam o caso em que o passo executado ainda nao é final, resultando em um
par (programa, estado). Neste caso, a execugdo de par resulta em um estado diferente, mas ainda com um
outro comando par para ser executado. As outras duas regras tratam do caso em que o comando executado
termina; neste caso, a execucao do comando par resulta em novo estado, e a configuracdo tem por executar
o comando que nao foi executado dentro do par.

A descri¢do da semantica de paralelismo foi facil porque usamos seméntica estrutural. Usando seméantica
natural, ndo teriamos como descrever a intercalacao de passos de programa.

Exercicios

Ex. 44 — Prove que as duas seménticas operacionais (natural e estrutural) que definimos para nossa
linguagem séo deterministicas: se (¢,0) — {(c1,01) e {¢,0) — (c2,02), entdo (c1,01) = {(c2,02).

Ex. 45 — Na secao expusemos duas regras: uma para criar um ambiente com declaragoes de varidveis,
e uma para usi-las. Mostre que as duas podem ser fundidas em uma sé.

Ex. 46 — Defina semantica estrutural para varidveis locais, como sugerido no final da secao [5.5
Ex. 47 — Implemente uma forma de protegdo para que blocos nao sejam intercalados durante a execugao
paralela:

(C) ::=nopar (C)

Ex. 48 — Modifique a seméntica de chamada de procedimentos para

a) Permitir chamadas recursivas;
b)
)
)

c
d) Permitir ao programador escolher entre escopo estatico ou dinAmico ao declarar variaveis e procedimen-
tos.

Utilizar escopo dindmico para varidveis (mas estdtico para procedimentos);

Utilizar escopo dinamico para varidveis e procedimentos;

LA notagdo par é usada na linguagem Occam.
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Capitulo 6

Corretude de Implementacao

Neste Capitulo mostramos como a semantica operacional de uma linguagem pode ser usada para demonstrar
a corretude de sua implementacao.

6.1 Uma CPU hipotética

A arquitetura que consideraremos tem uma memoria e uma pilha. Operagoes aritméticas e logicas acontecem
exclusivamente na pilha, e a tinica maneira de usar a memoria é trazendo valores da memoria para o topo
da pilha ou levando do topo da pilha para a memoria.

» Booleanos sio representados como zero (false) e diferente de zero (true).
e Toda operagao légica ou aritmética 1é operandos da pilha, e deixa seu resultado na pilha.
e Comandos que usam a pilha para tomar decisoes desempilham o valor que ali estava.

e H4& correspondéncia um-para-um entre rétulos e comandos JZ.

STO war move topo para end
PUSH war copia (empilha) end para topo
PUSH #wal empilha valor #val
POP desempilha (descarta) topo
ADD operacao: soma
SUB operagao: subtragao
EQ comparacao: a = b?
LE comparacao: a < b?
AND operacao: e
OR operacao: ou
NOT operacao: negacao
JZ L salto para L se topo= 0; desempilha
NOP nada faz

Nossos programas terao rétulos na memoria para que o comando JZ possa usar. Durante a execucgao,
interpretamos um rétulo “.L” como uma instrugao NOP.

Uma configuragdo de nossa maquina é uma tupla (¢, £, o), onde ¢ é um programa; £ é a pilha; e 0 é a
memoria. Para simplificar a notagdo, representaremos a memoria como fungdo de nomes em valores, sem
preocupacdo com enderecos fisicos. Por exemplo, se a pilha é [3 : 2 : 3] e 0 estado é [z : 4;y : 5], entdo a
execucao do trecho a seguir,
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L1
PUSH x
EQ

JZ 11
PUSH y

na linha PUSH x, pode ser representado como segue:

(PUSHx: EQ: JZLl,[3:2:3],[x:4;y:5]).

6.2 Semantica para o assembly da arquitetura

Definimos uma seméntica operacional para a arquitetura de nossa maquina. A derivacido de configuracoes
(ou seja, um passo de execugdo da maquina abstrata) é denotada ky > ko.

(8T0v:c,k:§0)> (c: & ofv:k])
(PUSHv,{,0) > (c:0(v) : €, 0)
(PUSH #k,&,0) > (c: k: €, 0)

(POP : ¢,z : £,0) > (c,&,0)

(ADD: c,z:y:&,0) > (¢, (x+y) : & 0)
(SUB:c,x:y:&0)> (c,(x—y): £ 0)
(EQ:c,z:y:&0)> (¢ (27y) : §,0)
(AND:c,z:y:&,0)> (¢, (xAy): & 0)
(OR:c,z:y:&0)> (¢,(xVy): & 0)
(NOT : caf&) (C( ) :§,0)

(
(

JZL:ci:co:-+:.Lick: §, o) > (¢,&,0) (k=0)
JZL:cy: 02:~-..L.c,k.§, o)>(c1:ca:--:¢,&0) (k#0)
(cr:ea:.,&0)> (,k:¢&,0)
(L:ci:icg:++-:JZL:c,&,0)> (cr:ca:--:¢) (k #0)
(c1:ic2:,&0)> (d,k:€,0") (k= 0)
(L:icpicg:---:JZL:¢,€,0) > (cr:co:---:.Liciicg:--:JZL:¢ & 0)
(NOP, £,0) > (¢,£,0)

Definiremos agora uma fung¢do seméantica

M : Asm — (Sta x Sto), — (Sta x Sto)

/

M[[C]]O': g se (C,-,O’)>>(',f,(7/)
L se(c,-,0) diverge

6.3 Traducao da linguagem para o assembly

Definimos fungoes de traducao para expressoes aritméticas, booleanas e para codigo.

TE : Aexp — Asm
TB :Bexp — Asm
TC:Cmd — Asm
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A funcgdo TE é simples: para deixar uma constante k& no topo da pilha, basta executar PUSH #k. Para
deixar uma varidvel v, ha a instru¢do PUSH v. Para realizar uma operagdo (soma ou subtragdo) em uma das
expressoes, executamos o cdédigo para cada uma — depois disso os resultados das duas estardo no topo da
pilha, e podemos usar ADD ou SUB para efetuar a operagao.

TE[k] = PUSH #k

TE[v] =PUSHw
TEe1 + ex] = TE[er] : TE[e2] : ADD
TE[e1 — ex] = TE[ei1] : TE[ez] : SUB

A funcao T B é semelhante; usamos PUSH #0 e PUSH #1 para as constantes false e true. As operacoes
logicas sdo realizadas de maneira semelhante & fungao 7¢E.
T B[true] = PUSH #1
T B[false] = PUSH #0
TB[by and bo] = TB[b1] : TB[bz] : AND
TB[by or bo] = TB[b1] : TB[b2] : OR
TB[not b] = TB[[b] : NOT
TBler = es] = TE[e1] : TE[e2] : EQ
TBJe1 < ez] = TE[ei] : TE[ez2] : LE
TBler > es] = TB[e1r = ea] : TB[er < ez2] : NOT : OR

A funcdo TC nao traduz comandos em sequéncias de instrugoes.

TC[skip] = NOP
TClxz:=e] =TE[e] : STO x
TCllex; co]]l = TC[ea] : TCle2]
TC[if b then c¢; else co]) = TB[b] : JIZ Ly : TC[ea]] : PUSH #0 : JZ Lo : .Ly : TC[lca] = . Lo
TC[whilebdo c]| = TB[b] : JZ Ly : .L2: TC[c]| : TB[b] : IZ . Ly : .14

O diagrama a seguir ilustra a traducao de if b then ¢; else ¢ para a linguagem da maquina. Note que
como nao temos desvios incondicionais, usamos “PUSH #0 : JZ L,” para desviar para L.

TB[b] : Iz &1 : TCle1] : PUSH #0 : JZ Lo :l.Ll :TClee] = Lo

O proéximo diagrama ilustra a traducao de while b do c: ’

TB[b] : Iz ’Ll :.L2:TC[c] : TB[b] : IZ .Ly :l.Ll

6.4 Corretude

Definimos uma fungao seméntica para a tradugao da linguagem de alto nivel para o assembly.
C M = M o TC

Queremos mostrar que Cy; é equivalente a Cg (a fungdo seméantica implicita na seméntica estrutural da
linguagem — definicao [5.3)).
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Definicdo 6.1 (relagdo de bissimulagdo). A relagdo de bissimulagdo, =, entre configuracoes da linguagem
de alto nivel e a linguagem assembly é dada por

{c,0) = (TC[c], - 0)
o~ (-, ,0). ¢

A seguir provamos que a traducao 7C estd correta, usando a técnica da bissimulagao.

Teorema 6.2 (corretude de tradugio por bissimulacdo). A tradugio TC estd correta, ou seja,

i) se{c,o) = (n,-,s) e{c,o) =* (o), entio existe (n',-,s") tal que (n,-,s) > (n',-,5') e (c,0') =~
(n',-,s") — diagrama (a);
it) se (c,0) = (n,-,s n,-,s n',-,s"), entao existe (n',-,s") tal que (c,0) =* (c,0') e (c,0') ~
. !/ !/ t"’ 't !/ / tl * / / / /
(n,-,s") 7dzagmm (b).
(e.0) ———(¢".0") (e.0) ——— (.0)
(na§75) ? (’I’L/,EI,S/) (n7£vs) T>> (n’,{’,s')

Exercicios

Ex. 49 — Embora nao seja semantica denotacional, a semantica operacional da funcao de traducdo de
expressoes aritméticas é composicional. Ja a fungdo de tradugdo de expressées booleanas, 7B, ndo é. Eplique
porque, e mostre como torna-la composicional.

Ex. 50 — Inclua os comandos repeat .. until e abort na linguagem, faga a tradugao deles a demonstragao
de corretude da tradugao.

Ex. 51 — Modifique a maquina virtual para que use um contador de programa.
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Capitulo 7

Semantica Axiomatica

A semdntica axiomdtica de um programa nos permitird expressar e provar propriedades da forma

{P{@},

onde ¢ é um trecho de programa e P e () sao assergoes a respeito do estado. As idéias béasicas da seméantica
axiomética foram desenvolvidas inicialmente por Floyd [Flo67] e Hoare [Hoa69).

Usaremos neste Capitulo um pouco do Calculo de Predicados. Introdugdes ao assunto sdo dadas nos
livros de Hedman [Hed04], de Enderton [End01], de Mendelson [Menl5] e de Leary [Lea00].

7.1 A linguagem das assercgoes

E necessério determinar com mais rigor o que sdo as assercdes: qual sua sintaxe e sua seméantica. Com isto
também determinaremos sobre o que elas podem versar.

As assercoes em Asser sdo predicados, onde usamos tanto varidveis do programa como metavaridveis. A
sintaxe é dada a seguir. Relembramos que os simbolos B e I denotam expressoes booleanas e identificadores
em nossa sintaxe abstrata.

(asser) ::= true | false
| (B)
| VI(B)
| 31(B)

Exemplo 7.1. As seguir temos algumas possiveis assercoes, gramaticamente corretas.

n<=k

3<=4

Vn n+k=p—n

dk V5 kxj=k

—n<=0An=k+1

n<=k =>p<=q+1 <

Definicado 7.2 (assercao de corretude parcial). Uma asser¢io de corretude parcial é

{P}e{Q},

onde P, € Asser e c € Cmd. ¢
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Quando uma assercao P é valida em um estado o, denotamos
oclE P
O estado indefinido satisfaz qualquer assercao, ou seja,

1lEP VP

7.2 Loégica de Hoare

O sistema de prova proposto por Hoare para a linguagem imperativa minimalista é mostrado a seguir. Cada
regra de inferéncia permite provar a corretude de um dos comandos isoladamente.

skip {P} skip {P}

atr {Plz — Alk]]}z := k{P}

ey _Pa(@) (@)
{P}er; co{ R}

. _{BBIAPIQ) (-BIAPIey(Q)

{P} if b then ¢ else c2{Q}

. (BI 7 PletP)

% T[PY while b do c{-B[j A P}
cons w (Se P = Pl, Q/ = Q)

{P}c{Q}
A regra skip simplesmente determina que se P vale em um determinado estado, continua valendo apds
a execucao de skip — o que é evidente.
A regra atr declara que se P vale em um estado o, substituindo x por A[k], entdo P valerd no estado
que resulta depois da execucao de x := k.
A regra seq é também bastante simples: se um trecho ¢; leva do estado o a ¢’, e outro comando cs leva
do estado ¢’ em 0", e valem P(c), Q(¢’), R(c”), entdo para o programa composto ci; ca vale { P} ¢1;¢2 {R}.

o “ - o 2 - o
P 0 R

A regra if expressa que se

e ¢ leva de o em o’/

e ¢y leva de ¢/ em o'

o valem P(o), P(d’), Q(c");

o BJb] vale em o, mas é falso em o’,

entdo vale {P} if b then ¢; else ¢y {P}.
o Cl 0_// C2 0_/
P, BJb] Q P, - Blb]
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A regra enq determina que se o comando ¢ ndo invalida a proposicdo P, entdo “while b do ¢” também
preserva a propriedade P. Mais ainda, se B[b] vale antes do lago, = B[b] valera depois.

A regra cons expressa o efeito da relagdo de consequéncia légica entre proposi¢bes. Sua justificativa é
pedida no exercicio

7.2.1 Inferéncia

As inferéncias que podemos realizar neste sistema de prova sao assercoes de corretude a respeito de trechos
de programas.

Definicdo 7.3 (inferéncia de asser¢do). Se a e [ sdo assergoes, e « = --- = (3, dizemos que é possivel
inferir B8 a partir de o, e denotamos
atpg B ¢

Exemplo 7.4. Considere o seguinte trecho de programa.
i:=1
p = X
while n # i do

P = p*Xx

i ::=1i+ 1

Provaremos que, se n > 1 antes de comegar este trecho, entao depois de sua execucao teremosn =i e p = x™.
A asser¢do que traduz o que queremos provar é esta:

{n>1}i:=1; p:=x; whilen #ido (p:=pz; i:=i+1){p=2"}

Primeiro, identificamos a invariante de laco que queremos. A invariante, sendo uma afirmacdo sobre as
varidveis do programa, depende do estado, portanto denotamos I(o):

I(0) = (1 < a(i) < a(n) Ao(p) = a(z)°D)

E inconveniente, no entanto, usar o simbolo ¢ tantas vezes na expressao, e também desnecessério, ja que é
o tnico estado sendo tratado. Simplificando a notagao, e deixando ¢ implicito, temos

1= (1§i§n/\p=x’)
Os passos da demonstragao sao mostrados a seguir.

(D) by {I[i:i+ 1)} =i+ 1{I} (atr)
Q)b {Ii:i+1[p:pzx)}p:=p*x{I[i:i+1]} (atr)
(3) Far ATl i+ Wlp : palkp = p s o= i+ 1T} (2), (1), seq)
D@E#nAI) = (I[li:i+1)[p: px]
G)Frp{i#EnAIlp:=pxx;i=i+ 1{I} ((3),(4), cons
(6) by {I} whilei #ndo (p:=pxaz;i:=i+1){i=nAl} ((5), while
(7) bg {I[i:1]}i == 1{I} (atr
(8) Fu {I[i:1][p: x]}i:=1{I[i:1]} (atr
) b {I[e:1][p: a]}i:=1;p:= ={l} ((8),(7) seq
)

(10) Fg {n > 1}i:=1;p:= z; while i # n do (p ::p*x;i::i—f—l){i:n/\l} ((9),(6) seq

Definicdo 7.5 (drvore de inferéncia). Podemos encadear as triplas { P}c{@Q} usadas em uma demonstracao
de corretude; teremos como resultado uma drvore de inferéncia. ¢
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Exemplo 7.6. Mostramos a arvore de prova do exemplo Como a arvore é muito grande, mostramos
duas subarvores separadamente, e as unimos com duas arestas.
b {I[i:1]p:x]}i:=1;p:=a{I[i:1]}
Fo {Ifi: 1]} = 1{I}

> B {I[i:1][p:x]}i:=1;p:=z{[}
b {10 i+ lp: paltp = px2{I[i i+ 1]}
seq b {0000+ 1]} =i+ 1{I}

Foa {Ili:i+1)p:pz)}p:=p*z;i:=i+ 1{I}
Fu{i#nAI}lp:=p*z;i:=i+ 1{I}
g {I} whilei#ndo (p:=pxaz;i:=i+1){i=nAl}

enq

b {Ili:1][p: z]}i:=1;p:=x{I}
Fu {I} whilei#ndo (p:=px*z;i=i+1){i=nAI}

seq
Fg{n>1}i:=1;p:=z;whilei # n do (p::p*x;i ::i—i—l){i:n/\l}

As folhas da arvore sdo evidentemente axiomas — nesta arvore, os axiomas sao todos regras to tipo atr.
Observe que na regra cons usamos o fato (i Zn A I) = (i[i : i+ 1])[p : px]. <

7.3 Equivaléncia de programas

Definicao 7.7. Dois trechos de programa c; e co sdo equivalentes de acordo com a seméntica axiomatica
definida pela Légica de Hoare se e somente se para todas as proposicoes P, @,

(F{PYea{@}) & (F{PYe{Q}). ’

Exemplo 7.8. <

7.4 Consisténcia e completude

Demonstramos agora que a Logica de Hoare, apresentada na secao é consistente, ou seja, que todas as
assercoes que podemos derivar com as regras dadas sao validas.

Nossa definicao de validade, no entanto, serd relativa: conceitualmente, uma assercao é valida se expressa
um efeito que sempre sera observado em uma seméntica — aqui, escolhemos a seméantica natural.

Definicao 7.9 (validade de assercao de corretude). Seja {P}c{Q@} uma asser¢do. Se, para todo estado o,
o P(0) vale;
o (¢c,0) = s
o Qo) vale;

entdo {P}c{Q} é vdlida, e denotamos = {P}c{Q}. ¢

Dizemos que um sistema de prova é consistente se as inferéncias que fazemos usando suas regras levam
a férmulas validas — ou seja, se é possivel deduzir § a partir de a (a F (), entdo sempre que « for verdade,
B também serd (o | f). Analogamente, o sistema de prova é completo se toda férmula vélida pode ser
deduzida — ou seja, se a validade de a implica na de 8 («a |= ), entdo é possivel inferir S com as regras do
sistema, a partir de a (a = 3).
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Definicdo 7.10 (consisténcia da Légica de Hoare). Um sistema de prova com asser¢oes é consistente se,
para toda asser¢do de corretude parcial {P}c{Q}, F {P}c{Q} implica em = {P}c{Q}. ¢

Definicdo 7.11 (completude da Légica de Hoare). Um sistema de prova com asser¢oes é completo se, para
toda assergdo de corretude parcial {P}c{Q}, E {P}c{Q} implica em F {P}c{Q}. ¢
7.4.1 Consisténcia

Damos uma demonstracao parcial da consisténcia da Légica de Hoare para nossa linguagem. O exercicio
pede a elaboragao do restante da demonstragao.

Teorema 7.12 (consisténcia da logica de Hoare). A Légica de Hoare para nossa linguagem é consistente.

Demonstracio. A demonstracao é por inducdo estrutural.
A base de indugao se dd com as regras skip e atr, que sdo axiomas da Légica. Faremos aqui a base e
um dos passos; os outros sao pedidos no exercicio

e skip: nada hé a provar, ja que trivialmente, se uma proposicdo P era verdade antes do skip, e este
nao modifica o estado, a proposi¢do continuara sendo verdade depois.

o atr: a pré-condigdo é Plx : £[k]], logo a proposi¢ao P deve valer com z valendo E[k]. Como o comando
executado apenas modifica x, tornando-o igual a E[k], entdo P continua sendo valida.

H4 agora quatro passos a demonstrar: seq, if, enq, cons.
e if: Presumimos que
(i) H{Bb] A Pre{Q},
(i) F{-B[b] A P}ea{Q}-
Agora consideramos dois estados, o e ¢’, para os quais P vale, e tais que

(if b then ¢ else c3,0) — o’.

Quando B[b] = true, teremos B[b] A P (i), e

{e1,0) = o',

e portanto, como presumimos (z), temos Q(c’) = true.

Para B[b]] = false, o raciocinio é simétrico. O

7.4.2 Completude (abordagem extensional)

Usaremos aqui a mesma abordagem de Nielson e Nielson [NNO7|: embora seja impossivel demonstrar a
completude da Légica de Hoare usando a linguagem de assergoes que propusemos, a demonstracao é possivel
se mudarmos a forma de descrever as asser¢des. Nesta secdo, trataremos as asser¢des como proposicoes
(predicados sem argumentos), e desta forma poderemos demonstrar a completude do sistema de provas.

Definic¢ao 7.13 (pré-condicao liberal mais fraca). Dados um comando ¢ € Cmd e uma assercao @, definimos
a pré-condigdo liberal mais fraca para ¢ e ) como a assercao, denotada wlp(c, @), tal que

wlp(e, Q) = true

se e somete se para todo ¢’ tal que

(e,0) = o',

temos Q(o’) = true. ¢
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Lema 7.14. Para todo comando ¢ € Cmd e toda assercio @,
i) = A{wlp(c, Q)}c{Q}
it) se = {P}c{Q}, entdo P = wlp(c, Q)
Lema 7.15. Se, para todo ¢ € Cmd e Q, tivermos
Fu {wlp(c, Q)}{Q}, (7.1)

entdo a Logica de Hoare é completa no sentido extensional.

Demonstraggo. Suponha que = {P}c{Q}. O Lema nos garante entdo que

P = wip(c, Q). (7.2)
Assim, com [7.1] e [7.2] podemos usar a regra cons para obter
Fa {P}c{Q}- O

Teorema 7.16. A Légica de Hoare que apresentamos é completa no sentido extensional.

Demonstragao. Por inducdo estrutural (esta demonstracio estd incompleta) O

7.4.3 Incompletude (abordagem intensional)

7.5 Corretude total

Até agora tratamos de asser¢oes de corretude parcial, porque admitimos que trechos de programa podem
entrar em loop e nunca parar. Nesta se¢ao discutiremos assergoes de corretude total, quando damos também
a garantia de parada para o programa.

Denotamos por

[P] ¢ [Q]
a assercao equivalente a “{P}c{Q}”, com a garantia adicional de que o trecho ¢ sempre para (ou seja, ndo
resulta em estado indefinido).

Exercicios
Ex. 52 — Justifique a regra cons da Légica de Hoare.
Ex. 53 — O maéximo divisor comum entre dois inteiros, mdc(a, b) é definido como segue.

mdc(a,0) =a
mdc(a, b) = mde (b, a (mod b))

Escreva um programa while que calcule o mdc de dois nimeros, e prove que ele estd correto de acordo com
a definicdo de mdc.

Ex. 54 — Proponha pré e pds-condicdes parao seguinte programa, e demonstre sua corretude usando a
Logica de Hoarre.
q:=0
r:=N
while r >= D do
r :=1r -D
q:=q+1

Ex. 55 — Prove os casos faltando do Teorema
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Capitulo 8

A-Calculo

Assim como méquinas de Turing, o A-Célculo foi proposto por Alonzo Church como uma maneira de for-
malizar a nogao de “computacdo”. Para a teoria de Linguagens de Programacao, a importancia maior do
A-Célculo esta principalmente no fato de muitas das caracteristicas de linguagens serem mais facilmente
expressadas nele do que em linguagens reais.

O A-Célculo é um formalismo para manipulagdo simbdlica de fungoes. Embora seja simples descrever
fungoes que operam sobre elementos de conjuntos, a notagdo usual ndao é adequada para expressar fungoes
que nao apenas usam o resultado de outras via composicao de func¢ées, mas fungoes aceitam outras como
argumento (fungoes de alta ordem). Por exemplo, podemos escrever a fungao que soma 3, f(x) = z + 3, sem
maiores problemas. Mas a fun¢do que recebe um ndmero n e uma fungdo g e soma n com g(n + 1) seria
f(n,g) =n+g(n+1), mas a notagdo comega a ficar confusa (olhando para g(n + 1), podemos imaginar que
¢ ¢ um ntmero multiplicado por n + 1). O A-célculo permite expressar estas fungdes de maneira natural.

Uma curta introdugéo ao A-Célculo é dada no livro de Chris Hankin [Han04]; O livro de J. Hindley e J.
Seldin [HSO8] é uma introducdo mais extensa; O livro de Henk Barendregt |[Bar12| contém uma exposicio
exaustiva do A-Célculo e de suas muitas variantes.

8.1 Sintaxe

A sintaxe abstrata do A-Célculo é dada a seguir.
(termo) ::= (wvar) | (termo) (termo) | X {var) - (termo)

Denotamos por A o conjunto de todos os termos do A\-Célculo.
A sintaxe concreta do A-Célculo exige parénteses ao redor de termos compostos (0s que nao sdo varidveis
isoladas).

Exemplo 8.1. Sao A-termos z, zy, (Az - y), ((xy)z) e (z(yz)). <
A gramaética dada descreve as possiveis formas de A-termos, que podem ser combinadas:
o Atomo: uma variavel isolada. Por exemplo, x;

o Abstragio: (Az -m). Uma abstragio é a descrigdo de uma transformagao sintdtica em A-termos.
(Ax - m) significa “troque = por m”;

o Aplicagdo: (mn). Uma aplicagdo descreve onde abstragdes devem ser usadas.

No A-Calculo normalmente os parénteses sao usados somente quando necessario. As regras a seguir sao
usadas para simplificar a notacao.

« Aplicagbes associam a esquerda: wzyz é o mesmo que (wx)yz, ((wz)y)z e ((wx)y)z), que sdo diferentes
de w(zy)z, wr(yz) e (w(z(yz));
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¢ O corpo de uma abstracdo estende-se a direita tando quanto possivel: Az - wxyz é o mesmo que
Az - wzyz).

e Abreviamos sequéncias de abstragbes, omitindo os As desnecessédrios: o termo Az - Ay - Az - xaxyyzz é
abreviado Axyz - xayyzz.

8.1.1 Variaveis livres e ligadas

Uma varidvel em um A-termo pode estar livre ou ligada. Por exemplo, em (Az -z + 2)(4 x y), a varidvel =
estd ligada (porque é usada na abstracdo) e y estd livre. Se denotarmos por V LG(1) o conjunto de varidveis
ligadas de um A-termo [, entdo V LG pode ser definido indutivamente:

VIG(z) = 0
VIG(\z-M) = VLG(M)U{z}
VLG(MN) = VLG(M)UVLG(N)

Podemos entdo denotar o conjunto das varidveis livres de um A-termo por VLV (M). Note que VLV (M)
nao é o complemento de VLG(M), uma vez que a mesma varidvel pode ser tanto livre como ligada em um
A-termo — por exemplo, (Ax - 2z)(abx).

VLV (z) = {z}
VIV M) = VLV(M)\{z}
VLV(MN) = VLV(M)UVLV(N)

8.1.2 a-equivaléncia

Os termos do A-Célculo sdo usualmente agrupados em classes de equivaléncia: sabemos que, por exemplo,
Ax - xz é 0 mesmo que Ay - yz.

Definicdo 8.2 (a-equivaléncia). Dois termos t1 e to sdo a-equivalentes se um pode ser obtido do outro pela
substituicdo de varidveis nao-livres. Denotamos t1 =, ts. ¢

Note que a-equivaléncia é uma relagao de equivaléncia, e que consequentemente particiona os termos.
Exemplo 8.3. Damos exemplos de alguns termos a-equivalentes.

()"'1j i Q?) =a ()‘y . y) =« ()‘Z ' Z)

Az - zy) =4 (A2 - 2y)

(

(

Az - zy)z
(A - y)x

o (A2 2y)x (z fora dos parénteses é livre!)

o (A2 y)z (z fora dos parénteses ¢ livre!)

<

8.2 Semantica, S-reducao

Denotamos M — N quando pudermos transformar, sintaticamente, M em N. Uma seméntica operacional
para o A-Célculo é dada aseguir.
Tomamos como base a idéia de aplicacao de uma fungao a um argumento: se temos (Ax - m) n, entao

e (Az-m) é uma fungdo, e

e n é um argumento.
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A aplicacao da func@o no argumento n deve entao ser dada pela regra
(Ax -m) n — mln/z].
Esta regra é chamada de S-redugéo.
Definicdo 8.4 (f-redex). Um fS-redex em um termo é um subtermo da forma (Az - m)n. ¢

A seguir temos uma seméntica operacional para o A-Célculo — uma semantica estrutural simples, onde as
configuragées sao termos do A-Cadlculo. Além da regra de S-redugdo, ha outras regras que tratam dos casos
em que a (-reducdao pode ser usada em parte de um termo.

— I
B (Ax-m)n— mn/z| A /\x-zHTx-m'
! /
11 t— 1 12 m— m
ap (tm) — (t'm) ap (tm) — (tm")

Dizemos que a regra (-reducado, aplicada uma vez em um [S-redex de um termo é uma contra¢io. Uma
sequéncia de aplicagdes é uma reducao.

8.3 Formas normais, e computagao com A-Calculo

Podemos aplicar S-redugoes repetidamente em um termo somente enquando ele contiver S-redexes. Quando
nao houver mais, chegamos ao final da sequéncia de reducao.

Definicao 8.5 (Forma Normal). Um A-termo estd em sua forma normal se ndo pode ser reduzido, ou seja,
se nao contém [-redexes. Dizemos que M é a forma normal de N se N —* M e M é forma normal. ¢

Exemplo 8.6. A seguir temos uma reducdo. Em cada linha, o 8-redex que sera utilizado é sublinhado.

— Az - 2y)y(Ae - zy)(22)
— yy(A\z - 2y)(22)
— yy(z2)y

Como yyzzy ndo tem [-redexes como subtermos, ele é a forma normal do termo inicial (e dos outros
intermedidrios, evidentemente!) <

Encontrar a forma normal de um A-termo é equivalente a determinar o valor de uma funcao recursiva
parcial ou a verificar o resultado de computacdo de uma méaquina de Turing.

8.3.1 Termos sem forma normal

H4 termos que ndo tem forma normal. A seguir temos um exemplo: tentaremos reduzir o termo =
Az - zz)( A - zx)

Az - zz)(Ax - zz) — (A - zx)(A\x - xx)
— Az - xz)(Ax - zx)

— (Az - zz)( Az - z2)

Dizemos que este termo diverge, e denotamos 2 1.
A divergéncia no A\-Célculo é semelhante a programas que nao param em linguagens imperativas: se um
programa p equivale a um A-termo e, entao

et<= [p] =1L
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8.3.2 Nao-determinismo

Pode haver mais de uma possibilidade de redug@o para o mesmo termo, como ilustrado a seguir.

Az - zy)(Aw - w)z) — (Az - xy)z
Az - zy)(Aw - w)z) — (Aw - w)zy

A regra aplicada nos dois casos foi a mesma, mas a parte do termo em que aplicamos a regra é diferente.

8.3.3 Confluéncia

O Teorema de Church-Rosser afirma que se é possivel reduzir um A-termo a duas diferentes formas, entdao
estas duas podem ser reduzidas a uma terceira. Esta propriedade do A-célculo é chamada de confluéncia.

Teorema 8.7 (Church-Rosser). Seja M um A-termo. Se M ¢é redutivel a N e M também é redutivel a
O # N, entao existe P tal que N —* P e O —* P.

N/M\O
N

Como corolario do teorema de Church-Rosser temos a unicidade de formas normais.

Corolario 8.8. Se um A-termo M tem forma normal, ela € unica modulo =, ou seja, se M tem formas
normais P e Q, entdo P =, Q. entao N =, O.

Exemplo 8.9. Abaixo temos duas redugoes, seguidas por um diagrama que ilustra a propriedade da con-
fluéncia.

Az.zy)((Aw.w)z) — (Az.ay)z — 2y
Az.zy)(Aw.aw)z) — (Aw.w)z)y — zy

8.4 Ordem de avaliacao

Um A-termo pode ter varios S-redexes, e podemos portanto aplicar S-redugoes em diferentes ordens. Desta-
camos aqui duas ordens relevantes — a ordem aplicativa e a ordem normal.
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Definicao 8.10 (Ordem aplicativa). Uma redugao se dé na ordem aplicativa se o S-redex contraido em cada
passo é, dentre os mais internos, o mais a esquerda. ¢

Exemplo 8.11. Reduziremos o A-termo (Azy - yzy)((Az - zz)w)w. Primeiro reescrevemos o termo sem
abreviar os As:
Az - (Ay - yzy)) (A2 - zz)w)w

Agora comegamos aredugao.

Az - Ay - yry)) (A2 - zz)w)w — Az - (Ny - yzy)) (zw)w

— Ay - y(zw)y)w

— w(zw)w.
A forma normal deste termo é, portanto, w(zw)w. <

Definicao 8.12 (Ordem normal). Uma redugdo se dd na ordem normal se o B-redex contraido em cada
passo é, dentre os mais externos, o mais a esquerda. ¢

Exemplo 8.13. Reduziremos o mesmo termo do exemplo [8.11] usando ordem normal.

(Az - (A\y - yzy)) (A - 2z)w)w — Ay -y (A2 - z0)w) y)w

— w (Az - zz)w) w)
Chegamos (como esperdvamos) ao mesmo termo ao qual chegamos no exemplo <

As duas ordens de aplicacdo podem exigir mais ou menos passos; mas usando a ordem normal, temos a
garantia de que, se existe uma forma normal para o termo, ela sera encontrada. Isto ndo vale para a ordem
aplicativa.

Teorema 8.14 (da padronizagdo). Se alguma sequéncia de redugées comegando com um termo t termina,
entdo a sequéncia de redugoes em ordem normal comegando com t termina.

Exemplo 8.15. Tentaremos reduzir o mesmo termo, (Azy - z)zw((Az - zz)(Ax - xx)), usando as duas ordens
diferentes. Como a abstracdo a esquerda tem dois parametros, primeiro a traduzimos para o A-Célculo puro:

Azy - 2)z(Az - zz)( Az - 2x)) = Az - Ay - 2)z(Ax - zz) (A - xx))
Agora executamos reducoes usando a ordem normal:

Az - Ay -2)z(Ax - zz)(Ax - xx)) — Ay - 2) (A - zx)(Ax - 2x))

— 2

Facilmente chegamos a uma forma normal, z.
A seguir temos uma tentativa de reduzir o mesmo termo, usando ordem aplicativa.

Az - Ay - 2)z((Ax - zz)( Az - z2)) — Az - (Ay - z))z(Ax - zz)( Az - xx))
— (Az - (Ay - 2))z((\x - zx)( Az - xx))

Note que, ao tentarmos avaliar o segundo argumento, Q = (Ax - zx)(Ax - xx), seguimos realizando a mesma
reducdo indefinidamente. <
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8.5 Combinadores

Usar o A-Célculo fica mais facil quando definimos A-termos que realizam operagdes interessantes — e damos
entao nomes a esses termos.

Defini¢do 8.16 (combinador). Um combinador é um A-termo sem varidveis livres. ¢

Exemplo 8.17. Os termos (Az - x), (Az - zx), (Azy - yy) sdo combinadores.
Ja z, (Ax - zy), (zy) e (Ax - ) ndo sdo combinadores, porque todos tem variaveis livres. <

A seguir mencionamos alguns combinadores relevantes.

O combinador mais simples que existe é o combinador identidade, id = Az - z.

J4 encontramos antes o combinador Q = (Az - zx)(Az - zx), que ndo tem forma normal.
Podemos definir dois combinadores projecao:

L=Xzy-x
R=MXxy-y

Também ¢é interessante o combinador self, que transforma z em (zx):
self = \x - (zx).

Note que 2 = (self self).
O combinador flip toma uma funcdo bindria, dois argumentos x e y, e aplica a funcao aos argumentos,
na ordem trocada:

flip=Af-Ax-Ay-(f yx)

O combinador apply toma uma funcdo, seus argumentos, e aplica a fungdo a eles.

apply = ANfx12a ... 2y - (f T122. .. 2p).

Podemos usar apply para realizar aplica¢do parcial: se ¢ = (Axyz - M) é uma funcgéo de trés argumentos,
entdo (apply gw) é uma funcdo de dois argumentos:

(apply gw) = (Afz - (fz))(AwyzM)w
= (AzyzM)w
= \yz - Mw/z].

8.6 Iteracao e o combinador Y

Como no A-célculo hé apenas uma operagao (S8-reducio), pode parecer que ele ndo é Turing-equivalente
por nao permitir a aplicagdo de uma determinada computagdo um nimero de vezes. No entanto, é possivel
escrever \-termos equivalentes a lacos for e while.

Ha duas fungbes que precisaremos para construir iteradores em A-cdlculo: uma fungdo que testa se seu
argumento é zero e outra que calcula o sucessor de um nimero. Nao mostraremos aqui a construcao delas.

z sen=0~0
y sen #0.

A defini¢do acima mostra que a funcdo zero recebe n, x e y, e depois retorna x ou y, dependendo do valor
de n.

A iteragdo em A-cdlculo ndo é simples como em méquinas de Turing ou em fungdes recursivas. Usando as
fungdes zero? e pred (que retorna o predecessor de um niimero natural), poderfamos construir um iterador
que funciona como laco for:

zero? n x y—{

I=(M\nfaxz-zero? n x

(I (pred n) f (f ©))).
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Ou seja: I toma trés argumentos, n, f e . Se n = 0, retorna x; sendo, retorna I aplicadoan — 1, f,i e z.
Mas estarfamos usando I em sua propria defini¢do, e se tentarmos reduzir um A-termo construido com
1, notaremos que as redugbes apenas aumentam o tamanho do termo!
Seja S a funcdo geradora do iterador que queremos — ou seja, a funcao que recebe uma fungao M e aplica
o raciocinio ja descrito para I em M:

S=(AM-(An fx-zero? n =z
(M (pred n) f (f ))))

Esta definigdo néo é circular. Agora precisamos de um termo que possamos passar para S, de forma que S
nos retorne exatamente o iterador que queremos. Ou seja, queremos I tal que

I=8I,

porque assim, ja tendo definido S, poderemos usar ST como iterador. Um operador desta forma é chamado
de ponto fixo para S:
Defini¢do 8.18 (Ponto fixo). Um A-termo F é um ponto fixo para um termo M se F' = MF ¢

E sempre possivel encontrar o ponto fixo para qualquer termo.

Definicdo 8.19 (Combinador de ponto fixo). Um combinador de ponto fixo é um A-termo que transforma
algum outro A-termo M em um ponto fixo. ¢

Teorema 8.20 (do ponto fixo). Para todo f € A, existe um x € A tal que fr = x.

Demonstragao. Seja w = Az - f(zx), com x = ww. Entao
z=ww= Az f(zz))w = f(ww) = fz. O
O combinador de ponto fixo usado na demonstracio é chamado de combinador Y:

Y=Af-QAe-f(zz) e - f(zz)
Este combinador foi descoberto por Haskell Curry?.

Podemos agora escrever um A-termo que funciona como um lago do tipo “enquanto” para encontrar o

menor valor para o qual uma funcio vale zero?:

Z=Xfn - zero? (f n)n (Z f (suc n)).

O termo acima define a fungdo Z como aquela que implementa: “se f(n) = 0 retorne n, sendo tente Z
novamente em n + 1”7. Agora usamos este A\-termo para construir outro, que

L=XM - (Afn - zero? (fn)n (M f (suc n))).
O operador de minimizacao entdo é:
Z =YL.
8.7 Programacao em \-Calculo

Mostramos brevemente nesta se¢do como usar o A-Céalculo para realizar algumas operagoes légicas e aritmé-
ticas. Isto mostra como este sistema é equivalente a Mdquinas de Turing e linguagens de programacao. Para
isto codificaremos ntimeros e booleanos em A-termos, usando a chamada codifica¢io de Church.

LH4 outros combinadores de ponto fixo, inclusive um descoberto por Alan Turing: Y = Az y - (zzy)) Azy - (zzy)).
2Semelhante ao operador p para funcgdes recursivas parciais

75



8.7.1 Numeros naturais

Os axiomas de Peano para a aritmética sdo dados a seguir.

entender Va, b, ¢ € N. Denotamos por s(n) o sucessor de n.

1. O zero é um nimero natural.

(
(

. (transitividade de =) se a = b e b= c entdo a = c.
(

fechamento) se a € N e a = b, entdo b € N.

2. (reflexividade de =) a = a.

3. (simetria de =) a =b = b=a.
4

d.

6. s(a) € N.

7. a = b se e somente se s(a) = s(b).
8. ndo hd n € N tal que s(n) = 0.

9.

X =N

John von Neumann mostrou que é possivel descrever estes axiomas usando a teoria de conjuntos de

(indugdo finita) Para todo conjunto X de naturais, se 0 € X, e se n € X implica em s(n) € X, entdo

Zermelo-Fraenkel. A construgéo indutiva é

Concretamente, temos

Alonzo Church observou que é possivel fazer algo semelhante usando fungoes no A-Célculo. Todo ntimero

I
v =

(0)
s(1)
s(2)

bu{o}=1{0}
{0 u{{0}}={0,{0}}
{0,{0} U {{0,{0}} } = {0,{0},{0,{0}} }

W N = O
I
I

na codificacao de Church é da forma

O ntmero de vezes que f é aplicada sobre x é o niimero representado. Assim, o zero é exatamente x (sem

que f seja aplicada):

Ao ..

0=Af-Ax-x.

Para representar o niimero n, aplicamos a funcéo f n vezes:

No entanto, esta definigdo nao nos serve, porque é circular (n é usado no lado direito em sua prépria

n aplicagoes de f

n=Af a0 () )
=M dx- (f" ).

defini¢do). H4, no entanto, uma codificagdo da func¢do sucessor que nos serd util:

s=An-Af-Azx-s(n fx)
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A seguir verificamos que o combinador s, quando aplicado em zero, resulta em um
s(0)=An-Af-dx- f(n fx)0
=An-Af-dx- f(n fx)Af - 2)
—Af Az f(A A ) f )
— Af Az (f)
=1.

Podemos dar o nome de z ao combinador zero e s ao combinador sucessor.

z=As- (A\x-x)
s=An-Af-dx- f(n fzx)

A funcéo z sempre retorna a identidade (Az - z). A fungdo s recebe um nimero n e retorna uma fungéo que
itera s m vezes sobre um argumento. Assim, temos

s=A\f-id
s=xn-Af-dx- [ (x)

Isto nos da:

0:=z
1:=s2
2:=ssz
n:=(s)"z

A soma e multiplicacdo sao codificadas da seguinte forma:

m+n:=mnfx-mf(nfz)
mxn:= mnf- -m(nf)x
Exemplo 8.21. Neste exemplo realizamos a soma 1 + 2 usando a codificacdo de Church. As redugdes sdo
feitas na ordem normal.
142 =(sz)+ (ssz)
= Mz (fz) + Afz - (f(fz)))

= Qmnfr-mf(nfz)) M- (fz)) Afz-(f(f2)))
— (Anfz- (M- (fz))f(nfr)) Afz-(f(fr)))

— (M- M- (f2)) [ (Afz- (f(fx)) f2))

— (M- f(Mfz- (f(fr)))fx))

— (Afz- f(f(f)))

=3 <

Assim como definimos um operador s que produz o sucessor de um nimero na codificagdo de Church,
podemos definir um combinador p, que produz seu predecessor.

p=An-Afdx-n(Ag-Ah-h(gf))(Aw - z)(Aw - w)
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A subtragao portanto é
sub(m,n):=Am - An - npm.

Finalmente, o operador zero? determina se um nimero é zero:

zero? := An-n(Ax - F)T.

8.7.2 Booleanos

Uma das maneiras de representar booleanos é mostrada a seguir.
true := \zy -z
false := \zy - y

[T

As operacoes logicas “e” e “ou” podem ser codificadas como os seguintes termos:

b1 A b2 = ()\ab . bab)b1b2
—b:= (Aa - afalse true)b

“,n 4

A validade desta codificacdo pode ser facilmente verificada construindo as tabelas-verdade para “e” e “ou”.

8.7.3 Controle

Finalmente, podemos codificar algo semelhante ao comando if de maneira surpreendentemente simples:
if b then t; else to := (A\x - ) b t; to.
A seguir mostramos a reducgao desta codificacdo quando b = true. Para b = false, o raciocinio é semelhante.

if true then ¢; else ty := (Az - z)truet iy
= Az - x)(Azy.z)tits
— (Az-x)ty

Htl

8.8 Problemas indecidiveis

Sendo o A-célculo equivalente em poder computacional as maquinas de Turing e as fungoes recursivas parciais,
é evidente que os problemas que sdo indecidiveis usando estes outros formalismos também sao indecidiveis
no A-calculo. Alguns deles séo:

o A e B tem a mesma forma normal? (Equivalente a decidir se duas méquinas de Turing dardo a mesma
resposta se alimentadas com a mesma entrada)

e A tem forma normal? (Equivalente ao problema da parada)

Notas

Nos anos 20, David Hilbert propos que se buscasse uma formalizacdo da Matemaética que se baseasse em um
conjunto finito de axiomas e que fosse completo e consistente. Esta proposta é conhecida como o “programa
de Hilbert”, que incluia a decidibilidade da Matemaética: a identificagdo de procedimentos efetivos para
decidir se proposigoes a respeito da Matematica sao verdadeiras ou falsas.

Em 1931, Kurt Gédel mostrou que nenhuma teoria que represente a aritmética pode provar sua prépria
consisténcia. Anos mais tarde surgiu a formalizacio da nogéo de “procedimento efetivo” e varios mateméaticos
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mostraram, cada um usando uma formalizagdo diferente do conceito de algoritmo (mas todos equivalentes),
que hé questoes — algumas muito simples — que nao podem ser respondidas por qualquer algoritmo. Apesar
destes resultados negativos, a formalizacao do conceito de algoritmo levou ao desenvolvimento da Teoria da
Computagdo. Um desdes formalismos é o A-cdlculo. Apesar de maquinas de Turing serem o padrdo para
a exposicdo da teoria de Computabilidade, o A-Célculo é mais 1til na descrigdo tedrica de linguagens de
programacao.

Exercicios
Ex. 56 — Prove que se M —* N, entdo VLV (N) C VLV (M).

Ex. 57 — Descreva uma semantica natural para o A-Célculo, e prove que ela é equivalente a seméantica
estrutural dada neste Capitulo.

Ex. 58 — Ache a forma normal dos termos (é mais ficil se vocé der nomes a subtermos):
o (Ae - eue)(abc)
« (A2 Oy - aza))g)r)
* (Aa- (Az - zaux))(Ay - yy)

Ex. 59 — Apresente um termo que aumenta de tamanho sempre que uma [S-reducéo é aplicada nele.
Ex. 60 — Prove o equivalente da indecidibilidade para o A-calculo, sem usar equivaléncia com outros
formalismos.

Ex. 61 — Descreva uma gramatica que gere infinitos A-termos sem forma normal. Prove que toda palavra

gerada por sua graméatica é um A-termo sem forma normal.

Ex. 62 — Mostre que o A-calculo pode gerar linguagens livres de contexto.

Ex. 63 — Codificamos o “e” légico como by A by := Aab - bab. Encontre outra codificacdo.

Ex. 64 — Mostre como codificar os operadores légicos “ou” (V) e “ou exclusivo” (@) no A-Célculo.

Ex. 65 — Mostre como codificaar a operagdo de exponenciacdo na codificagdo de Church.

Ex. 66 — Tente escrever o algoritmo de Euclides usando o A-Célculo com a codificagao de Church.

Ex. 67 — Usamos Y G para encontrar o ponto fixo de G (Y é o combinador Y'). Agora, tente encontrar

duas fungdes para as quais Y é ponto fixo (determine duas fungoes F; e Fy tais que F;Y =Y).
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Capitulo 9
Tipos

No A-Célculo original, ndo havia a preocupagao com que valores cada variavel poderia assumir, porque como
ja mencionamos, o A-Célculo é um mecanismo sintatico. No entanto, é comum tanto em Matemética como
em linguagens de programacao que sejam especificados os tipos dos objetos com que se trabalha. O A-Célculo
simplesmente tipado, chamado de A, é uma versdo do A-Célculo visto no Capitulo anterior onde termos
tem tipos.

9.1 Tipos: conceito e sintaxe

No A-Caélculo tipado, atribuimos tipos a varidveis, e como consequéncia, determinamos tipos de termos
(porque sdo todos construidos indutivamente a partir de varidveis). Denotamos por a : 7 a afirmacao de que
a é do tipo 7.

Como conceitualmente s6 temos variaveis e fungdes, supomos que hd um conjunto finito de tipos primi-
tivos, e definimos tipos de fungdes sobre estes conjuntos:

i Todo tipo atdémico é um tipo;

ii Se a e b sdo tipos, (a — b) é um tipo, e é chamado de tipo fungdo. Entdao (a — b) é o tipo de todas as
funcoes f:a — b.

Por exemplo, a seguir temos alguns tipos.

o N (tipo atémico)

Adotamos a convengdo de associar tipos d direita (e isto estd de acordo com a associagdo de aplicagdo de
funcao a esquerda).
A gramética de A7 é:

(M) == (V) | AD)(T) | (M) (M)

Temos portanto varidveis, sem declaracao de tipos; abstragoes, onde declaramos o tipo do argumento; e
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aplicacoes, onde nao declaramos tipo.
A semantica do A7-Célculo consiste das quatro regras a seguir. A unica diferenca explicita estd na regra
de B-redugao, que sé é aplicavel quando o argumento é do tipo especificado pela abstracao.

/
B8 (Az:o-m)n— mln/z m—m
Az -mo— Az -m/
t—t 2 m— m'

apl1

apl

(tm) — (t'm) (tm) — (tm')

As trés ultimas regras somente tratam de redugdo em diferentes contextos. Formalizamos, portanto, a
nogao de contexto.
As regras para ordem aplicativa sao dadas a seguir. Definimos contextos de avaliagdo como

(C) == |CM]|vC

onde v é um wvalor.

B (Ax:o-M)v— Mv/x] cont C[]\% : g[N]
Para ordem normal,
()= | CM
B (Ax:o-M)N>— M[N/x] cont C[]\%:g[N}

A seguir tratamos de contextos de tipos.

Definicdo 9.1 (contexto de tipos). Um contexto de tipos (ou ambiente de tipos) T' é uma funcao parcial de
varidveis em tipos. Denotamos por I'(z) o tipo da varidvel x no contexto I', e por dom(T") o conjunto de
varidveis com tipos definidos por I'. O contexto vazio é denotado por (. ¢

Um contexto de tipos somente determina tipos de variaveis. Definimos também regras para julgamento
de tipos, que nos permitem determinar os tipos de termos em geral.

Fx:m, FM:m I'tM:7m—m T'EN:7y

Fa:
var T'kaz:D[(x) A TFiz:n M 7 = apl I':MN:m

Definicdo 9.2 (termo bem-tipado). Um termo é bem-tipado se admite um tipo no ambiente vazio. Em
outras palavras,

e Um A-termo z : o tem tipo o e é bem-tipado
e Seotipodex éoeode M ér,entdo Az :o- M é bem-tipado e tem tipo o — 7.
e Seotipode M é0 — Teode N é o entdo MN é bem-tipado e tem tipo 7. ¢

As regras de tipagem permitem definir claramente os tipos dos A-termos; no entanto, queremos poder
inferir os tipos de subtermos a partir do tipo de um termo. Isto é possivel usando o Lema da inversao de
regras de tipagem, que essencialmente enuncia que estas regras podem ser invertidas.

Lema 9.3 (inversdo de regras de tipagem). Se I' = M : 7, entdo
e se M é varidvel, existe x € dom(T"), tal que I'(x) = 7;
e se M € aplicagio (M1 Ms), entdo T+ My : 79 = 7, e '+ My : 7o, para algum To;

o se M é abstracio A\x : 19 - M1, entdo T € da forma 19 — 1, el.x 19 My i 7.
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9.2 Tipagem intrinseca e extrinseca (Church x Curry)

No estilo de Church, cada termo tem um tipo intrinseco, e nao ha termos como Ax - x. Ao invés disso, temos
para um termo para cada possivel atribuicao de tipos: Ax : o - o, por exemplo.
J& no estilo de Curry, “Ax - ” denota infinitas fung¢des, com tipos diferentes.

9.3 Remocao de tipos
Defini¢ao 9.4 (remogao de tipos). A remogio de tipo de termos é definida como segue.

[2] =
Ax:7:M]=Xx-[M]
[MN]=[M][N] ¢

Uma seméantica para A\~ é ndo-tipada (ou “removedora de tipos'” se toda derivacdo que ela define é
isomorfa a uma derivagdo no A-Célculo. Os dois Lemas a seguir formalizam esta idéia.

Lema 9.5 (simulagdo direta). Se M — N entdo [M] — [N].

Lema 9.6 (simulagdo inversa). Se [M] — w entdo existe M’ tal que M — M' e [M'] = w.

9.4 Consisténcia

A consisténcia do sistema de tipos determina que termos bem-tipados devem divergir ou convergir para um
valor. Os dois Teoremas a seguir, juntos, implicam na consisténcia do sistema de tipos que apresentamos.

Teorema 9.7 (redugio de sujeito). A redugio preserva tipos: se M — N, entao para todo tipo o tal que
O+ M: o, também temos 0 N : 0.

Teorema 9.8 (progresso). Um termo fechado e bem-tipado sempre é redutivel ou é um valor: se )+ M : o,
entdo ou M ¢é valor ou existe N tal que M — N.

Demonstracdo. A sintaxe nos permite escrever varidveis, aplicagoes e abstragoes.
i) varidveis ndo sdo termos fechados, e ndo precisam ser consideradas;
ii) abstragoes sdo, por defini¢ao, valores, e portanto vale o enunciado;

iii) aplicagoes: presumimos, como no enunciado, que § = M : 0. Como M é abstracio, escrevemos M =
M1 M,. Pelo Lema da inversdao das regras de tipagem existem dipos o1 e o3 tais que ) = My : 00 — 01
e 0 = Ms : o5. Pela hipdtese de indugao, My é redutivel ou é um valor. Se M; é redutivel, entao M
também é, porque [[M; é contexto de avaliagdo. Se M; é valor, e é do tipo o9 — o1, entdo My M, é
[B-redex, e o termo M pode ser reduzido. O]

Embora tenhamos demonstrado a consisténcia do A-Célculo tipado, o mesmo néo acontece com linguagens
de programagcao reais.
9.5 Novos tipos

Até agora usamos apenas tipos primitivos genéricos. E interessante, no entanto, considerar alguns tipos
primitivos epsecificos, como unidade e booleanos, e tipos compostos.

L«Pype-erasing” em Inglés.
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9.5.1 Unidade

O tipo unitario é usado quando uma expressao nao tem valor possivel. Por exemplo, a expressao
x := if false then 10

nao tem valor definido, porque o segundo brago do if foi omitido. Neste caso, podemos determinar que a
semantica de nossa linguagem atribua o valor unitdrio, que representamos por (), a x.
Incluimos unit entre os tipos, e a constante () na gramética.

(V) == 0
(T) ::= unit
incluimos também uma regra para tipagem.
't () : unit

Podemos usar o tipo unitario agora para, por exemplo, atribui-lo a toda variavel nao inicializada.

E[]o = o(v) seo(v)é d/ef'inido
0 caso contrario

9.5.2 Booleanos

Incluimos os valores true e false, e o operador if . then . else.
(M) ::= true | false | if M then M else M
(T) ::= bool
Adicionamos um novo contexto de avaliacdo:
(E) ::= if | then M else M
E duas regras de reducao:

if true then M; else My — M,
if false then M else My — Mo

Para inferéncia de tipos, temos a seguinte regra.

I'M:bool THEFN:7THO: 7

I' F true : bool T'I false: bool
'+ (if M then N else O) : 7

Em Common Lisp, apenas o elemento do tipo unitario () é considerado falso; todos os outros valores,
inclusive T, sdo verdadeiros. Em C, booleanos sao representados como inteiros, e apenas o valor zero é
considerado falso.

9.5.3 Produto

Para representar estruturas podemos usar o produto cartesiano dos conjuntos de elementos de diferentes
tipos; se ha os tipos 7 e o, e temos elementos x : 7, y : g, entdo o tipo 7 x ¢ é o tipo prpduto, e o par
ordenado (z,y) é do tipo 7 X 0.

Definiremos também os operadores de projecdo m; e 72, que extraem o primeiro e o segundo elemento de
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um par. Se (x,y) é do tipo 7 X o, entdo

m{z,y) =x: T,

(v, y) =y:0

Nossa gramética é aumentada para incluir a construgéo de pares com o operador (-, -) e os operadores de
projecao.

(M) s:= (M,N) [ m (M) | my (M)

As regras de tipagem para tipos produto sdo mostradas a seguir.

i 'tz:7,9y:0 1 F'kx:(rxo) o Fkx:(rxo)
7 — intro T —elim T —elim
Tk {z,y):7x0 F'Fma:7 F'kmz:o

Adicionamos duas regras a nossa seméantica estrutural.

9.5.4 Soma

O tipo soma representa um valor que pode pertencer a um dentre varios tipos — mas somente a um deles.
Conceitualmente, é semelhante ao tipo union na linguagem C', “registros variantes” em Pascal, e Either em

Haskell.

O termo inj; M resulta em um termo do tipo o + 7, assim como o termo inj, V.
O termo

case inj; t of m;n

resultaem msei=1,enset=2.
A gramética é aumentada da seguinte maneira.

(M) ::= inj; (M) | inj, (M) | case (J) of (V); (V)

1 I'Fm:T1 2 I'En:o
soma soma

'kinjjm:7+4+o0 I'kFinjyn:7+0

Adicionamos duas novas regras para [-redugéo.

case inj; t of m;n — mt

case inj, t of m;n »— nt
E um novo contexto de avaliagao
(C) ::= case [] of (M); (M)

S6 permitimos a avaliagdo de termos na primeira posigdao (entre case e of, porque dependendo deste valor,
um dos outros termos serd descartado.
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Unicidade

Suponha que tenhamos os tipos ¢ + 7 e o + 9. Ainda que saibamos que M é do tipo ¢, ndo temos como
determinar o tipo do termo inj; M, que poderia ser tanto o + 7 como o + .
H4 diferentes maneiras de resolver este problema:

e delegar o problema ao algoritmo de inferéncia de tipos, deixando o segundo tipo indeterminado;
e permitir que o segundo tipo represente todos os possiveis tipos naquela posigao;
« adicionar anotagoes em inj;, de forma que seja possivel determinar, de imediato, o tipo do termo:

injg*" M # injSt" M.

9.6 Recursao

O combinador Y nao pode ter tipo definido no A-Céalculo simplesmente tipado:

Af- Q- fzz))(Ax - f(zx))
Como z é aplicado a si mesmo, ndo podemos determinar (com o sistema de tipos simples que descrevemos)
o tipo desta varigvel: suponha que = é do tipo 7. Como aplicamos (zz), entdo = deve também ser do tipo
T — 0, levando a uma contradicao, porque nao podemos na teoria simples de tipos acomodar tipos recursivos
(r=17—...).
Podemos, no entanto, adicionar artificialmente a linguagem um operador de ponto fixo.
(uf 7 M)V s MV [a][uf = 7 Na - M/f]

Note que a redugdo troca f por sua expansao, “uf :7-Ax - M”.
Introduzimos também uma nova regra para tipagem:
Lfitr—okX:7-M:17—0
F'Fuf:7m—orxe-M:7—0

9.7 Isomorfismo de Curry-Howard
Existe uma correspondéncia biunivoca entre derivagdes no A-Célculo tipado e provas em certas Logicas
Intuicionistas, da forma a seguir.

proposicoes | tipos
P=Q | tipoP—Q
PAQ | tipo PxQ
prova de P | termo do tipo P
P ¢é demonstravel | tipo P é habitado por algum termo

Um estudo detalhado do isomorfismo de Curry-Howard fica fora do escopo deste texto.

Notas

Uma exposicao bastante detalhada de sistemas de tipos em linguagens de programagcao é dada no livro de
Benjamin Pierce [Pie02].

Exercicios
Ex. 68 — Demonstre o Lema

Ex. 69 — A semantica estrutural do case .. of é parecida com a do if. Tente definir booleanos e a
semantica do comando de selecao if usando apenas os tipos unitario e soma.
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Capitulo 10

Concorréncia e Sistemas Reativos

Nos Capitulos anteriores, tratamos da seméntica de programas nao-concorrentes e onde interessava basica-
mente o efeito do programa apds seu término: tratamos o ndo-término de programas como algo indesejavel.
No entanto, ha diversos exemplos de programas que sdo projetados para nao terminar: sistemas operacionais,
servidores, drivers e programas de controle, por exemplo.

Sistemas reativos sdo inerentemente paralelos, e sua comunicagdo com o ambiente determina grande parte
de seu comportamento.

Apesar de termos feito uma breve incursao a seméntica operacional de execugao paralela, com memoria
compartilhada, ndo tratamos da seméntica de programas concorrentes sem meméria compartilhada.

Agora voltamos a atencao a programas reativos, que incluem os programas concorrentes sem memoria
compartilhada, onde a troca de mensagens é o mecanismo basico de comunicagao e sincronizagao.

H4 diversas linguagens para a descricdo formal de programas concorrentes. Aqui trataremos apenas de
duas — o Calculus of Communicating Systems (CCS) e o Communicating Sequential Processes (CSP).

10.1 CCS

O Calculus of Communicating Systems (CCS) foi criado por Robin Milner, que observa que a troca interna de
informagdo em um processo nao difere, essencialmente, da troca de mensagens entre processos (a atribuicao de
valor a uma varidvel ndo é diferente do envio de um valor de um processo para outro). Assim, a comunicagao
entre agentes é o fundamento do CCS.

Comecamos nossa abordagem do CCS através de um exemplo: suponha que queiramos modelar um buffer
unitdrio (um registrador em hardware, por exemplo). O protocolo para acesso ao registrador permite duas
operacoes, que descrevemos a seguir. As agoes que representam entrada sdo descritas sem notacdo extra,
enquanto as que representam saida sdo descritas com uma barra acima do nome (“@”, por exemplo).

o enviamos um valor (em uma mensagem que chamamos de set) para ser armazenado, e o regitrador
responde com uma mensagem ack;

 enviamos um pedido (em uma mensagem get) e o registrador nos responde com o valor armazenado,
em uma mensagem ans.

Estes sdo os dois comportamentos possiveis que modelaremos. O agente pode estar em trés estados:
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Note que nao ha diferenca entre interpretar o diagrama acima como se representasse um processo que pode
estar em trés estados, mudando de um para outro a partir de eventos discretos (get,ans, etc), ou como se
fossem trés agentes, cada um enviando mensagens aos outros. No CCS, nao vemos diferenca entre o estado
de um processo e um agente trocando mensagens.

O agente P pode executar duas agoes, get ou set;

e se executar get, deverd depois comportar-se como G;
e se executar set, deverda depois comportar-se como S;

No CCS8, “executar uma acdo a e depois comportar-se como P” é o mesmo que “enviar uma mensagem a
para P”. A notagdo para prefixo (sequencia de uma mensagem seguida de um processo) é “a.P”. A notagao
para escolha (um dentre dois comportamentos, ou processos) é “P+Q”.
. ~ def
Podemos definir nomes para processos no CCS usando a notagao “P = -
modelado em CCS como a seguir.

-7 Assim, o registrador é

P Y (set.S) + (get.G)

def
G = ans.P

S ¥ ack.p
Podemos abreviar esta descrigao, escrevendo
pY (get.ams.P) + (set.ack.P)

O processo P, do ponto de vista externo, aceita duas possiveis mensagens de entrada e duas de saida.
Algumas vezes representamos processos com portas de entrada e saida, como no diagrama a seguir.

e A é um conjunto infinito de nomes de agdes, e A é o conjunto de co-nomes de agdes, de forma que

ac Asac A

e« L=AUAéo conjunto de rétulos (que dao nomes a portas). Ainda que os elementos de £ sejam os
mesmos de A e A, enfatizamos que tratamos de rétulos escrevendo ¢, ¢, ¢; € L.

Por convencdo, a = a.
Existe um processo nulo, denotado por §). Este tem significado semelhante a | na semantica denotacional:

o processo nulo nao evolui, e nenhuma acao é executada a partir dele.

e sequéncia: pode-se determinar a execugao do processo que comega com uma acao a e depois se comporta
como um proceso P; a notagdo para isto é a.P.
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o composi¢do paralela: P|Q denota a o processo que se comporta como a execugiao dos dois processos, P
e (O, simultaneamente;

e escolha: denotamos por P + () a o processo que pode se comportar como um dentre P ou (). Nao se
trata de decisdo ou de paralelismo. P + @ simplesmente significa que o processo poderad se comportar
como P, ou como ). No entanto, note que quando escrevemos aP + b(Q, determinamos que se a agao
a for realizada, o comportamento serd o de P, e se a acdo b for realizada, serd o de Q;

o renomeagio: P[f] é como o processo P, exceto que a fungdo de renomeaciao f é aplicada sobre suas
agdes. Também é comum denotar P[b/al.

e restricio: vaP é um processo que se comporta como P, exceto que a agdo a ndo pode ser observada.

E comum denotar P+P,+---+ P, por 2?21 P;.
Definimos os conjuntos a seguir:

e X € X, variaveis de agente;

e A € K, constantes de agente;

e P e P, expressoes de agentes;

o A, um conjunto de agdes (ou rétulos);

e L=AUA

o Act=LU{T}

A gramatica descrevendo processos é:
(Py:==0|K|aP|P+P|P|P|Pb/a|vaP

Exemplo 10.1. Um semdforo é uma construcdo de programacdo usada em controle do uso de recursos
compartilhados em programas concorrentes. O semaforo consiste essencialmente de um conjunto de tokens
(semelhantes a “fichas”), implementado como um contador, e dois procedimentos para acesso, que sido usados
pelos processos que pretendem acessar o recurso:

e wait, ou P, que toma uma das fichas, se houver. Caso ndo haja, o processo que executou o wait
adormece e espera até que haja uma ficha disponivel;

« signal, ou V, que devolve uma ficha (ou insere uma nova).

Usualmente, seméforos sao criados com um niimero fixo de fichas, que sao retiradas e devolvidas por diferentes
processos. Quando as n fichas de um seméaforo se esgotam, temos certeza de que ha n processos com acesso
ao recurso que ele protege. Outros processos podem tentar tomar uma ficha chamando o procedimento wait,
mas o procedimento s6 retornara depois que uma das fichas for devolvida.

Modelaremos um seméforo com duas fichas com o CCS. Se um seméaforo tem um total de n fichas, e p
delas ja foram tomadas por processos, denotaremos! seu comportamento por K.

Para facilitar a modelagem, interpretaremos cada chamada a wait como uma saida do processo semaforo,
e cada signal como entrada. Assim, denotamos wait e signal.

O diagrama a seguir ilustra o comportamento de um seméaforo do tipo K.

wait wait
7 = 7 =
K3 K; K3
-~ -~ -
signal signal

1Esta notagio é diferente da usada por Davide Sangiorgi em seu livro [San12| — ele denota por K% o seméforo com n estados
internos e p fichas tomadas. Nosso seméaforo Kg seria, na notacdo dele, “Kg 7,
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A partir do diagrama, fica clara a definicdo do processo.

K = wait. K3
K; = wait. K3 + signal . K3
K2 = signal . K}

O exercicio |[71| pede a demonstracido de equivaléncia entre um semaforo com quatro fichas e dois seméforos
com duas fichas cada um. <

Exemplo 10.2. Neste exemplo estudaremos, de forma abstrata, o comportamento de um servidor que
realize votagoes via rede.

e um eleitor envia um voto;
e o servidor envia um comprovante de voto — sem identificar o voto.
e um administrador envia um comando de finalizacao da eleicao;

¢ 0 servidor devolve ao administrador um relatério de votos.

O comando de finaliza¢do nao pode abortar votos em andamento — ele deve esperar até que todos os eleitores
atualmente em processo de voto terminem, e s6 depois enviar o relatorio.

Construimos agora um modelo bastante simples, com dois tipos de processo, o de votacao (que poderd
ter varias instncias rodando) e o de administracdo (que serd tnico).

e para que mais de um processo de votacao ocorra em paralelo, usamos um semaforo: cada processo de
voto toma uma ficha, e a devolve apds o término do voto.

o uma mensagem finish faz o processo mudar o comportamento: ele passa a ndo aceitar novos votos (o
seméaforo passa a nao aceitar mais mensagens wait).

e uma mensagem report envia o relatério.

wait wait
/\ /\
K3 K} K3
\/ \/
signal signal
finish finish finish
A,
Fy Fy F3
V\_/ V\_/
signal signal
report
A,
0
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Traduzindo para o CCS, temos as defini¢cbes a seguir.

V = wait . voto .rec.signal.V’

K3 = wait.K; + finish . F})

K; = wait. K2 + signal . K3 + finish . F}y

K2 = signal . K3 + finish . F?

on = report.0
F} = signal K3
F3 = signal .K;

Podemos simplificar esta descricio algébrica, ja que cada Fi é igual a v wait K% (os comportamentos do tipo

F s@o iguais aos K, exceto que ndo permitimos operagdes wait):

V = wait . voto .rec.signal.V’

K3 = wait.K; + finish .report.0

K3 = wait. K2 + signal . K + finish . wait K3
K3 = signal .K3 + finish . wait K3

O processo de votagdo, com dois processos paralelos é

P =V|V|KY.

Com n processos paralelos, teriamos

. Processos

——
P=V|V|IV|---|V | KO. <

10.1.1 Semantica Estrutural

A seméntica estrutural do CCS é dada a seguir, onde o € Act ea € L

agéo

sSoma

con

com

C om3

a.P —*P

P > P
P+Q—-*P+Q

PP, (K¥P)

K =~ P
P—>pP
P|lQ = P'|Q
P —a Pl7 Q_>E Q/

PlQ =7 P'|Q

10.1.2 Propriedades de bissimulacao

ren

soma

rest

com

P e P

P[f] =) P'[f]
Q _)O/ Q/

P+Q—=*P+Q
P—=*P (a#a)

vaP —% vaP

Q _)Ol Q/

PlQ = P|Q

A relagdo de bissimulagdo ~ entre processos é definida da mesma forma que no Capitulo [6] exceto que aqui
descrevemos simulagoes de um processo CCS por outro processo, também CCS.
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Teorema 10.3. As sequintes propriedades valem para quaisquer processos P, @) e R.

P+0~P Pl0~ P
P+Q~Q+P P|Q ~Q|P
(P+Q)+R~P+(Q+R) (PIQ)R~P|QIR)

P+P~P

Teorema 10.4. Para todos P, Q,

vb(vaP) =~ va(vbP)

va(P|Q) ~ (vaP)|Q (se a ndo é livre em Q)

vaP = vb(P[b/a)) (se b nao é ligada em Q)
va(a.P) =0 (se a =aoua=a)
va(a.P) ~ a(vaP) (sea#aea#a)

Teorema 10.5. Se K % P entio K ~ P.
O Exercicio [74] pede a demonstragdao do Teorema [10.6

Teorema 10.6. Para todos processos P e @,

a.Pb.Q =~ a.(P]b.Q) + b.(a.P|Q)
a.Pla.Q = a.(Pla) + a.(a.P|Q) + 7(P|Q)

Teorema 10.7. Para todo contexto C, e todos processos P e @,

P~ Q= C[P]= C[Q]

10.1.3 Recursao e ponto fixo
Para definir comportamento recorrente, usamos a definigdo recursiva de processos, como

A¥qA. (10.1)

Embora esta definigdo seja apropriada para modelagem, ela nos trard problemas em seu tratamento teérico,
como j4 vimos na semantica do comando while na secio [3.3] do Capitulo

Mesmo quando nao estamos construindo uma seméntica operacional, podemos usar o operador de ponto
fixo. A definicdo de processo na equagao passaria a ser escrita da seguinte forma:

A p(X = a.X).

Precisamos agora de uma nova regra para definigdes recursivas.

Ellfp(X ¥ E)/X] o B

Ifp(X &' B) o B/

rec
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10.2 CSP

A linguagem de modelagem Communicating Sequential Processes (CSP), desenvolvida por Tony Hoare, ndo
é essencialmente diferente do CCS, visto na se¢do anterior. As diferencas sdo principalmente nas facilidades
sintaticas: o CSP tenta oferecer sintaxe diferente para diferentes variagbes da mesma idéia, enquanto o CCS
é sintaticamente mais econémico.

Algumas similaridades entre o CCS e o CSP sao mostradas nas tabelas a seguir.

CCS | Csp CCS | CSP
agentes | processos prefixacdo aP|e—P
acoes | eventos escolha P+ Q@ | POQ
portas | canais concorréncia PlQ | P||Q
rétulos | simbolos ocultacao | P{ai,...,an} | P{er,...,en}
renomeacao P[f] | f(P)
definicoes NEp|N=P
recursao Ifp(X =P) | uX.P
processo nulo 0| STopP
saida a(v).P | cle » P
entrada a(v).P(v) | ¢?v = P(v)

(esta se¢do estd incompleta)

10.2.1 Semantica Denotacional

Notas

H4 diversas técnicas para a especificacdo de programas concorrentes usando troca de mensagens para comuni-
cagao e sincronizagdo: Communicating Sequential Processes (CSP) [Hoa85[; Calculus of Communicating Sys-
tems (CCS) |Mil89], e seu sucessor, o m-Célculo [Hen07]; Algebra of Communicating Processes (ACP) [BK87];
Join Calculus [FG00] e PEPA [Hil05] sdo alguns exemplos.

O livro de Davide Sangiorgi [Sanl2] trata de bissimulagdo e coindugao, usando largamente o CCS como
exemplo.

Os livros de Glynn Winskell [Win94] e de Aaron Stump [Stul4] contém uma introducdo muito simplificada
a semantica de programas concorrentes.

Neste texto demos para o CCS uma seméntica operacional, e para o CSP uma seméantica denotacional.
Estas foram as abordagens originais de Robin Milner para o CCS e de Tony Hoare para o CSP — no
entanto, posteriormente diferentes estilos de semantica foram propostos para todas as algebras de programas
concorrentes.

De todas as tentativas de formalizacdo de programas concorrentes, o CSP foi o de maior impacto no
projeto de linguagens: ha bibliotecas para implementacdo de primitivas baseadas no CSP em grande parte
das linguagens modernas, e algumas delas (como Go) foram desenvolvidas ja com suporte a estas primitivas.

Exercicios

Ex. 70 — Construa uma seméantica denotacional para o CCS, e uma estrutural para o CSP.
Ex. 71 — Mostre que K9| K9 ~ K.

Ex. 72 — Mostre que se K L 4 K entdo K|IK = K.

Ex. 73 — Verifique se a.(b+ a) &~ ab + ac (prove que sim ou que nao).
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Ex. 74 — Prove o Teorema [10.6l
Ex. 75 — Modele, usando o CCS, um servidor de nomes. Inicialmente, ele realiza dois tipos de comuni-
cagao:

e um administrador modifica uma entrada, e recebe um recibo de transacdo (ack);

e um usudrio envia um apergunta, e recebe a resposta

Depois modifique o modelo para, a cada modificacao feita pelo administrador, enviar ao servidor de logs uma
notificagdo de que a mudanca foi feita. Uma ultima modificacdo consiste em registrar também nos logs as
perguntas feitas por clientes quando nio ha resposta (um nome que nao estd registrado, por exemplo).
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Capitulo 11

m-Calculo Aplicado e Corretude de
Protocolos

Aqui damos uma breve introducao ao m-Célculo Aplicado [AF01], desenvolvido por Martin Abadi e Cédric
Fournet. O w-Calculo Aplicado é uma linguagem derivada do m-Célculo construida especificamente para
descricao e verificagdo de protocolos criptograficos, mas que pode ser usada para a descricdo e prova de
corretude de protocolos e algoritmos concorrentes e distribuidos.

11.1 Descricao informal

O 7w-Célculo Aplicado foi desenvolvido para modelar protocolos criptograficos, a fim de facilitar verificagoes
de corretude.

Um protocolo criptografico é executado por diversos participantes, mas o modelo que usamos para
descrevé-lo e demonstrar sua corretude inclui também um adversdrio, que coleta informagoes do “ambi-
ente” — por exemplo, mensagens enviadas por canais inseguros.

Para facilitar a modelagem de protocolos criptograficos, o m-Céalculo Aplicado trata de forma separada

e termos, que representam a informagado que transita entre processos durante a execugao do protocolo;

e processos simples, que sao os processos do protocolo que estamos modelando, sem considerar sua
interagdo com o ambiente;

e processos estendidos, os processos do protocolo, ja levando em conta sua interacdo com o ambiente —
do ponto de vista da Criptografia, isto é o mesmo que “interacdo com o adversario”.

A informagdo que o protocolo expoe ao ambiente é modelada como um conjunto de substituicées ati-
vas [M/x]. As substituigbes ativas tem este nome porque se comportam como se tivessem vida prépria,
“contaminando” os processos que executam em paralelo com ela:

Pl[M/z] = PIM/x]|[M/z],

ou seja, o processo P rodando em paralelo com o processo [M /x] é equivalente ao processo P[M /x], também
executando em paralelo com o processo [M /x].

Assim, podemos visalizar a execucdo de um protocolo no m-Céalculo Aplicado contendo processos simples',
realizado pelos participantes, além de processos de substituicao ativa, que “flutuam” ao redor dos processos
simples. O conjunto de substituigoes ativas ao redor de um protocolo em execugdo é chamado de quadro
(frame), representando a informacao tornada ptblica. Processos que incluam subprocessos que se comunicam
com estes processos externos sao chamados de processos estendidos.

L«Plain processes” em Inglés.
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[ havera uma figura aqui]

Eventualmente, ao tratar de demonstragoes de seguranca, incluiremos também processos representando
o adversario.

11.2 Descrigao formal do m-Calculo Aplicado
O conjunto de nomes d efuncdo que podem ser usados nos termos é chamado de assinatura?, e usualmente

denotado por 2.
A gramética para termos é

(termo) = (nome) | (var) | (F)({termo), (termo), ..., (termo))
onde (F) € X.
Ou, como é comum encontrar na literatura,
M,N = termos
a,b,c.....s nomes
T,Y, 2 variaveis
g(My, My, ..., My) aplicacdo de funcéo (g € X)
A gramética para processos simples é
P,Q,R := processos
0 nulo
P|Q composigao paralela
P replicacao
vn.P restrigdo de nome
if M = N then P else ) condicional
u(zx).P entrada
w({M).P saida
A gramaética para processos estendidos é mostrada a seguir.
A, B,C := processos estendidos
P processo simples
A|B composicao paralela
vn.A restrigdo de nome
ve.A restricdo de variavel
[M/z], [x = M) substituicao ativa

A descricao da semantica do m-Célculo Aplicado é descrita em partes:

e uma teoria equacional que, grosso modo, define uma relagdo de equivaléncia entre processos, sem
modelar passos de computagdo;

o uma semdntica operacional interna, que descreve transi¢oes (passos de computacio) dentro do préprio
protocolo;

e uma semantica operacional estendida, que descreve transi¢cbes que incluem interagdo com o ambiente.

A teoria equacional é dada a seguir, definindo a relagdo de equivaléncia =. Esta teoria depende da
assinatura Y, e denotamos X - M = N quando M e N sao equivalentes na teoria associada com X.

20 nome “assinatura” nio tem, neste contexto, relagdo com assinaturas criptogréaficas.
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par.0 A= A0
par A A|(B|C)=(A|B)|C

par.C A|B=B| A
repl \P=P|IP
new.0 vn.0=0
new.C vu vv.A = vv vu.A
new.par Alvu.B =vu(A | B) (se u ¢ fo(A)U fn(A))

alias vz [M/x]=0
subst [M/z] | A=[M/x] | A[M/zx]
rewrite [M/z] = [N/x] (se XF M =N)

A seméntica operacioanl interna é dada a seguir.

comm @ (z).Pla(z).Q — P|Q
then if M = M then Pelse Q — P
/M=N
if M = N then P else Q — @

else

A seguir estd a semantica estendida do 7w-Célculo Aplicado.

in  ¢(z).P —M) P[M /x]
out uw.P—"P
At Ay e

open DA ) g1
A—* A uévar(a)
scope vu. A —* yu. A’
A—* A bu(a)N fu(B) =bn(a) = fn(B) =10
to AlB —* A'|B
ctruct A=B B—~*“B B =A
A A

Notas

O 7-Célculo aplicado é uma versdo mais geral do Spi-Calculus [AG99], desenvolvido por Martin Abadi e
Andrew Gordon.

Cas Cremers e Sjouke Mauw descrevem [CM12] o uso seméntica operacional na verificagdo de protocolos
criptograficos, de forma diferente da que mostramos.

O conceito de teoria equacional, do ponto de vista de Ciéncia da Computagdo e Teoria de Linguagens de
Programagao, é desenvolvido no Capitulo 3 do livro de John Mitchell [Mit96].
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Apéndice T

Linguagens Formais

Este Apéndice traz uma brevissima apresentagdo do formalismo usado na descri¢ao da sintaxe de linguagens
de programagao.

Os livros de Michael Sipser [Sip07], de Peter Linz [Linll] e de Aho, Hopcroft e Ullman [JohO6] tratam
deste assunto. Para uma segunda leitura, hé o livro de Jeffrey Shallit [Sha08].

Definicdo T .1 (alfabeto). Um alfabeto é um conjunto finito de simbolos. ¢

Definicdo T .2 (cadeia, palavra). Uma cadeia ou palavra é uma sequéncia finita de elementos de um
alfabeto.
Denotamos por ¢ a palavra vazia. ¢

Exemplo T .3. O alfabeto de bits é {0,1}. Alguns exemplos de cadeias de bits sdao 0, 1, 000, 0110010101.
<«

Exemplo T .4. Sobre o alfabeto {a,b,c,d} sdo cadeias €, a, b, aaadddcb, abbe. <

Exemplo T .5. Podemos usar quaisquer conjunto de simbolos que queiramos como alfabeto. Um exemplo
é {0, %, O, &}, Sobre este alfabeto podemos formar, por exemplo, as cadeias $OOQV, Odode & dodode. <

Definicdo T .6 (comprimento de palavra). O comprimento de uma palavra é a quantidade de simbolos
nela. ¢

Exemplo T .7. Os comprimentos de algumas cadeias sao dados a seguir.

e 0

1

b 1

aaa 3
babb 4 <

Definigdo T .8 (concatenacao de palavras). Sejam o = ajas...ag e 8= 3153 ... 3, duas palavras. Entao
af = ajag...apf10s2 ... By é a concatenacao das palavras a e f3.

Denotamos por ()™ a concatenagdo de n copias da palavra «. Para um simbolo isolado s, ndo usamos
os parénteses, denotando s”. Quando usamos o mesmo contador mais de uma vez na mesma expressao,
significa que as quantidades devem ser iguais: em “a™b"”, as quantidade de a’s e b’s sdo iguais; em a*b™,
nao. ¢

Evidentemente, ea = ae = « para qualquer palavra a.

Exemplo T .9. A concatenacio de abb com ca é abbca. <

99



Exemplo T .10. Denotamos por abc™ as palavras contendo sequéncias de a, b e ¢, nesta ordem, sendo
que cada palavra tem exatamente a mesma quantidade de a’s, b’s e ¢'s: {e, abe, aabbee, aaabbbeee, ...}. <4

Exemplo T .11. L = a™b*c"d* é a linguagem das sequéncias de n a’s, k b’s, n ¢’s e k d’s, nesta ordem:
{e, ac, bd, abed, aabeed, abbedd, aabbeedd, . . .}
<«
Definigao T .12 (linguagem). Uma linguagem é um conjunto de palavras. ¢

Definicdo T .13 (concatenacao de linguagens). A concatenagao de duas linguagens A e B, denotado AB,
é o conjunto das concatenagoes de palavras, sendo a primeira de A e a segunda de B:

AB={ab : a€ A, be B}. ¢

Definicdo T .14 (fecho de Kleene). Se A é um alfabeto, palavra ou linguagem, A* é seu fecho de Kleene,
ou simplesmente fecho. Pertencem ao fecho de Kleene todas as concatenacoes iteradas dos elementos de A,
inclusive a palavra vazia.

Denotamos por AT o fecho transitivo de A, idéntico ao fecho de Kleene, exceto por ndo incluir a palavra
vazia. ¢

Exemplo T .15. Se ¥ = {a,b,c}, entdo

¥ ={e,a,b,c,aa,bb, cc,ab, ac, be.ba, ca., aaa, bbb, ccc, aab, aac, bba, bbe, . . .}

Yt = a,b,c,aa,bb,cc,ab, ac, be.ba, ca., aaa, bbb, cce, aab, aac, bba, bbe, . . .}
Se L = {abe,def, g}, entdo

L* = {e,abc,def, g, abedef, de fabe, abeg, gabe, def g, gdef, . ..}
LT = {abe,def, g, abedef, defabe, abeg, gabe, def g, gdef, ...} <

Usamos gramdticas como uma forma finita de especificar linguagens possivelmente infinitas. Uma gra-
matica é a definicdo recursiva de uma linguagem, usando a concatenagao de palavras na recursdo. Esta
defini¢do recursiva é composta de regras de produgcio. Cada regra de produgéo é da forma o — 3, indicando
que a frase a pode ser trocada por .

Exemplo T .16. A seguir temos uma gramética que representa um pequeno conjunto de frases e Lingua
Portuguesa.

frase — sujeito predicado
sujeito — Jodo | Paulo | Luiza
verbo — fez | comprara | come
predicado — verbo | objeto
objeto — artigo | substantivo
artigo — o | um

substantivo — montanha | peixe
Os simbolos em negrito sdao varidveis auxiliares, que nao fazem parte da linguagem — sdo chamados de

nao-terminais. Os outros sdo palavras da linguagem, e chamados de terminais.
A seguir usamos a gramatica para gerar uma frase. Em cada linha, substituimos uma variavel usando
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alguma regra de producao, até chegar a uma palavra sem variaveis.

frase
sujeito predicado
sujeito verbo objeto
sujeito come objeto
Paulo come objeto
Paulo come artigo substantivo
Paulo come um substantivo
Paulo come um peixe <
Definigao T .17 (gramdtica). Uma gramdtica G = (T, N, P, S) é composta de
e um conjunto T de simbolos terminais;
e um conjunto N de simbolos ndo terminais;
o uma relagio P C (NUT)* x (N UT)*. Esta relagdo determina regras de transi¢io para simbolos;

e um simbolo inicial S.

As regras de produgao determinadas pela relacdo P podem ser escritas
a— B,
onde a € (NUT)T e B € (N UT)* sdo sequencias de sfmbolos. ¢
Definicdo T .18 (substituicdo, derivagdo). A aplicagdo de uma regra de produgio é chamada de substi-
tuicdo.
Se uma regra é A — «, denotamos a substitui¢do de A por @« como “... A...= ... «a...”
Uma derivagdo é uma sequéncia de substituicoes que leva uma palavra, possivelmente contendo simbolos

nao-terminais, até uma palavra sé com simbolos terminais. Uma derivagdo @ = --- = [ é denotada
a —* . ¢

Exemplo T .19. Uma gramética simples é mostrada a seguir.

A— Ab
A — Be
B— A
B—zx

Usamos | para agrupar regras, e podemos reescrever a gramatica:

A =5 Ab| Be
B—Alzx

Derivamos uma palavra da gramética.

A= Ab
= Bcb
= xcb <

Exemplo T .20. Uma gramdtica pode ter regras com mais que apenas um nao-terminal & esquerda, como
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na que segue.

A — BaB (1)
B — bbb (2)
B — Ab (3)
Aba — ¢ (4)

A seguir usamos esta gramatica para derivar uma palavra da linguagem que ela representa.

A= BaB (1)
= Babbb (2)
= Ababbb (3)
= cbbb.
Neste texto ndo usaremos este tipo de gramatica. <

T.1 Linguagens Regulares

As linguagem mais simples que estudamos sdo as chamadas linguagens regulares.

Uma linguagem regular pode incluir palavras com a repeticdo de uma subpalavra um nimero indefinido
de vezes: por exemplo, a linguagem {aa, aba, abba, abbba, abbbba, ...}, onde cada palavra é composta de dois
a’s, com qualquer quantidade de b’s entre eles, é regular.

Palavras de linguagens regulares, no entanto, nao podem ser geradas casando quantidades ou usando
qualquer tipo de memdria: a linguagen {b, aba, aabaa, aaabaaa, ...}, onde cada palavra é um b, cercado
pela mesma quantidade de a’s a direita e a esquerda, ndo é regular.

T.1.1 Gramaéticas regulares; definicao de linguagem regular

Definigao T .21 (linguagem regular). Uma gramdtica é regular se suas produgio séo todas da forma
A— aB

ou se sao todas da forma
A — Ba,

onde A, B sdo simbolos nao terminais, e o é uma cadeia de terminais.
Uma linguagem é regular se é gerada por uma gramaética regular. ¢

Exemplo T .22. A seguinte gramdtica é regular.

S —zA
S —yB
A—aS
B —bS
B—b

Dentre outras, esta gramatica gera as palavras
yb, ybb, ybbb, ybbbbb, rayb, raybb, raxaybbbbb. <«

Exemplo T .23. A seguinte gramética regular gera cadeias de digitos representando niimeros divisiveis
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por 25.

S 08|15 |25 |35 |48
S 5565|7589
S 0025|5075

Como exemplo, mostramos uma derivagao.

S =35
= 378
= 3775 <

Teorema T .24. Linguagens requlares sdo fechadas para concatenacio, unido, e fecho de Kleene.

Uma expressio reqular é uma forma de especificar uma linguagem regular. Expressoes regulares sao
definigoes recursivas de linguagens regulares, mas ndo usam apenas concatenacdo — como sabemos que estas
linguagens também sdo fechadas para uniao, concatenacao e fecho transitivo, estes sdo usados explicitamente
nos casos recursivos da defini¢do.

Definicdo T .25 (expressdo regular). Ezpressoes requlares sobre um alfabeto sdo definidas recursivamente.
1. O simbolo @ é uma expressao regular, que nio representa palavra nenhuma.
2. O simbolo € é uma expressao regular que representa a palavra vazia.

Um simbolo isolado do alfabeto é uma expressdo regular.

- W

Se « é expressdo regular, entdo a* e ™ também sdo.
5. Se a e § sdo expressoes regulares, entdo também sao:

e af, representa o conjunto de concatenacgoes de cadeias, uma de « e uma de .

e « + [ representa a unido das palavras representadas por « e 3. ¢
6. Concatenagdo tem precedéncia sobre unidao: af|y significa “um dentre a8 e .

7. Parénteses podem ser usados para alterar a precedéncia: «(f8|y) significa “« seguido de um dentre 8
ou v".

Usa-se parénteses para determinar precedéncia.
Exemplo T .26. A expressdo regular (ab)*c representa a linguagem {c, abe, ababe, abababe, ...} <

Exemplo T .27. A expressdo regular (ab|zy)(fg|jk)*z representa a linguagem das palavras que comegam
com ab ou xy, seguida de uma sequéncia de fg’s e jk’s, seguida por um tnico z <

Exemplo T .28. A expressao regular a*b* representa a linguagem das palavras compostas por uma
sequéncia de a’s seguida por uma sequéncia de b’s — mas a linguagem nao determina qualquer relagdo entre
a quantidade de a’s e de b’s. <

z

Teorema T .29. O conjunto de linguagens representdveis por expressoes requlares é exatamente o das
linguagens regulares.

Exemplo T .30. A linguagem gerada pela gramética do exemplo é também descrita pela expressao
regular ((za)*yb*)yb. <
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T.1.2 Autématos Finitos

Linguagens sao tembém descritas por maquinas conceituais, chamadas de autématos. Linguagens regulares
sao descritas por autématos finitos.

Um autémato finito é uma méquina que pode estar em diferentes estados internos (a quantidade de
estados deve ser finita). O autémato comeca a operar em um estado inicial, e 1& simbolos de um alfabeto,
escritos em uma, fita. Nao hé restricdo ao tamanho da fita. A cada simbolo lido, o autémato pode mudar de
estado — o préximo estado depende do estado anterior e do simbolo lido. Quando acabarem os simbolos, o
automato verifica seu estado interno. Se for um de seus estados finais, ele para e aceita a palavra lida; caso
contrario, rejeita a palavra.

Definicdo T .31 (automato finito). Um automato finito é composto de um alfabeto 3, um conjunto de
estados S, um estado inicial s € S, um conjunto de estados finais F' C S, e um programa J, que relaciona
pares de estado/programa com estados. ¢

E comum representar autématos finitos como grafos orientados. Cada né representa um estado interno;
um rétulo b em uma aresta s; — so significa que se o estado for s; e o simbolo lido for b, o préximo estado
serd so. Estados finais sdo marcados como nés especiais (usualmente, sdo representados como circunferéncia
com traco duplo); o né inicial é marcado tendo uma aresta entrando, vindo de nenhum né.

Exemplo T .32. A figura a seguir mostra um autdmato finito.

A linguagem deste autdémato é claramente a mesma da expressao regular ((ab)™c)|(cd). Este autdémato é
também descrito pela tupla (2,5, s, F,0), onde

Y = {a,b,c,d}

S =1{q0,91,92,93,q4}
§=4qo

F={q2,q}

0= {(QO7 a, ql)a (Q17 ba Q2)7 (Q27a7 Q1)7
(q27 c, Q4)a (QO,C, qg)a (q37d7 Q4)} .

Note que § é uma fungdo, embora nao tenhamos imposto esta restricdo (poderia ser uma relagao). <

Teorema T .33. O conjunto de linguagens aceitas por autématos finitos € exatamente o das linguagens
requlares.

Exemplo T .34. O autémato a seguir representa a mesma linguagem da gramdtica do exemplo
também descrita pela expressao regular (za)*yb*, dada no exemplo
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T
Y
(2)—
b
Os componentes do autémato sao
¥ ={a,b,c,d}
S = {q07 q1,42, QB}
$=4qo
F={gs}

0= {(QO,.’IJ, q1>7 (q17a7 q0)7 <QO7 y7q2)a
(q27 bv QO)v (qubv Q3)} p

Aqui § é relagdo, mas néo fungdo, porque o par estado/simbolo (g2,b) é mapeado em dois estados diferentes.
<

Definicdo T .35 (determinismo em autdmato finito). Um autémato finito é deterministico quando seu
programa é uma funcéo § : S X X = S, e é nao-deterministico quando seu programa é uma relagdo, mas néo
uma fungdo: § € § x X x S.

Abreviamos os dois tipos de autémato por “AFD” (autémato finito deterministico) e “AFN” (autémato
finito nao-deterministico). ¢

Exemplo T.36. O autémato do exemploé deterministico; o do exemplo| T .34|é nao-deterministico.
<«

O proximo Teorema diz essencialmente que o nao-determinismo ndo aumenta o conjunto de linguagens
aceitas por autématos finitos (os AFNs aceitam linguagens regulares).

Teorema T .37. Seja A um AFN. Entdo é possivel construir um AFD que aceita a mesma linguagem que
A.

7.1.3 Provando que uma linguagem nao é regular
Para demonstrar que uma linguagem ndo é regular, usa-se o Lema do Bombeamento ( T .38]).

Lema T .38 (do bombeamento, para linguagens regulares). Se uma linguagem L € regular, entdo existe
algum comprimento p € N tal que, para toda palavra s € L com |s| > p, a palavra s pode ser decomposta em
s = xyz, tal que

e para todoi €N, xy'z € L

e |y >0
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o Jzy|<p

Exemplo T .39. A linguagem L = a"b", onde a quantidade de a’s é igual a de b’s, ndo é regular, como
demonstraremos usando o Lema do Bombeamento.

Suponha que L seja regular. Entdo vale para L o Lema do Bombeamento; seja p o comprimento deter-
minado pelo lema para L.

Toda palavra s € L pode portanto ser decomposta em s = zyz, e conforme determina o lema, zy’z deve
pertencer a L, com |y| > 0 e |zy| < p.

Dividimos o resto da demonstracdo em trés casos:

i) y sé contém a’s. Neste caso, zyyz ndo pode pertencer a L, porque teriamos mais a’s do que b’s;
ii) y s6 contém b’s. Neste caso, xyyz nao pode pertencer a L, porque teriamos mais b’s do que a’s;

iii) y contém a’s e bs. Mas neste caso a palavra zyyz ndo pode pertencer a L, porque os a’s e b’s icariam
fora de ordem.

O Lema do Bombeamento nao se aplica a L. Chegamos a uma contradicdo, e temos que concluir que L nao
é regular. <

T.2 Linguagens Livres de Contexto

Linguagens regulares nao podem incluir em suas especificages restrigoes que relacionem uma parte da
palavra a outra.

e a linguagem a”b", contendo palavras com uma sequéncia de a’s seguida por uma sequéncia de b’s, nao
é regular.

o alinguagem (([(---[(z)]---)])), onde z é cercado por parénteses e chaves casando corretamente, ndo é
regular

e A linguagem que inclui os pares. “begin-if, end-if”, “begin-while, end-while”, “begin-comandos, end-
comandos”, corretamente aninhados, nao é regular.

Podemos especificar linguagens desse tipo se permitirmos regras de produgao da forma S — aSb (sempre
que um a for gerado, um b também serd).

T.2.1 Gramaéticas livres de contexto; definicao de linguagem livre de contexto

Definicdo T .40 (gramética e linguagem livre de contexto). Uma gramadtica é livre de contexto se suas
produgoes sao da forma
A—=s

onde A é um unico simbolo ndo terminal, e s é uma sequéncia qualquer de simbolos.
Uma linguagem é livre de contexto se é gerada por uma gramatica livre de contexto. ¢

Exemplo 7T .41. A gramdtica a seguir é livre de contexto.

S — AXB
A —<
B —>
X =z
X—=S

Esta graméatica gera palavras da forma <<< ---x--- >>>. <
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Definicdo T .42 (derivagdo mais & esquerda). Uma derivag¢io mais d esquerda é feita escolhendo sempre
o simbolo nao terminal mais & esquerda da palavra para aplicar uma regra de produgao. ¢

Exemplo T .43. Se uma gramdtica inclui, por exemplo as regras
A — abe
X — zyz
e queremos realizar uma substituicdo em mnApgXrs, hd duas opcoes:
o mnApgXrs = mnabepgXrs (A foi substituido).
o mnApgXrs = mnApqryzrs (X foi substituido).

A primeira delas (substituino o A) é a substituigdo mais & esquerda, porque o A é o ndo-temrinal mais &
esquerda na frase mnApgXrs. <

Definicdo T .44 (ambiguidade). Uma gramética G é ambigua se hd uma palavra « na linguagem de G
que pode ser gerada por mais de uma derivacio a esquerda:

1

G —"a
2
G —" a,
1 2
onde as sequéncias —* e —* s&o diferentes. ¢

Exemplo T .45. A gramética regular a seguir é ambigua: S — aS | Sa | ¢
A palavra a pode ser gerada por mais de uma derivagdo mais a esquerda:

S — aA — aAa — aa
S — Aa — Aaa — aa |

Teorema T .46. Hd linguagens livres de contexto que sdo inerentemente ambiguas, isto €, ndo podem ser
geradas por gramdticas ndo ambiguas.

T.2.2 Autdmatos com pilha

Assim como autoématos finitos reconhecem linguagens regulares, autématos com pilha reconhecem linguagens
livres de contexto.

Um autémato com pilha éum autdémato finito equipado com uma pilha de simbolos. Além dos componentes
de um autémato finito, ha um conjunto @ de simbolos de pilha. O programa do automato de pilha permite
a cada passo empilhar ou desempilhar um simbolo: ¢ relaciona estados, simbolos da fita e simbolos da pilha
com estados e simbolos da pilha. Quando ¢ indicar que é necessario desempilhar um simbolo e este néo
estiver no topo da pilha, a palavra é rejeitada.

Definicdo T .47 (automato com pilha). Um autémato com pilha é composto de um alfabeto de fita 3; um
alfabeto de pilha I'; um conjunto S de estados internos; um estado inicial s; um conjunto de estados iniciais
F'; e um programa §, que relaciona triplas estado/simbolo de fita/simbolo de pilha com pares estado/simbolo
de fita. N

Exemplo T .48. O automato com pilha a seguir aceita a linguagem a™bc™. Neste autdmato, representamos
“empilhar «” como “] z”, e “desempilhar y” como “t y. Usamos um s6 simbolo de pilha, e.

aV\L. C?T.

b, e % €,
—{ 4o q1 q2

I NG
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A seguir mostramos os componentes do autémato.

Y ={a,b,c}
['={e}
S = {Qan17q2}
= 4o
F= {(12}
6 ={(q0,a,7 ®,9), (q0,b, ¢, q1),
(q1,¢,) ¢,q1),(q1,€,€,92)} - <

Definicdo T .49 (determinismo em autémato com pilha). Um autdmato com pilha é deterministico
quando seu programa é uma funcgao, e é ndo-deterministico quando seu programa é uma relagdo, mas nao
uma funcao. ¢

Teorema T .50. O conjunto de linguagens aceitas por autéomatos com pilha nao-deterministicos € exata-
mente o das linguagens livres de contexto.

Teorema T .51. O conjunto de linguagens aceitas por autdmatos com pilha deterministicos € subconjunto
estrito do das linguagens livres de contexto.

Teorema T .52. Uma linguagem livre de contexto inerentemente ambigua ndo pode ser aceita por qualquer
automato deterministico de pilha.

7.2.3 Provando que uma linguagem nao é livre de contexto

Assim como para linguagens regulares, hd um “lema do bombeamento” que permite provar que uma lingua-
gem nao ¢ livre de contexto.

Lema T.53 (do bombeamento, para linguagens livres de contexto). Se L € uma linguagem livre de contexto,
entdo existe um comprimento p tal que, se s é palavra de L com |s| > p, entdo s pode ser decomposta em
s = uvxyz, tal que

i) wvxy"z € L, para qualquer n;
i) |vy| > 0;
i) wvxy < p.

Exemplo T .54. A linguagem L = a™b"c" ndo é livre de contexto. Intuitivamente, conseguimos perceber
que um autémato com pilha nao poderia reconhecer esta linguagem, porque apés empilhar n simbolos
contando os a’s, devera desempilhé-los para verificar a quantidade de b’s — e depois esquecera a quantidade
n, nao podendo verificar a cadeia de ¢’s. Mas isto ndo é uma demonstracao rigorosa. Para construir uma
demonstracao usaremos o Lema do Bombeamento.

Presumimos que L é livre de contexto, e que vale o Lema do Bombeamento. Seja portanto p o com-
primento que determina o Lema para esta linguagem, e suponha que qualquer palavra possa portanto ser
decomposta em uvzyz conforme o Lema.

Escolhemos agora s = a?bPcP, que claramente pertence a L. Observamos também que o tamanho de s é
3p > p, logo o Lema determina que esta palavra pode se bombeada.

Dividimos o restante da demonstragao em dois casos:

i) se v ey contém o mesmo simbolo, entdo nem v nem y podem ter a’s e b’s juntos, nem b’s e ¢’s juntos.
Mas entdo yvvzryyz ndo pode pertencer a linguagem, porque as quantidades de simbolos nao estarao
balanceadas;
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ii) se v e y contém mais de um simbolo, yvvzyyz pode conter a quanidade certa de cada simbolo, mas
eles nao estarao na ordem correta.

Ao pressupor que L é livre de contexto, mostramos que néo vale o Lema do Bombeamento para esta lingua-
gem. Como chegamos a uma contradigdo, concluimos que L néo é livre de contexto. <

Exemplo T .55. A linguagem L = {ww | w € {0,1}*} néo é livre de contexto.
Presumimos que L é livre de contexto, e que vale o lema do bombeamento. Seja entao p o comprimento
determinado pelo Lema para L, e seja
s = 0P1POP1?

De acordo com o Lema, temos s = uvxyz. Agora tratamos de trés casos, e nos trés usaremos o fato de
lvzy| < p:

o a cadeia vzy estd toda contida na primeira metade de s. Ao bombearmos s uma vez, obtemos uvvzryyz.
Bombeamos somente na primeira metade, logo a nova palavra tera digitos “movidos” da priemira para
a segunda metade. Como |vzy| < p, a quantidade de simbolos que introduziremos com o bombeamento
€ no mazimo p, e portanto, os digitos que podem ter sido movidos sdo todos uns. Assim, a nova cadeia
terd um digito um no comeco da segunda metade, e portanto nao pertence a L.

e a cadeia vry estd toda contida na segunda metade de s. Este caso é similar ao anterior, e a palavra
bombeada uvvryyz terd um zero “empurrado” do lado direito para o final da primeira parte da palavra;

o a cadeia vxy passa pela metade de s. Observe que como |vzy| < p, entdo teremos necessariamente
em vxy uma sequéncia de uns seguidos de zeros (ou seja, a primeira e a quarta parte da palavra ndo
entram em vxy.

Realizamos entdo o bombeamento para baixo: a palavra uzz deveria pertencer a L, mas isto nao
acontece, porque uzrz = 0P¢*0*1P, com k < p.

Haviamos pressuposto que L é livre de contexto e chegamos a uma contradig¢do, logo concluimos que nossa
suposicao é falsa, e que L nao é livre de contexto.
<«

Notas

Normalmente a sintaxe de linguagens de programagao é livre de contexto, e sua descrigdo técnica é feita
por uma gramatica livre de contexto, em uma forma padrdo conhecida como “Forma de Backus-Naur”
(BNF). Esta é simplesmente uma transliteragdo da notagao que usamos para gramaéticas, de forma que seja
representavel usando caracteres ASCII!

Ha outras classes de linguagem e de autéomato, que ndo descrevemos aqui.

Exercicios
Ex. 76 — (Aquecimento) Derive trés palavras usando a seguinte gramatica:
S — AzB |y
A— AzB |y
B—Bzx|z
Ex. 77 — (Aquecimento) Construa um autdmato finito que aceite qualquer palavra que comece com “ra”
ou com “pa”, e que contenha “ro” em algum lugar. O alfabeto é {a,b,...,z}.

1A forma BNF foi desenvolvida quando nio havia sequer inten¢io de acomodar novos simbolos, e ASCII era tudo o que se
podia representar em um computador.
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Ex. 78 — Construa um autémato finito com o alfabeto ¥ = {0,...,9} que aceite os nimeros pares que
sejam estritamente maiores que 9997 e também os nimeros (pares e impares) que sejam estritamente menores
que 102.

Ex. 79 — Linguagens regulares sdo fechadas para interse¢do? E linguagens livres de contexto?
Ex. 80 — Prove que a linguagem a*b™cFd™ néo é livre de contexto.
Ex. 81 — Prove que o problema de decidir se a linguagem gerada por uma gramatica linear contém um

quadrado é indecidivel. Faga o mesmo para gramatica livres de contexto.
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Apéndice T

Visao Geral Rudimentar do Processo
de Compilacao

Este Apéndice traz uma descricdo em alto nivel e muito breve do processo de compilacao de linguagens de
programacao. Para uma introducdo ao assunto, veja os livros de Kenneth Louden [Lou04] e de Torczon e
Cooper [TC13].

Descrevemos apenas o funcionamento de um compilador, deixando de lado interpretadores e tradutores.
A descrigdo que damos é extremamente simplificada.

Um compilador tem como tarefa ler um texto (que recebe na forma de sequéncia de caracteres) e produzir
como saida cédigo executavel — ou reportar um erro, se nao for possivel compilar o programa. Este processo
acontece, de maneira geral, em algumas fases:

WHILE ID(x) OP(>)
while x>5 do analise NUM(5) DO OPEN
{x=x-1} léxica ID(x) ATRIB ID(x)

OP(-) NUM(1) CLOSE

analise , analise
., ..., ——— 4Tvore ————————* N
sintatica semantica
, - CMP %x,5
arvore _ 8eragao JGE #0QUT12
anotada de cédigo .

i) na andlise léxica o texto do programa é percorrido, identificando-se ali sequéncias de caracteres como
tokens. Cada token é representado internamente como um objeto ou estrutura, e ndo como a sequencia
de caracteres originalmente lida.
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ii) na andlise sintdtica a sequéncia de tokens é percorrida. Verifica-se a sintaxe do programa e uma
representacao abstrata dele é construida (usualmente, uma arvore).

iii) na andlise semantica, os tipos de dados e outras informagdes seménticas sdo verificadas; anotagoes
seméanticas sao adicionadas a arvore abstrata para uso na geracdo de cdédigo. Nesta fase pode ser
produzida uma tabela de simbolos, contendo identificadores, seus tipos, e quaisquer outras informacoes
sobre eles que possam ser relevantes.

iv) a geragdo de cddigo produz o codigo executavel a partir da drvore abstrata anotada com as informagoes
semanticas.

As fases de compilagio ndo necessariamente acontecem isoladamente no tempo. E comum que um
analisador sintatico chame o analisador léxico cada vez que precisar de um novo token, por exemplo.

Esta é, claro, uma descricdo muito simplificada. Ha outras maneiras de compilar programas, e as fases
sdo mais complexas que nossa descri¢do faz parecer. Em particular, ha passos de otimizacao em diferentes
partes das fases de andlise semantica e geracao de cédigo.

O uso de linguagens formais em compiladores é resumido a seguir.

i) A especificagdo de tokens é feita por uma gramética regular ou expressoes regulares;

ii) A especificagdo da sintaxe da linguagem é feita por uma gramatica livre de contexto.
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Apéndice T

Alfabeto Grego

Uma vez que letras gregas sdo abundantes na Matemadtica, incluimos neste apéndice o alfabeto grego, com
a pronunica de cada letra.

maitscula minuscula pronuncia
A @ alfa
B I} beta
r 5y gama
A ) delta
E €,€ épsilon
A ¢ zeta
H n eta
(C] 0,9 teta
1 L iota
K K, 3 capa
A A lambda
M I mi
N v ni
= I3 csi
@) 0 Omicron
1T T, ™ pi
P 0,0 rd
by 0,S sigma
T T tau
T v upsilon
P ) fi
X X qui
v P psi
Q w Omega
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Apéndice ¥

Dicas e Respostas

Resp. (Ex. 1) — Em Haskell:

data ExpressaoBool ValorBool Bool

| And ExpressaoBool ExpressaoBool

| Or ExpressaoBool ExpressaoBool

| Not ExpressaoBool
Resp. (Ex. 17) — H4 algumas. Alguns exemplos: (i) multiplicagdo por constante; (ii) qualquer poténcia
fixa; (iii) fungéo constante.
Resp. (Ex. 18) — (i) C dominio (L = 0); (ii) <, comparando um ponto do intervalo (o mais & esquerda,

ou mais & direita, ou ponto médio (ndo é dominio); (iii) = (néo é dominio) (iv) cada fungéo f integrével da
para o intervalo [a,b] uma ordem parcial: calcule [ f(x)dz e compare usando < (ndo é dominio).

Resp. (Ex. 21) — Sejam 1; e Ly dois menores elementos de um conjunto parcialmente ordenado. Como
11 é menor, entdao L1 C 15. Mas 15 é menor também, logo 1o C 1. Como C é antissimétrica, 11 = 1.

Resp. (Ex. 36) — Basta passar o ambiente p ji com [p: f] quando construir a semintica da definicao.

Clprocp: ¢;d] = App - let f = C[c]up in :
Pldl(ulp: fIelp: f]

Resp. (Ex. 39) — Cada comando deve retornar um valor adicional, que determina se a continuagao deve
continuar ou nao.

Resp. (Ex. 49) — A regra para e; > ey depende de tBe; = es]] e de TB[e; < es]. Pode-se usar

diretamente o assembly delas:

TBler > ex] = TE[e1] : TEJe2] : EQ: TE[ex] : TEJez2] : LE : NOT : OR
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Resp. (Ex. 52) — Suponha que P vale em um estado. Como P = P’; e como {P’}c{Q’}, temos conse-
quentemente {P}c{Q’}. Mas Q' = Q, logo {P}c{Q}.

Resp. (Ex. 59) — Basta tomar o combinador e incluir um elemento a mais no corpo da abstracao:
(A - zax)(Ax - zzx).

Resp. (Ex. 63) — Aab - ab false.

Resp. (Ex. 65) — m™ é computado por Am - An - nm.

Resp. (Ex. 67) — (i) Qualquer termo é ponto fixo da funcdo identidade, portanto podemos escolher F' =
Az - x: temos F1Y = (Ax - 2)Y =Y. (ii) Tente também Fyw = Ah(w h).

Resp. (Ex. 73) — Nao!

Resp. (Ex. 81) — Faca redugdes usando o problema da correspondéncia de Post.

116



Ficha Técnica

Este texto foi produzido inteiramente em IATEX em sistema Debian GNU/Linux. Os diagramas foram criados
sem editor gréafico, usando diretamente o pacote TikZ. O ambiente Emacs foi usado para edigdo do texto
ITEX. Os Apéndices foram numerados usando numerais babilonicos com a fonte Santakku, desenvolvida

por Sylvie Vanséveren!.

LA fonte pode ser usada livremente, sem alteragdes, e ndo pode ser vendida. http://www.hethport.uni-wuerzburg.de/

cuneifont/|
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